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Vorrede. 


EM  Jabre  sind  es,  seitdem  die  erate  Hälfte  der  ersten' Aus- 
gabe dieser  graphisehen  Statik  erBcbienen  ist;  werfen  wir  einen 
Bliek  aaf  die  Fortschritte,  welcbe  diese  Wissenschaft  seitdem 
gemacht  hat 

Unstreitig  fand  sie  in  Italien  des  günstigsten  Boden.  Dort 
hat  sie  Creman»  am  Hailänder  Polytechnikum  eingefBhrt,  und 
ztrar  in  einer  hoben  AufTasBung;  er  betrachtete  sie  nicht  blos 
als  praktisches  HUlfemittel  am  in  gewissen  Fällen  einige  Becb- 
nnngen  zu  ersparen,  sondern  als  den  Abschluas  der  geometrisch 
statischen  Bildung  junger  logenieure.  Er  hat  sich  nicht  auf- 
gelehnt gegen  die  Vorkenntnisse,  die  sie  zum  Studium  roraus- 
Mtzen  muss,  sondern  hat  selbst  Geometrie  der  Lage  vorgetragen 
um  seine  SohBler  vorzubereiten,  und  darauf  die  graphische 
Statik  folgen  lassen  zu  kOnnen.  Sj^ter,  vor  seiner  Ueberaiede- 
lang  nach  Born,  wurde  derjenige  Tbeil,  der  speciell  die  An- 
wendung auf  Bauconstroctionen  betrifft,  Herrn  Sagno  tibertragen. 
Und  weiter  scbliessen  sieb  an  diese  an  Favara  in  Padua  und 
andere.  In  Italien  erscheint  die  graphische  Statik  am  wflrdig- 
•tes  and  besten  rertreteo. 
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V7  Vorrede. 

£iDeii  viel  weniger  hohen  Standpunkt  nimmt  sie  in  Slld- 
deutschland  ein.  Es  geschah  zwar  ziemlich  viel  vom  rein 
prabtiBchen  Standpunkt  aus;  mit  Begierde  hat  man  sich  auf 
die  einzelnen  Constructionen  geworfen)  welche  mit  Linien  leichter 
als  mit  Zahlen  einzelne  Bauaufgaben  löseiit  allein  gegen  das 
Weeen  derselben:  die  Körper,  an  welchen  Kr&fte  im  Gleich- 
gewicht sind,  und  die  Liniengebitde,  welche  die  Richtungen 
und  Grössen  dieser  Kräfte  darstellen,  als  geometrische  zusammen- 
gehörige Gebilde  aufzufassen  und  auf  diese  die  Geometrie  der  Lage 
anzuwenden,  in  der  ja  die  Beziehungen  so  verwandter  Gebilde 
auf  das  votlkommeuste  ausgearbeitet,  fix  und  fertig  vorliegen, 
gegen  diese  AuffaBsung  hat  man  sich  durcbnus  ableh- 
nend verhalten.  Der  eine  findet  „die  interessanten  und 
für  die  Praxis  brauchbaren  Resultate,  welche  die  Statik 
enthält,  wtirden  bereits  allgemein  Eingang  gefunden  haben,  wenn 
nicht  der  gelehrte  Apparat  der  neueren  Geometrie  viele 
Ingenieure  vom  Studium  dieses  Gegenstandes  ahgeschreckt 
hätte".  Der  geehrte  Herr  Professor  will  es  elementarer  machen, 
bringt  es  aber  ohne  d  und  {  auch  nicht  fertig;  und  doch  erfor- 
dert die  Kenntniss  der  d  und  J  einen  reifem  Geist  als  wie  die 
Elemente  der  Geometrie  der  Lage.  Der  andere  hat  die  Geo- 
metrie der  Lage  nicht  zu  vermeiden  gesucht,  freut  sieh  aber 
doch  darüber,  sie  entbehrlich  gefunden  su  haben. 

In  zahlreichen  grösseren  und  kleineren  Abbandlui^n  wird 
jetzt  die  Statik  ihres  Geistes  entkleidet,  und  so  verdaulicher 
gemacht  fttr  junge  Techniker,  die  ungenttgend  vorbereitet 
fUr  das  Studium  der  Ingenieurwiasenschaften ,  Dank  der  Stu- 
dienfreiheit, die  Jetzt  Mode  ist,  frisch  in  den  obereten  Gurs 
eintreten;  und  mit  ungeheurem  8elbstbewusatsein,  das  die  Herrn 
Professoren  noch  hegliostigen  welche  möglichst  populär  vor- 
tragen wollen,  hoffen:  sie  werden  sich  schon  dureharbeiten. 
WlUen  solche  Werke  für  Baugewerkschulen,  und  derartige  In- 
stitute zweiten  Ranges  geschrieben  worden,  so  k^^nnte  man  sich 
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Vorrede.  vii 

ja  Dur  freuen  Qber  die  Verbr^eitung,  welche  die  grapfaieche 
Statik  gewinnt,  allein  an  polytechnischen  Schulen  Bollte 
man  denn  doch  höhere  Ziele  vei-folgen.  Hier  eollte  es  nicht 
genUgeD  den  Techniker,  der  sp&ter  selbsmndig  Projecte  auB- 
arbeiten  soll,  der  die  Tragweite  aller  Regeln  und  Formelo  die 
er  anwendet  kennen,  und  seine  Projecte  räumlich  durchschauen 
soll,  mit  graphiBcheD  Construclionsrecepten  gefüttert  zu  haben, 
sondern  der  Zweck  sollte  sein ,  vor  allem  denkende  Menschen 
zu  bilden,  welche  aiuzuführende  Projecte  räumlich  mathematisch 
Oberbliokeo.  Dies  kann  nur  auf  Grundlage  einer  guten  mathe- 
matJBchen  Vorbildung  gescheheo,  and  für  Ingenieure  sind  nament- 
lich die  geometrischen  Disoiplinen  hesonders  wichtig,  weil  sie 
mehr  als  alle  andern  das  räumliche  AnschauungsrermOgen  aus- 
bilden. Wohl  ist  es  Sitte,  ausgezeichnete  Hatbematiker  und 
Geometer  an  die  polytechnischen  Schulen  zu  berufen,  allein 
kSonen  diese  sich  da  wohl  fühlen,  wenn  die  Herrn  Professoren 
der  praktischen  Fächer  nie  die  mathematische  Bildung  ihrer 
ZuhSrer  in  Anspruch  nehmen,  und  so  jenen  zu  verstehen  geben, 
sie  haben  die  Schaler  nngenttgend  vorbereitet  Kann  unbe- 
ntltzte  Vorbereitung  nachhaltig  nutzen,  d.  h.  bilden?  Wenn  nnn  ' 
so  gewisse  mathematische  Biehtungen  in  Deutschland  vernach- 
lässigt werden,  so  ist  das  kein  Grund,  dahin  Gehöriges  nicht  zu 
verwenden,  sondern  es  ist  im  Gegentheil  Pflicht,  durch  die  An- 
weoduogdarauf  hinzuweisen,  dass  hier  Fehlendes  nachzuholen  sei. 
Das  gleiche  Ablehnen  höherer  Ausbildung  zeigte  eich  in 
den  vierziger  Jahren,  wo  Mechaniker  glaubten  der  ungenOgen- 
den  analytischen  Bildung  mit  Lehrbüchern  ohne  Differential- 
und  Integralrechnung  nachhelfen  zu  müssen.  Keine  Werke  sind 
im  VerhältoisB  zu  ihrem  gediegenen  Inhalt  so  schnell  vom  Schau- 
platz verschwunden,  als  wie  die  Kaüers  und  ffeübachs,  denn 
jeder,  der  sieh  gründlich  in  Mechanik  unterrichten  will:  muss 
dennooh  Mathematik  studiren,  und  wenn  er  das  gethan  hat,  so 
befriedigen  ihn  jene  Werke  nicht  mehr.    Hoffen  wir,  es  werde 
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sich  aach  die  Gceometrie  der  La^  in  den  Schulen  einbürgern, 
und  diese  trotz  der  widerstrebenden  allzu  praktischen  Herrn 
ProfesBorea  Bchliesslich  die  höhere  Stofe  erklimmen. 

Bei  der  Gründung  der  polytechnischen  Schule  in  Paris  und 
den  dazu  gehörigen  Faehsebuleu  wurde  zum  erstenmal  als  Ziel 
und  Zweck  ausgesprochen,  dem  Techniker  eine  höhere  matbe- 
matisch-naturwissenschaftliebe  Bildong  za  geben ;  diese  Schule 
hat  Grosses  geleistet.  Erst  viel  später,  als  die  dort  erzielten 
Fortschritte  in  der  Anwendung  der  Mathematik  und  Natur- 
wissenschaften auf  die  Technik,  alles  was  sonst  geleistet  wer- 
den konnte,  ttberragte,  gründete  man  das  Garlsruher  Polytech- 
nikum mit  getrennten  Fachschulen,  worauf  nach  und  nach  erst 
die  Übrigen  Schulen  folgten. 

Ad  der  auf  die  Pariser  polyteohniscbe  Schule  als  Faeb- 
Bcbule  folgenden  Artillerie-  und  Geniescbule  in  Hetz,  hat  Poh' 
celet  zuerst  die  graphischen  Methoden  mehr  als  sonst  Üblich  zur 
Anwendung  gebracht.  Die  Constructionen  Ponvelett  waren  je- 
doch immer  nur  Uebersetzungen  vorher  entwickelter  analytischer 
Ausdrucke.  Er  hat  zuerst  zur  Ermittlung  von  Schwerpankten 
das  Seilpolygon,  dieses  fundamentale  lialfsmittel  der  graphischen 
Statik,  angewendet,'  und  zwar  noch  an  der  Artillerieschule  in 
Metz,  also  vor  1837,  in  welchem  Jahre  er  bereits  schon  in 
Paris  wirkte. 

Seitdem  haben  die  graphischen  Constructionen  in  Frank* 
reich  sieb  nicht  weiter  entwickelt,  bis  in  der  neuesten  Zeit 
„La  Statique  Graphiquc  par  M.  Lety,  Paris GanthierVillan  1874" 
erschienen  ist  In  diesem  Buche  ist  die  fUr  oonstante  Belastung 
sehr  zweckmässige  Methode  Cremaiuit  weiter  ausgefllbrt,  die  nn- 
gOnstigstea  Belastungsarten  derConstmctionea  sind  aber  nirgends 
ermittelt  und  berücksichtigt,  und  sehr  bald  wird  zur  Analysis 
Übergegangen.  Kur  nebenbei  wollen  wir  noch  bemerken,  dass 
das  von  uns  in  (Nr.  114  S.  467)  wieder  bescfariebene  Momenten- 
planimeter  von  Herrn  Prof.  Amtier  schon  vor  drai  Jahre  1856 
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enODDen,  nnd  im  I.  Band  der  Vierteljahrechrift  der  natur- 
forscheoden  QeaellBchaft  in  ZHrioh  1856  verOffentlicbt  norden 
ist,  wäbrend  es  Herr  Lm>y  1874  als  nagelneue  Erfindung  einem 
Herrn  M.  Dvpri  zuschreibt  In  den  französiachen  Schulen  wird 
die  grapfaisehe  Statik  noch  nirgends  gelehrt,  die  Bchwerfälligen 
conseile  d'ätudes  lassen  in  Frankreich  nur  langsam  Neues 
aufkommen. 

In  Preussen  wurde  znnäcbst  der  Name  ,  graphische  Statik" 
in  „Oraphostatik"  umgeändert,  im  Uebrigen  aber  aehr  wenig 
gleistet.  Es  fehlte  bis  jetzt  den  Technikern  doil  an  der  noth- 
wendigen  mathematischen ,  namentlich  geometriechen  Bildung. 
An  der  Banacademie  in  Berlin  ist  noch  nicht  einmal  die  Bau- 
schule von  der  Ingenieurschule  getrennt;  zwar  fUhlt  man  das 
BedOrfniss  der  Trennung,  nnd  in  der  MinisterialTerftguDg  vom 
31.  Mai  1873  werden  die  Baumeistercandidaten  angeregt: 
ain  dem  ihnen  zusagenden  Berufe  vorzugsweise  etwas  Ttkchtiges 
zu  leisten,  statt  ihre  Kenntnisse  nach  allen  Bichtnngen  bin 
gleicbmässig  zu  Tertiaehen",  und  es  wird  ihnen  gestaltet  den 
Wunsch  auszusprechen,  dass  die  zu  ertheilenden  Aufgaben  vor- 
zugsweise einem  der  beiden  Bau  gebiete  enbiommen  werden. 
Die  hier  erst  sehr  spät  sich  zeigende  Erkenntniss  hat  aber 
durchaus  noch  keinen  Einfluss  auf  die  pädago^sche  Einrich- 
tung der  Bauaeademie  ausüben  können.  Unmöglich  ist  es,  die- 
selben Schüler  gleichzeitig  zu  Künstlern  und  zu  Mathematikern 
auszubilden,  die  eine  oder  die  andere  Disciplin  muss  vor- 
berrBchen ;  an  der  Banacademie  werden  Künstler  erzogen.  Ber- 
lin besitzt  zur  Zeit  wohl  die  erste  mathematische  Facultät 
der  Welt,  allein  leider  sitzt  sie  abseits  an  der  Universität,  und 
bildet  fUr  die  Realgymnasien,  die  technische  Anstalten  sind, 
Oberlehrer,  die  von  der  Technik  nichts  verstehen.  Und  scbliess- 
lieb  versteht  der  Teebniker  zu  wenig  Mathematik,  wird  zu 
wenig  geistig  von  ihr  durchdrungen,  weil  er  mit  Denjenigen 
nicht  in  Berüfarang  kommen  kann,  die  naeh  den  hCcbsten  Zi«- 
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I  Vorrade. 

leu  strebeo.  Nie  hätte  ein  Cremona  \q  Berlin  entstehen  kOnnen, 
der  hoch  oben  auf  der  mathematiechen  Stafenleiter  Bt«hend, 
auf  dem  praktischen  Gebiete  auch  etwas  leistet;  nie  wird  ein 
an  einer  Universität  gebildeter  Uatbematiker  einen  Rtilfteplau 
zeichnen;  ist  doch  principiell  das  Graphische  von  der  Univer- 
sität auHgeschloBsen ,  widerstrebte  es  nicht  Slaudl,  Figuren  zu 
seiner  Geometrie  beizugeben.  UnumgäDglich  nothwendig  ist  es 
daher  diejenigen  Lehrer,  welche  Techniker  bilden  sollen,  an 
technischen  Anstalten  zu  erziehen,  und  diese  Anstalten  rnttssen 
desslialb,  wenn  die  technischen  Studien  gedeihen  sollen,  mit  den 
besten  und  tüchtigsten  Lehrkräften  in  mathematisch  natur- 
wissenschaftlicher Richtung,  die  das  Land  Qherhaupt  bieten 
kann,  ausgestattet  werden. 

Ein  Theil  der  bis  jetzt  aufgezählten  Uebelstände  wird  wohl 
durch  das  neu  zu  gründende  Polytechnikum  beseitigt  werden, 
wird  es  aber  stark  genug  angelegt  werden,  um  die  Bildung  der 
Lehrer  an  sich  zu  ziehen  und  bei  Besetzung  der  Lehrstafale  er- 
folgreich mit  der  Universität  zu  concurriren? 

Cremona  ist  höchst  freundlich  und  italienisch  bfiflich,  indem 
er  den  Engländer  Maxwell  als  den  geistigen  Urheber 
seiner  reciprokeo  Figuren  nennt.  Die  Reciprocität  Maxwells 
ist  nichts  weniger  als  wie  allgemein,  sie  bestimmt  nioht  za 
jeder  geraden  Linie  in  der  Ebene  eine  reciproke  gerade  Linie 
in  der  Ebene;  der  Verfasser  selbst  giebt  es  zu  fUr  die  Fig.  7 
Seite  ^5!),  Philosophical  Magazine  and  Journal  of  Science  Vol. 
XXVII  1864.  Auch  die  Figuren  3  S.  254  sind  es  nicht,  allein 
nur  aus  Versehen  des  Autors,  sie  werden  es,  wenn  man  in  IH, 
die  Linie  c  durch  den  Schnittpunkt  osr,  und  a  durch  ksn 
zieht.  Allgemein  können  nur  mit  Hälfe  des  Nullsystems  reci- 
proke Figuren  zu  solchen  aus  geraden  Linien  zusammengesetz- 
ten Figuren  gezeichnet  werden,  welche  als  ebene  Begrenzungs- 
Sächen  eines  Körpers  betrachtet  werden  dürfen.  Und  diese 
Einführung  des  KuUsystems  ist  das  Werk  Crerruma't  nicht  JHax- 
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w«lü,  ebenso  rubren  alle  Anwendungen  von  Cremona  ber,  der 
es  wob)  tun  besten  wissen  wird,  we)cbe&  Stttck  Terdienstvoller 
Arbeit  zwiscben  jenem  Aufsatz  Max-welU  und  seinen  reeipro- 
ken  Figuren  steefcL  Weiter  als  wie  irgend  wo  anders  klafft 
noch  die  Kluft  zwischen  dem  englischen  Gelehrten  uud  Praktiker. 
Weiteres  Über  die  Entwickelung  der  graphischen  Statik 
und  namentlich  Qber  deren  Literatur  findet  sich  in  der  Bro- 
schüre: „lieber  die  graphische  Statik  zur  Orientirung  von  Dr. 
J.  fVeyrauek,  Teubner  1Ü74''.  Dem  Verfasser  bin  ich  ganz  be- 
sonders verpflichtet  fttr  die  wohlwollende  Beurtheilung  der  ersten 
Ansgahe  meiner  Statik. 

Wir  hatten  erwartet,  dass  nach  dem  ersten  Erscheinen 
unserer  Statik  die  Analytiker  sich  daran  machen  wurden,  sie 
in  derselben  Weise  zu  behandeln,  als  wie  Salmon  and  Fiedler 
z.  R  die  Geometrie  behandeln.  Da  nun  aber  nichts  Derartiges 
erschienen  ist,  so  haben  wir  es  versucht,  in  der  vorliegenden 
zweiten  Auflage  den  geometrisch  graphischen  Lösungen  ganz 
kurz  die  analytischen  beizufügen.  Die  neueren  analytiscfaen 
Methoden  haben  den  grossen  Vorzug  der  Unmittelbarkeit,  und 
hiermit  auch  den  der  Uebereinstimmung  mit  den  goometriscfaen. 
In  den  meisten  Fällen  waren  wir  im  Stande,  die  Formeln  aus 
den  vorausgegangenen  geometrischen  Ableitungen  herauszulesen, 
and  haben  dadurch  den  Vortheil  erreicht,  Gesetzen  Ausdruck 
zu  geben,  die  in  vielen  Fällen  nicht  unmittelbar  aus  den  geo- 
metrischen Gonstructionen  hervorgehen,  und  in  jedem  doppelt 
behandelten  Fall,  die  freie  Wahl  zwischen  dem  graphischen 
Constrairen  uud  zwischen  dem  Rechnen  gesichert  zu  haben; 
in  der  Praxis  fuhrt  bald  das  eine  bald  das  andere  rascher  zum 
Ziel.  Da  jedoch  diese  analytischen  Methoden  noch  etwas  mehr 
Voi^enntnisse  als  wie  die  geometrisch  graphischen  erfordern, 
Vorkenntnisse,  die  man  nicht  von  jedem  Schttler,  wenigstens 
nicht  hier  in  ZSricb  erwarten  darf,  so  haben  wir  das,  was  zum 
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XII  ^  Vorxode. 

Verst&ndnisB  des  folgenden  nicht  unumgänglich  notbwendJg 
ist,  durch  kleiuereo  Druck  ausgezeichnet.  Analydeche  Ablei- 
.  tuDgen ,  ffiT  die  udb  kein  geometrischer  Beweis  bekannt  war, 
und  die  dennoch  durchstudirt  werden  mUssen,  wurden  iu  der 
Grlisse  des  gewöhnlichen  Textes  gedruckt 

Durch  diese  doppelte  BehandluDgaweiee,  ferner  durch 
mehrere  beigefügte  oder  erweiterte  Kapitel  wurde  der  Stoff  so 
vermehrt,  dass  er  in  einem  Baude  nicht  mehr  untergebracht 
werden  konnte.  Der  vorliegende  erste  Band  enthält  den  theo- 
retischen  Tbeil,  das  graphische  Rechnen  und  die  eigentliche 
graphische  Statik,  während  der  zweite  Band  die  Anwendungen 
enthalten  soll.  In  der  ersten  Auflage  bildete  dieser  Theil  des 
Werkes  nur  die  beiden  ersten  Abschnitte  tiber  das  graphische 
Kechnen  und  die  graphische  Statik,  welche  im  Jahre  1864  er- 
schienen sind. 

Dem  graphischen  Rechnen  wurde  das  Kapitel  aber  dos 
Rechenschieber  beigefügt.  Es  bestehen  zwar  viele  Abhand- 
lungen tlber  den  Rechenschieber,  allein  in  den  meisten  derselben 
wird  die  Addition  der  Logarithmen  nicht  als  ein  Aneinander- 
reihen von  Linien  aufgefosst,  sondern  es  werden  Regeln  Ober 
unabhängig  einander  gegenüberstehende  Zahlen  gegeben,  wo- 
durch die  Zahl  der  Regeln  ungemein  vergrösaert  wird.  Auch 
wird  dieses  äusserst  nützliche  Insirumentchen  bei  dem  Con- 
struiren  viel  zu  wenig  benutzt,  und  ich  glaubte  zur  Verbreitung 
desselben  etwas  beitragen  zu  können,  indem  ich  seine  Hieorie 
in  das  graphische  Rechnen  aufnahm,  wohin  sie  Übrigens  auch 
eigentlich  hingehört. 

Der  graphischen  Statik  habe  ich  Einiges  Ober  das  Parallelo- 
gramm der  Kräfte  vorausgeschickt.  Wohl  ist  mir  bekannt,  dass 
das  eigentlich  nicht  nothweodig  gewesen  wäre  und  ich  diesen 
Satz  als  fielbstrerstäadliob  hätte  voraussetzen  dürfen.  Da  aber 
gerade  darin,  dass  das  Verhäkniss  zweier  in  gegebenen  festen 
Biehtungen  wirkenden  Kräfte  und  die  Richtungen  ihrer  Hitlel- 
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kriU)e  projectiTische  Oebtlde  emä,  der  innere  Grund  dafOr  liegt, 
das8  die  Statik  eine  geometrische  Wissenschaft  ist,  so  glaubte 
ich,  diese  ProjectinUt  direct  aufstellen  zu  mtlssen,  um  auf  ihr 
weiter  zu  bauen. 

Der  Vollständigkeit  wegen  wurde  die  Zusammensetzung  der 
Krifte  im  Räume,  obgleich  man  dieselbe  in  der  Praxis  gewQhn- 
lifh  zu  umgeben  sucht,  weiter  atwgefubrt  und  die  Sfttze  von 
MSbhu  freilich  in  etwas  veränderter  Form  aufgenommen.  Nach- 
dem wir  direct  die  wichtigsten  Sätze  des  Nullsystems  ent- 
wickelt und  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  im  Rauuie  auf 
dieses  zitrückgeftihrt  hatten,  benutzten  wir  Staudt,  der  es  vom 
rein  geometrischen  Standpunkte  aus  jedenfalls  am  ausführlich- 
sten und  vollständigsten  behandelt  hat,  um  die  sich  ergebenden 
Constractionen  auszufahren.  An  dieses  Nulls^stem  reihen  sich 
dann  in  ganz  naturgemässer  Weise  die  schon  in  unserer  ersten 
Auflage  enthaltene  projectiviscbe  Verwandtschaft  zwischen  dem 
Kräfte-  und  Seilpolygon  und  dann  die  reciprokeu  Eräftepläne 
ö-emona'a  an. 

Bedeutend,  zu  einem  Abschnitt  erweitert,  wurden  die  Mo- 
mente paralleler  Kräfte,  die  Lehre  vom  Btatischen  and  vom 
Trägheitemoment.  Das  ist  das  eigentliche  Gebiet  der  graphischen 
Statik,  das  sie  vollständig  beherrscht.  Alles  was  auf  Aufgaben 
zweiten  Grades  zurückgeführt  werden  kann ,  lässt  sich  auf  gra- 
phischem Wege  leichter  als  auf  analytischem  lösen,  und  nament- 
lich die  Momente  zweiten  Grades  lassen  sich  bei  einigermaassen 
complicirten  Verhältnissen  rechnerisch  gar  nicht  mehr  bewäl- 
tigen.  Gerade  um  zu  zeigen,  wie  weit  man  auf  analytischem 
Wege  gelangen  kann,  wurden  die  Momente  einiger,  in  ein- 
facher Weise  begrenzter  Körper  berechnet.  Allein  wie  com- 
plieirt  sind  nicht  schon  die  Ausdrucke  fOr  die  Momente  eines 
Tetraeders  oder  gar  eines  schief  ahgeschnitteneo  Kegels! 

Der  letzte  Abschnitt  enthält  die  Elemente  der  Elasticitäts- 
theorie.     Vielleicht  wird  man  nicht  ohne  einiges  Interesse  die 
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IIV  Vorrede. 

AnwenduDgen  der  Tiilgheitomoineiite  auf  diese  Theorie  lesen. 
Durch  die  EiDfQhrung  der  Elasticitätsellipae  eines  Bogens  oder 
eines  beliebig  zu  biegenden  elastischen  Stabes  wurde  es  mSglich, 
die  Ortsäuderungen  des  Endpunktes  in  dirccten  Zusammenhang 
mit  den  Kräften  zu  bringen,  welche  diese  Ortsändeningen  ver- 
ursachen, und  auf  diese  Weise  Gesetzmässigkeit  io  die  Bestim- 
mung der  au  elastischen  Bogen  wirkenden  Widerlagerreactionen 
zu  bringen. 

Hiermit  schlie8S:t  der  erste  Band,  von  dem  wir  glauben  an- 
nehmen zu  dürfen,  dass  er  auch  dem  Nicht-Ingenieur,  dem 
Lehrer .  dem  Maschinenbauer  und  Architekten  dienlich  sein 
werde.  Der  zweite  Band  wird  speciell  die  AnwenduDgen  auf 
die  Bauaufgaben  des  Ingenieurs  enthalten,  nämlich  wie  in  der 
ersten  Ausgabe:  die  Abschnitte  "Qher  den  Balken,  das  Fachwerk, 
den  continuirlichen  Balken,  den  Bogen  und  die  Stützmauern: 

Wie  in  der  ersten  Auflage,  setzen  wir  auch  jetzt  die  Kennt- 
niss  der  Geometrie  der  Lage  voraus  und  empfehlen  zum  Stu- 
dium derselben  vor  allen  andern  Werken  Staudfs  Geometrie  der 
Lage.  Wer  jedoch  diese  zu  abstract  gehalten  findet,  wird  sie 
viel  leichter  in  den  „Vorträgen  Über  Geometrie  der  Lage  von 
Dr.  Th.  Reye"  studiren.  Sie  haben  vor  Staudt  den  grossen 
Vorzug,  dass  die  Vorträge  mit  Figuren  erläutert  sind,  während 
man  bei  Staudt  diese  erst  selbst  erfinden  muss.  Dagegen  geht 
Staudt  tiefer  ein-,  z.  B.  das  für  die  Zusammensetzung  der  Kräfte 
so  nothwendige  Nullsystem  findet  sich  vollständiger  behandelt 
in  Slaudt  als  wie  in  Reye. 

An  den  hiesigen  polytechnischen  Schulen  sind  die  noth- 
wendigen  Vorkenntnisse  zum  Verständniss  des  geometrischen 
Theiles  bei  den  Schülern  vorhanden,  seit  Prof.  Fiedler  dieselben 
vorbereitet.  Dagegen  sind  sie  in  der  analytischen  Geometrie 
noch  nicht  weit  genug,  um  das  mit  klein  gedruckter  Schrift  im 
Torliegenden  Werke  verstehen  zu  können. 
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Die  hierza  nothwendigen  Vorkenntnis^  k)}nnen  durch  das 
Studium  der  Werke  Salmon's,  Übersetzt  von  Fiedler,  erlangt 
werden. 

Bei  der  Ableitung  aoalytiBcher  Formeln  fUhlten  wir  das 
BedUrtiiisa,  die  ränmlicheD  Stufen,  die  in  der  Geometrie  so  wich- 
tig sind,  auch  in  den  Formeln  zu  markiren,  und  glaubten,  dies 
am  zweckmäflBigBten  durch  die  Wahl  der  Schriftgattung  zu  tbun. 
Wir  bezeichneten  also  Überall  Körper  mit  einem  grossen 
gothiscben  Buchstaben,  drei  Dimensionen  darstellend ; 
die  zwei  Dimensionen  darstellende  Fläche  mit  einem  g rosse u 
lateinischen  und  die  Linie  mit  einem  kleinen  latei- 
nischen Buchstaben.  Dem  kleinen  griechischen 
Buchstaben  bleibt  die  Dimension  0  oder  die  Zahl  vorbehalten, 
durch  welche  Verhältnisse  verschiedenster  ÄrtausgedrQckt  werden. 

Die  Kraft  gebt  in  der  graphischen  Statik  in  der  Regel 
aus  einer  Fläcbenverwandlung  hervor,  wird  daher  der  Fläche 
coordinirt  und  wie  auch  sonst  allgemein  Üblich  durch  einen 
grossen  lateinischen  Buchstaben  bezeichnet.  Hieraus 
ergiebt  sich  dann  gauz  von  selbst,  dass  einerseits  das  Moment 
als  Product  einer  Kraft  mit  einer  Linie  mit  eitlem  grossen 
gothischen  Buchstaben  bezeichnet  werden  mUsse,  ander- 
seits aber  die  auf  eine  Linie  vertbeilte  Belastung  oder  Kraft 
pro  I^ngeneinheit ,  die  der  Hultiplication  durch  eine  Linie  be- 
darf, um  Kraft  zu  werden,  mit  einem  kleinen  lateinischen, 
und  die  Kraft  (Last)  pro  Flächeneinheit  mit  einem 
kleinen  griechischen  Buchstaben  zu  bezeichnen  sei. 

Indem  wir  uns  ferner  noch  bestrebten,    das  Aehnliche  mit 
denselben  Buchstaben  zu  bezeichnen,   ergab  sich  die  folgende, 
so  ziemlich  eingehaltene  dualistische  Bezeichnungsweise: 
^  Inhalt  von  Körpern.  3  Trägheitsmomente. 

@@3n  Momente  imAllgemeioen. 
$  Moment,  das  von  einer  oo  fer- 
nen verticalen  Kraft  herrührt. 
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demnach  um  eioe  horizontale 
Axe  dreht 
O  X  Momente  um  nicht  boriion- 
tale  Axen. 
F  QaerBchaittBäSehen.  ^B  Auflagerdmeke. 

P  verticale  Kraft. 
^Spannungin  einem  Strecfcbaom. 
A  Pressung  „      «  „ 

S  Kraft  in  Streben  and  Diago- 

nalbändem. 
T  Kraft  in  Bogen  und  Ketten. 
übclmseys  Basen,  Längen,  Co-  y  verticale  Belastung  pro  I^- 

ordinaten.  geaeinheit 

drsq  Dureh-  und  Halbmesser, 
Fachlängen,  Hebelsarme. 

F 

/"verwandelte  Flächen  =■  -  ,  . 

kik  Höhen,  Axenentferuungen. 

aßyn  bekannte,  s  Elasticitätscoofficient 

9>  ^  unbekannte  Winkel  und  Ver-  f  Momentenverhältnisse. 

hältnisse. 
f  Tangenten.  H-  Torsionseoefficient. 

(  Coefficient  der  absoluten  oder 

rückwirkenden  Festigkeit. 
17  Coefficient    der    scheerenden 

Festigkeit 
ro  verticale  Belastang  pro  Flä- 
cheneinheit. 
Das  Einhalten  eines   solchen  bestimmten  Systems  der  Be- 
zeichnung ist  deshalb  so  nützlich,  weil  ein  Blick  dann  genflgt, 
um  die  Bedeutung  eines  Ansdrucks  zu  erfassen  und  um  die 
Homogenität  desselben  zu  constatiren.     So  z-  B.  die  der  Körper- 
gleichung: 
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3  =  AF=fl*A  =  kr*n 
und  der  MomenteDgleicliung : 

^  =  lP-\-  >/,pP  —  /P  +  "/,  whP. 
Heterogene  Gleichungen  aber  giebt  es  keine  in  der  gra- 
phischen Statik,  denn  man  kann  keinen  Körper  einer  Linie  and 
kein  Moment  einem  Hebelsarm  gleicbseteen,  und  wenn  man 
dennoch  solchen  Oleicbangeo  begegnet,  so  rtthrt  es  daher,  dass 
man  gewisse  Grössen  gleich  1  gesetzt  hat  und  es  nicht  fur 
notfawendig  erachtete,  diese  Einheiten  evident  zu  erhalten. 

Doch  ist  es  schwer,  ein  solches  Princip,  dessen  Nutzen  sich 
im  Verlauf  der  Arbeit  aufdrängte,  eonsequent  durchzuführen, 
indem  mehr  Stufen  als  wie  Scbriftgattungen  vorbanden  sind :  so 
haben  wir  z.  B.  fUr  die  Trägheitsmomente  von  Kfirpem  mit 
4  Dimensionen  keine  Schriftgattungen  mehr.  Auch  sollten  die 
Ptücker'aebea  Coordiuaten  als  reciproke  Längen  durch  eine 
Schriftgattung  ansgedrtickt  werden,  die  anter  der  griechischen 
stände.  Endlich  haben  wir  es  nicht  gewagt,  die  Gleichung  der 
geraden  Linie  z.  B.  also  zu  schreiben: 

(iiF  + Ay  +  C  =  0, 
indem  die  Determinanten,  welche  mit  solchen  Coefficienten  zu 
bilden  sind,  durch  zweierlei  Schriften  an  UebersichtHchkeJt  ver- 
lieren würden. 

Schliesslich  fuble  ich  mich  noch  gedrungen,  allen  Den- 
jenigen meinen  Dank  auszusprechen,  welche  so  freundlich  waren, 
an  der  Ausführung  meiner  graphischen  Statik  mitzuwirken,  vor 
Allen  dem  Verleger,  der  keine  Kosten  scheute,  um  sie  schön 
auszustatten;  dann  meinen  ehemaligen  Schülern,  denen  ich  13 
der  17  Tafeln,  welche  das  Werk  begleiten,  verdanke  und  deren 
Namen  ich  bei  der  Erläuterung  der  Tafeln  diesen  beifttgen  werde. 
Ebenso  muss  ich  auch  hier  noch  der  Lithographen  Wurster 
und  Randegger  erwähnen ;  die  Tafeln  wurden  schön  ausgefllhrt, 
und  wenn  sie  nun  dennoch  keine  mathematische  Genauigkeit 
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bieten,  so  kann  man  deesea  die  lithographische  Anstalt  nicht 
zeihen.  Wir  haben  uns  selbst  davon  Überzeugt,  daea  es  un- 
möglich ist,  TOD  der  Zeichnung  vollkommen  genau  auf  den 
Stein  zu  Übertragen  und  dann  auch  jede  Vertlnderang  der  Papier- 
dimensionen  zu  verhüten.  Man  betrachte  sie  daher  als  Vor- 
lagen, die  zeigen  sollen,  wie  etwa  in  doppeltem  Maassatabe 
oonstruirt  werden  kann. 

Den  zweiten  Band  hoffe  ich   im  Laufe  der  zwei  nächsten 
Jahre  vollenden  zu  können. 

Hottingen  bei  Zttrich,  April  1875. 

GulmaiuL. 
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Erstes  Kapitel. 
Die  Operationen  mit  Linien. 


1.  Addition  und  Sabtracüon. 

Bei  dem  Addiren  UDd  Subtrabiren  baben  wir  es  im  gra- 
phischen Rechnen  nur  mit  geraden  Linien  zu  thun.  Zu  addi- 
rende  oder  zu  subtrahirende  Flächen,  EOi-per,  Gewichte,  Kräfte 
Q.  s.  w.,  mttsaea  erst  auf  gerade  Linien  reducirt,  d.h.  durch  solche 
dargestellt  werden,  bevor  wir  diese  Operation  mit  ihnen  Yor- 
nehmen  können.  Auf  die  Art  und  Weise ,  wie  diese  Reductionen 
auszufahren  sind,  werden  wir  später  zurückkommen ,  und  setzen 
jetzt  voraus,  daas  wir  es  nur  mit  den  ReBultaten  dieser  Reductio- 
nen, mit  Linien,  zu  thun  baben. 

Die  zusammenzusetzenden  geraden  Linien  mtlssen  durch  ihre 
absolute  Länge  und  durch  ihre  Richtung  gegeben  sein.  Durch  die 
Lage  einer  geraden  Linie  allein  ist  die  Richtung  derselben  noch 
nicht  vollkommen  bestimmt,  weil 
in  jeder  ihrer  Lagen  zwei  um  n 
von  einander  verschiedene  Rich- 
tungen, die  einander  entgegen- 
geaetzte  heissen,  enthalten  sind. 
Gehen  mehrere  Linien  von  einem 
und  demselben  Punkt  (Fig.  1)  ~ 

als  Ursprung  aus,  so  genttgt  es  zur  genauen  Bezeichnung  der  Rich- 
tung die  Linien  nur  auf  einer  Seit«  des  Ursprungs  auszuziehen. 
Ueberbaupt  wird  in  jeder  begrenzten  Linie  durch  Bezeichnung 
des  einen  Endes  als  Ursprung  O  auch  die  Richtung  der  Geraden 
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bezeichnet,  so  hätten  z.B.  die  beiden  gleich  langen  Linien  (Fig.  2) 
entgegengesetzte  Richtungen.    Zur  Bezeichnung  der  Sichtung  in 
einer  unbegrenzten  Linie 
^-  ^-  öder      mehrerer     Linien, 

(B '■ 1       welche  gleiche  Lage  ha- 
ben ,    und    Überhaupt    in 

I a      allen    Fällen,    in    denen 

die  Bezeichnung  des  Ur- 
sprungs zur  unzweideutigen  Bezeichnung  der  Richtung  nicht  ge> 
nllgt,  werden  wir  uns  eines  Pfeiles  ■*-  zur  Feststellung  derselben 
bedienen.    In  der  Geraden  j4  (Fig.  3)  haben  also  die  beiden 

Fig.  3. 

I    ,h    I  -^  I   z- — ^ 

gleich  langen  Linien  /,  und  /]  entgegengesetzte,  d.  h.  um  n  rer- 
Bchiedene  Richtungen.  Zur  Unterscheidung  der  beiden  in  einer 
und  derselben  geraden  Linie  vorkommenden  Richtungen  gebraucht 
man  häufig  auch  das  Wort  Sinn,  und  sagt  z,  B.,  die  beiden  Linien 
If  und  4  in  ^  haben  entgegengesetzten  Sinn,  oder  sind  in  ent- 
gegengesetztem Sinn  aufzutragen.  In  einerund  derselben  geraden 
Linie  entsprechen  die  beiden  Sinne  ganz  dem  Vorzeichen  -j-  und 
—  in  der  Analysis,  und  auch  wir  werden  uns  manchmal  dieser 
Vorzeichen  zur  Unterscheidung  der  beiden  Sinne  bedienen,  ist 
also  li  im  Sinne  -|-  aufgetragen,  so  ist  es  4  im  Sinne  — . 

Die  graphische  Addition  besteht  nun  darin,  dass  man  von 
einem  Ursprung  ausgehend  die  erste  der  zu  addirenden  Linien  in 
Richtung  und  Grösse  aufträgt,  von  dem  Endpunkt  derselben  die 
zweite  Linie  und  von  dem  Endpunkt  dieser  die  dritte  und  so  fort 
alle  zu  addireuden  Linien  an  einander  reiht.  Als  Resultat  dieser 
Aneinanderreihung,  Addition,  muas  in  Richtung  und  GrOsse  die 
Verbindungslinie  des  Anfangspunktes  der  ersten  mit  dem  End- 
punkte der  letzten  der  zu  addirenden  Linien  betrachtet  werden. 

Bei  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  werden  wir  sehen,  dass 
diese  Addition  identisch  ist  mit  der  Addition  der  Linien,  und 
wollen  diese  des  Zusammenhanges  wegen  daher  dort  ausführlicher 


Hier  wollen  wir  noch  einige  Worta  über  die  Addition  von 
Linien  gleicher  Richtung  sagen.     Es  fällt  dann  der  ganze  Linien- 
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zog  in  eine  gerade  Linie ,  weil  alle  Rielttungen  einen  oo  fernen 
Punkt  gemein  haben,  in  diesem  Falle  wird,  wenn  Linien  von  Ter* 
schiedenem  Sinne  vorhanden  sind,  mitunter  die  Bezeichnung  der- 
selben etwas  schwierig.  Es  ist  dies  zwar  nur  eine  Nebensache, 
immerbin  aber  namentlich  fttr  Anßnger  wichtig  genug,  um  einige 
Augenblicke  dabei'  zu  verweilen.  Eine  gerade  Linie  kann  als 
Panktreihe  und  als  Trägerin  von  Strecken  erscheinen.  Im  ersten 
Fall  bietet  die  Bezeichnung  gar  keine  Bchwierigkeiten  dar ;  sie 
ist  unzweideutig,  wenn  zu  jedem  Punkt  ein  Zeichen  gesetzt  wird 
(Fig.  4).  Ist  aber  die  gerade  Linie,  wie  es  hier  bei  der  Addition 
der  Linien  der  Fall  ist,  die  Trägerin  von  an  einander  gereihten 
Strecken,  dann  ist  es  nicht  zweckmässig,  den  Trennungspunkten 


Flg.  4. 

Kg.  5, 

ttg.  6. 
Fig.  7. 
Fig.  8. 

Flg.  9. 


1       13333       i      i 


a   2     5 

7       2 


0^__  < — f- 

e i — i 1 — 1—1 *— 


der  Strecken  Zeichen  zu  geben  und  so  eine  und  dieselbe  Linie 
dorch  zwei  nicht  mit  ihr  im  Zusammenhang  stehende  und  nicht 
an  sie  erinnernde  Zeichen  zu  bezeichnen.  Im  Interesse  der  Klar- 
heit und  des  leichteren  Ueberblicks  soll  jede  Strecke  ihr  Zeichen 
tragen,  die  Linie  li,  die  Kraft  P„  das  Zeichen  t. 

Haben  alte  Strecken  gleichen  Sinn,  so  kann  man  einfach  das 
Zeichen  auf  die  Strecke  setzen  (Fig.  5).  Dasselbe  ist  auch  noch 
mCglich,  wenn  zwar  Linien  beider  Sinne  vorkommen ,  alle  Linien 
gleichen  Sinnes  jedoch  auf  einander  folgen,  so  dass  nur  ein  Wende- 
punkt vorkommt  (Fig.  6),  der  Wendepunkt  liegt  zwischen  3  und 4, 
and  die  Sumtae  der  6  Linien  ist  durch  «|,,.«  bezeichnet    Hau 
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hat  dann  nur  dem  einen  Sinn  die  eine  Seite  und  dem  anderd  Sinn 
die  andere  Seite  der  geraden  Linien  zuzuweisen. 

Liegen  die  Btrecken  beider  Sinne  durch  einander,  so  ist  es 
am  zweckmässigsten ,  den  Grenzen  jeder  Strecke  zwei  gleiche 
Zeichen  zu  geben  und  alle  Zeichen  gleichen  Sinnes  auf  dieselbe 
Seile  der  geraden  Linie  zu  setzen  (s.  Fig.  7),  wie  es  durch  die 
Pfeile  (Fig.  6)  angedeutet  ist. 

Gar  häufig  kommt  man  in  Versuchung,  in  jedem  der  Fälle 
5  und  6  die  Punkte  zu  bezeichnen,  dies  genfigt  jedoch  nur  dann, 
wenn  erstens  die  Reihenfolge  der  Strecken  und  zweitens  die 
Grenze  bekannt  ist,  an  der' das  Zeichen  steht.  Letzteres  könnte 
wohl  dadurch  ein  fUr  allemal  bestimmt  werden,  dass  man  das 
Zeichen  an  das  eine  Ende  der  Strecke  setzt,  die  Ordnung  aber 
geht  nicht  aus  der  Figur  hervor  und  muss  besonders  bemerkt 
werden. 

In  Fig.  8  z.  B,,  wo  das  Zeichen  an  den  Anfang  seiner  Strecke 
gesetzt  wurde,  deutet  nichts  die  Reihenfolge  13  5  3  4  7  6  an,.und 
die  Lunge  keiner  Strecke  ist  bestimmt,  während  aus  Fig.  9  ganz 
unzweideutig  hervorgeht,  dass  auf  1,  3  und  auf  3,  5  folgt  u.  s.  w. 

Da  nun  Anfönger  in  ihren  Goustractiooen  gar  häußg  dadurch 
fehlen,  dass  sie  immer  nur  Funkte  bezeichnen  wollen ,  und  dano 
die  zu  beiden  Seiten  des  Zeichens  liegenden  Strecken  mit  ein- 
ander verwechseln ,  so  können  wir  nicht  genug  empfehlen,  die 
Strecken  eines  geraden  Gebildes  nöthigenfalls  mit  zwei  Zeichen 
zu  bezeichnen,  wenn  das  Gebilde  durch  seine  Strecken,  die  Punkte 
aber  zu  bezeichnen ,  wenn  es  durch  seine  einzelnen  Punkte  ge- 
geben ist. 

Mitunter  kommt  es  vor,  dass  eine  und  dieselbe  gerade  Linie 
die  Trägerin  mehrerer  Gebilde  ist,  siebe  z.  B.  die  später  folgenden 
Tafeln  des  continuirlichen  Balkens,  wo  nicht  allein  die  an  den  Balken 
wirkenden  Lasten  auf  einer  Linie  aufgetragen  wurden,  sondern  wu 
man  die  scherenden  Kräfte  schliesslich  auf  derselben  geraden  Linie 
erhalten  hat.  In  solchen  Fällen  ist  es  am  klarsten,  so  wteesdortge- 
scheben  ist,  die  verschiedenen  Gebilde  dadurch  auszuzeichnen,  dass 
man  deren  Zeichen  auf  verschiedene  Parallellinien  zum  gemein- 
schaftlichen Träger  setzt  und  die  entsprechenden  Theilstricbe  bis 
zu  diesen  Parallelen  verlängert  Es  geschieht  dasselbe,  wenn  bei 
Maassstäben  die  mehroder  weniger  bedeutenden Theilpunkte durch 
längere  oder  kürzere  Striche  ausgezeichnet  werden.    Subtraction 
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ist  Addition  in  ent^gengesetztem  Sinne.  Um  also  eine  oder 
mehrere  Linien  von  einet-  anderen  Linie  oder  von  der  Summe 
mehrerec  anderer  Linien  abzuziehen,  hat  man  nur  den  Pfeil  dieser 
Linien  umzusetzen  and  dann  zu  addiren. 

AlIeB,  was  wir  hier  von  der  Addition  und  Subtraction  von 
Linien  in  gleicher  Richtung  uod  Lage  gesagt  haben,  gilt  auch  von 
der  Addition  und  Subtraction  von  KreisbogenatUcken  gleichen  Ra- 
dius auf  denselben  Bogen,  also  von  Winkeln  in  der  Ebene.  Da- 
gegen ist  das  weiter  oben  von  der  Addition  im  Raum  oder  in  der 
Ebene  Gesagte  nicht  mehr  anwendbar  auf  die  Addition  von 
grfissten  Kreisen  auf  der  Kugel,  also  auf  Drehungen  im  Raum; 
weil  zwei  grfisste  Kreise,  welche  gleichen  Winkel  mit  einem 
dritten  bilden,  nicht  mehr  parallel  laufen,  und  weil  es  überhaupt 
gar  keine  parallele  grOssten  Kreise  auf  der  Kugel  giebt,  und  weil 
daher  parallel  mit  sich  selbst  ausgeführte  Zugverscbiebungen  auf 
der  Kugel  gar  nicht  mehr  m9glich  sind. 

pie  Addiüon  and  Snl)trsetion  tdd  Strecken  (mCgen  de  Unten  oder  EräAe  be- 
zeicbnen)  finden  Ihren  analytiscbpu  Ausdruck  einfach  in  der  Snmmenronn«] : 


P,...i.  =  P,  +A  +  ...  P,  +  ...  P»  -=f  P,. 
Auch  hier  wird  die  Snbtraction  dnrch  Zeiclienitechs«]  ansKedrQckt  .- 

=  /.+'. +  4  +  ...  -  i.+J.  +  i. 


ä.    Multiplication  und  DiviBion  von  Linien  mit  Ver- 
hältnissen. 

Man  unterscheidet  zweierlei  Multipltcationen  und  Divisionen, 
erstens  die  von  Linien  mit  Verhältnissen,  bei  denen  das  Resultat 
immer  wieder  eine  Linie  ist  und  hei  der  daher  keine  Aenderung 
der  räumlichen  Dimensionenzahl,  der  Stufe  stattfindet;  und  zwei- 
tens die  Hultiplication  von  Linien  mit  Linien  zu  Flächen,  von 
Flächen  mit  Linien  zu  Körpern  etc.  und  umgekehrt  die  Division 
von  Kfirpern  durch  Linien  zu  Flächen  u.  s.  w. ,  bei  denen  eine 
Aenderung  iu  der  ritumlichen  DimeuBionenzahl  stattfindet.  Diese 
letzteren,  d.  h.  die  Verwandlung  und  das  Messen  von  Flächen  und 
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Körpern  werden  in  den  folgenden  Kapiteln  behandelt  werden, 
während  wir  uns  hier  vorerst  nur  mit  der  ersteren,  also  mit  der 
MultiplieatioD  und  Division  von  Linien  mit  Verhältnissen  be- 
schäftigen. 

In  manchen  Werken  wird  der  Fall  behandelt,  in  welchem 
dieses  Verhältniss  durch  Zahlen  gegeben  ist,  und  es  heisst  da,  um 
eine  Linie  mit  12...n  zu  multipliciren ,  trage  man  sie  12. ..n  Mal 
hinter  einander  auf  einer  Geraden  auf.  So  einfach  dieses  Ver- 
fahren ist,  so  entspricht  es  doch  nicht  ganz  dem  Geiste  des  gra- 
phischen Keehnens.  Durch  Construiren  können  wir  nur  zu  Linien, 
nie  zu  Zahlen  gelangen,  und  die  CoQStruction  beginnt  erst  da,  wo 
Linien,  nicht  Zahlen  gegeben  sind.  Dieses  »malige  Auftragen 
einer  Linie  gehört  daher  noch  zur Uebersetzung  des  Gegebenen  in 
eine  Linie,  ebenso  wie  das  Abgreifen  und  Messen  der  letzten 
Linie  zur  Uebei-setzung  der  Scblusslinie  in  das  Resultat  gehört. 
Wir  werden  daher  immer  annehmen :  das  als  Factor  zu  betrach- 
tende Verhältniss  sei  durch  zwei  Linien  m  und  n  gegeben. 

Das  einfachste  Mittel  zur  Multiplication  einer  Linie  /  mit 
einem  Verhältniss  "  also  zur  Bestimmung  von  j?  =  /-bieten  ähn- 
liche Dreiecke.  Sie  können  beliebige  Lage  und  eine  beliebige 
dritte  Seite  haben.  Die  drei  gegebenen  Linien  /,  m  und  n  sind 
dann  so  zu  gruppiren,  dass  die  zu  muitiplicirenden  beiden  Linien 
/  und  m  weder  demselben  Dreieck  angehören,  noch  homologe  Sei- 
ten der  beiden  verschiedenen  Dreiecke  seien.  Findet  sich  in  der 
Conetructionsfigur  gerade  keine  andere  passende  Lage  der  bei- 
den Dreiecke,  so  wird  es  immer  am  einfachsten  sein,  die  bei- 
den Dreiecke  durch  Ziehen  zweier  Parallelen  in  einem  und  dem- 
selben Winkel  zu  bilden,  wo  dann  die  beiden  in  Fig.  10  und 
Fig.  11  dargestellten  Anordnungen  möglich  sind.  Alle  Linien 
sind  von  O  aus  aufgetragen ,  m  darf  also  weder  auf  demselben 
Schenkel  aufgetragen  noch  durch  eine  der  Parallelen  mit  /  ver- 
bunden werden ;  je  nachdem  man  dann  n  auf  demselben  (Fig.  10) 
oder  nicht  auf  demselben  (Fig.  11)  Schenkel  aufträgt,  erhält  man 
x  nicht  auf  demselben  oder  auf  demselben  Schenkel.  In  Fig.  10 
werden  femer  nicht  nur  die  ganzen  von  O  aus  aufgetragenen,  son- 
dern alle  zwischen  Parallelen  zu  mn  liegende  Strecken,  wie  z.  B. 
/  —  tt  im  Verhältniss  von  wi  zu  »  reducirt,  und  wir  wollen  diea 
durch  die  Worte  ausdrücken,  zwischen  den  beiden  Schenkeln 
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projicire  die  RichtuDg  mn  das  VerhältniBB  ".     In  Fig.  11  eDdlicb 

befitimmeD  nicht  nur  alle  Parallelen,  welche  durch  die  Endpunkte 

von  in  und  »  gehen,  auf  dem  anderen  Schenkel  Längen ,  die  sich 

wie  m  zu  n  rerbalten, 

sondern  die  ParaUelen  *"'*■  '*"■ 

seibat    verhalten     sich 

ftuch  wie  m  zu  n  und 

man  hat  Xi  =  /(  ^■ 

Beispiel :  Welches  ist 
die  Hohe  des  Steinpris- 
mas ,  dessen  Gewicht 
gerade  so  gross  wäre, 
als  das  des  Erdprismas 
von  gleicher  Grund- 
fläche und  der  Höhe  h. 
Die  specifischen  Ge- 
wichte Yon  Erde  und 
Stein  verhalten  eich  wie 
die  Linien  m  :  n.     Die    ' 

HShe  des  Steinprismas  mues  im  Verhältniss  des  specifischen  Ge- 
wichts ron  Erde  zu  Stein  reducirt,  d.  h.  mit  diesem  VerhiUtniss 
multiplicirt werden,  es  ist  also  ^  =  A-. 

Die  obigen  Figuren  10  und  11  enthalten  die  LOsuog,  weon 
man  in  denselben  statt  /,  k  setzt 

Sind  mehrere 
Strecken  ^  /j  /,  Fig-  la- 

desselben  gera- 
den Gebildes  mit 
demselben  con- 
Btanten  Verhält- 
Diss  2U  multipli- 
ciren ,  so  kann 
die  Fig.  10  ana- 
loge CoDStrnction 
Fig.  12  oder  die 
Fig.  11  analoge 
Fig.  13  (a.  S.  10) 
gewählt  werden. 
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Die  AoalogieD  liegen  so  nahe,  dass  wir  une  Dicht  mit  Nacb- 
weia  derselben  aufzuhalten  brauchen. 


/ 

/ 

/ 

/  ^ 

1.     \  ,.  \     u  \ 

Alle  obigen  Constructionen  erheischen  das  Ziehen  von  Pa- 
rallelen. Indem  man  sich  nun  das  Entbehren  des  Ziehens  von 
Parallelen  zur  erschwerenden  Bedingung  gab,  wurde  vorgeschlagen, 
die  Parabel  als  Mittel  zur  Multiplication  mit  constantem  Verhält- 
niss  zu  benutzen.  Die  geraden  Gebilde,  welche  durch  die  gegen- 
seitigen Durchschnittspunkte  der  Tangenten  einer  Parabel  ent- 
stehen, sind  alle  in  der  Art  ähnlich,  dasa  sich  die  durch  dieselben 
Tangenten  begrenzten  Segmente  entsprechen,  wobei  der  Be- 
rllhmngspunkt    einer  Tangente    als  Schnitt  mit  ihr  selbst  zu 
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betrachten  ist.  So  entsprechen  sieb  (Fig.  14)  die  gleichbezifferteo 
Segmente  der  drei  geraden  Gebilde  j4B  C,  Wäre  nun  eines  der- 
selben B  (12  3  4  5)  und  die  es  berfibrende  Parabel  gegeben,  und 
sollten  die  einzelnen  Segment«  desselben  mit  dem  Verbältniss 
VC:\B  multiplicirt  werden,  so  könnte  man  durch  alle  seine 
Punkte  Tangenten  an  die  Parabel  ziehen  und  dann  die  Gerade  C 
80  an  der  Parabel  tangirend  verechieben,  dass  die  Endpunkte  von 
1 C  auf  ^  und  die  Tangente  12  fallen,  so  wird  C  (1  2  3  4  5)  dem 
Gebilde  £  (1  2  3  4  5)  ähnlich  sein.  Statt  der  Parabel  kann  auch 
noch  eiD  zweites  ähnliches  Gebilde  >^  gegeben  sein,  weil  dann 
alle  Geraden ,  welche  homologe  Funkte  verbinden ,  eine  und  die- 
selbe Parabel  berühren.  Die  Lage  tod  G  muss  dann  natürlich 
auch  immer  so  bestimmt  werden,  dass  diese  Linie  durch  homologe 
Punkte  Ton  A  nnd  B  gehe.  Also  6  A  und  6  B  mUssen  sich  ent- 
sprechen. Diese  allgemeine  Gonstruction  vereinfacht  sieh  etwas, 
wenn  alle  Segmente  gleich  gross  sind,  weil  dann  einfach  die  Ab- 
schnitte 6  auf  A  und  B  irgend  einem  anderen  Segment  dieser 
Linien  gleich  zu  machen  sind.  Immerhin  ist  diese  Multiplication 
viel  umständlicher  als  die  der  Fig.  10  bis  13  und  wir  erwähnten 
derselben  nur  der  Vollständigkeit  wegen,  ohne  auf  weitere  Spiele- 
reien, die  mit  der  Parabel  ausgeführt  werden  können,  einzugehen. 

Vom  theoretischen  Standpunkt  aus  betrachtet  sind  die  bis 
jetzt  angefUhrteii  Methoden  alle  gleich  gut;  für  die  Praxis  aber  ist 
ganz  besonders  die  Anordnung  Fig.  15  zu  empfehlen,  weil  bei  der- 
selben die  Linien  n  und  ar  nicht  gezogen  zu  werden  brauchen, 
sondern  ihre  Länge  direkt  mit 
dem  Zirkel  abgegriffen  werden 
kann ;    und    die    Operationen,  ^■"' 

welche    mit  den  Zirkelspitzen        / 
allein  ausgeführt  werden   kön-        / 
nen,   sind  bei  weitem  die   ge-       ' 
nauesten.     Um  x  =  l  ^  zu  con-         v^ 
struiren ,  beschreibe  man  vom  ~ 

Endpunkte  von  n  aus  mit  dem  Radius  m  einen  Bogen,  an  den  man 
von  O  »18  eine  Tangente  zieht,  wobei  es,  wie  die  Figur  zeigt, 
ganz  einerlei  ist,  von  welchem  der  beiden  Schenkel  des  Winkels 
man  ausgeht.  Die  Entfernung  des  Endpunktes  der  Länge  /  von 
dieser  Tangente  ist  dann  das  gesuchte  j:,  und  diese  Entfernung 


FlK.  15 
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kann  direct  mittelst  des  Zirkels  Abgegriffen  werden ,  ohne  dass  es 
nOthig  ist,  die  Linie  zu  ziehen. 

Diese  Anordnung  ist  namentlich  dann  zu  empfehlen,  wenn 
riele  /  mit  dem  Verhältnis»  j  zu  multiplieiren  sind,  man  nimmt  l 
in  Zirkel,  trägt  es  von  O  aus  auf  und  misst  direct  x  ab. 

Setzt  man  n  ^  1 ,  so  wird  m  gleich  dem  Sinus  des  Winkels 
bei  O-  ^B  eignet  sich  also  das  SinusTerhältDiss  praktisch  besser 
zu  Beductionen,  als  wie  das  allgemein  Qblicbe  TangentenTer-- 
h&ltniss. 

Bei  obiger  Gonstmction  wurde  vorausgesetzt,  es  sei  n  grosser 
als  I»;  ist  aber  das  Umgekehrte  der  Fall,  so  kann  man  sich  auf 
»weierlei  Weise  helfen.  Ist  es  einerlei ,  wo  und  in  welcher  Lage 
man  a;  erhalte,  so  vertausche  man  einfach  m  mit  n,  und  a;  mit  f; 
man  sucht,  wenn  der  Winkel  O  so  construirt  ist,  daes  sein  sin  =  ^ 
ist,  mit  der  ZirkelOffnung  /  denjenigen  Punkt  des  einen  Scfaenkels, 
dessen  senkrechte  Entfernung  vom  anderen  gleich  dieser  Ulnge 
ist;  die  Entfernung  dieses  Punktes  von  Q  ist  dann  die  gesuchte 
Länge  m.  Soll  aber  das  ;r'  ^  ^  /  in  dergleichen  Lage  als  wie  in 
Fig.  15  erhalten  werden,  so  construire  man  den  Winkel  O  i^it 
dem  Sinusverhältoiss  -  => ,  wo  *  eine  ganze  Zahl  ist, 

so  besobaffen,  dass  m  <|  n  wird,  und  die  man  ein^b  dadurch  er- 
hält, dass  man  n  so  oft,  als  ea  mit  positivem  Rest  möglieb  ist,  von 
m  abzieht.  Dann  hat  man  /,  wegen  jj'  =  "  i  i=  "  /  -j-  */,  zur 
gefundenen  L4lnge  "  /,  AMal  zu  addiren;  was  nach  Fig.  15  auf 
der  Ordinate  selbst  geschehen  kann,  wo  die  Operation  fUr  A  =>  1> 
also  —  -=  — — —  durchgeführt  ist. 

Die  Division  ist  identisch  mit  der  Multiplication,  wenn  man 
Neuner  und  Zähler  des  Divisorverhältnisses  mit  einander  ver- 
tauscht. Ausserdem  gebraucht  man  noch  häufig  das  Wort  Divi- 
sion statt  Multiplication ,  wenn  in  den  Fig.  12,  13  und  14  nicht 
einzelne  Segmente,  sondern  die  ganze  Länge  der  einen  Linie  ge- 
geben ist,  und  es  sich  darum  bandelt,  sie  so  einzutbeilen,  duss 
ihre  einzelnen  Segmente  denen  einer  anderen  gegebenen  Linie 
ähnlich  seien.  Die  Totallängen  der  beiden  gegebenen  Linien  ver- 
treten die  Stelle  von  m  und  n.    In  Fig.  12  ist  dann  die  äusserste 
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Parallele  durch  die  Endpnnkte  der  gegebeneu  Linien  gegeben, 
und  in  Fig.  13  erhält  man  das  Frojektionscentrutn  O  durch  Ver- 
längerung der  beiden  Linien,  welche  dieEndpunkte  der  gegebenen 
ond  parallel  gelegten  Linien  mit  einander  verbindeo. 

Wenn  bei  dieser  Division  die  LRoge  /  nur  in  zwei  Theile  zu 

theilen  ist,  die  sich  wie     , —  oder  wie  —  verhalten  sollen,   so 
+  «  n  ^  ' 

ist  es  am  einfachBten,  die  Linien  m  m  und  n,  durch  welche  diese 
Verhältnisse  gegeben  sind,  auf  zwei  Parallelen  durch  die  End- 
punkte von  /  aufzutragen ,  s.  Fig.  16,  dann  schneidet  die  Verbin- 
dungslinie auf  /  den  Theilpunkt  aus,  was  keines  weiteren  Beweises 
mehr  bedarf. 

Flu.  le. 


Soll  die  Construcdon  genau  sein,  so  darf  die  Verbindungs- 
linie der  auf  den  Parallelen  liegenden  Punkte  die  Linie  /  nicht 
unter  einem  zu  spitzen  Winkel  schneiden-  Dieser  Winkel  ist  ein 
Maximum ,  wenn  die  Längen  in  und  n  senkreckt  auf  der  Verbin- 
dungslinie stehen,  d.  h,  wenn  sie  die  mit  den  Kadien  m  und  n 
von  den  Endpunkten  von  l  aus  beschriebenen  Kreise  berührt.  Ist 
der  Winkel  immer  noch  zu  spitz,  so  trage  man  m  und  n  mehrere 
Mal  auf  den  Parallelen  auf. 

In  Obigem  ist  die  CDUtrucdon  der  durch  die  QlelobmigeD  mx,  —  nz,  ■«  0 
oder  mx,  -f-  nxi  -^  0  gegebenen  Pnnkte  entbalten,  und  es  kSnnten  Jetzt  bler  alle 
teile  CooatnictioDeD  sngerelbt  werden,  die  notbweDdig  »ind,  nni  von  den  Hetboden 
der aaslTtlEoben Geometrie  in  den conatrectiven Methoden  Sberzagehen,  die  aberia 
den  Lehrbacheru  aber  HBiTÜwheOeoiaetriewobl  etwas  Muffibrlicherbehudell  Min 
soQten.  Ferner  gehören  hierher  die  Conatmctionen,  welche  «Ich  aef  die  barmo- 
niache  und  ln?olatoriaohe  LafC  ven  Pnnliten  tmd  Linien  begeben.  Wir  Itönnen 
auf  diese  gani  der  Geometrie  der  Lage  angebSrenden  Conetrnetionen  ebenfalls 
hier  nleht  n&her  eintreten,  sondern  nur  nebenbei  bemerken ,  dasa ,  wenn  man  in 
Elg.  IS  tn'  — >  —  m  setat,  man  eine  der  einfneluteD  Constrnctionen  bannoniach  ge- 
lesener Ponkte  and  Strahlen  erbilt. 
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i.BeU]del:  Es  tot  F  —        '    '     eq  coiutrulren.    Briogt  man  dieee  Old- 
ehnng  auf  die  Form  -=-  -■  -^  +  -=-,  so  rieht  man ,  da« ,  wenn  TOn  «Dem 

Punkt  0  aoB  — -  F,  und  —  F,  aargetragen  werden,   F  die  Entternmiit  dei- 

Jonigen  Fnnbtea  sei,  welcher  mit  OJene  zwei  Entfernangen  barmoniBch  theiit.  Ftg.  17 
giebt  die  Ldeang.  Ait  scbwächerea  Linien  Ist  nooh  dleLSsnng  mittelst  einesKreto- 
bogeaa  angedeutet.     Fig.  18  giebt  aber  eine  noch  einfachere  Lösniig. 


'^"^^t    ^^ 


'<T,.^ 


i'-/ 


Dicaee  Beispiel  fiodet  Anwendung  bei  der  Bestimmung  des  Trägheiten) oments 
zweier  Flächen. 

3.  Beispiel :  Es  ist  der  Elücbeninbalt  F  einea  Dreiecks  so  durch  eine  Linie  f 
anazudrUcken,  dass/mDltipllcirt  mit  einer  ^z  alle  eu  vergleichenden  Fl&eben  oon- 
stante  Basis  h  gleteh  F  sei,  mit  anderen  Worten ,  es  ist  die  Fliehe  F  anf  die  Bads 
h  au  reduciren. 

Ist  a  die  BasU,  h  die  H&he  des  Dreleclcs,  so  hat  man  tn  bilden : 

f     !--„  ±     *   _^ 

■'  6  26  2*' 

Diese  zwei  HnltipHeatloBcn  sind  in  Flg.  19  nnd  20  anagerahrt.  Nachdem  In 
Flg.  19  OC-^ib  aufgetragen  and  in  Fig.  SO  der  Punkt  D  so  bestimmt  werde, 
daes  er  am  s 6  über  AO  liegt,  sind  in  beiden  Flgnren  durch  Ziehen  der  Parallelen 
JDinidBCähnlicheDräecke^DOnnil  CSOgebildet  worden,  ron  denen  di« 
HGhen  homologe  LSngea  sind.     Han  hat  daher  in  beiden 

h  2b    ' 
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wo  a  und  h  «reder  demsellMD  der  Shalicbeii  Dreiecke  angehOrea,  noeU  betnoloKe 
Seiten  der  beiden  Tenehiedenen  Dreiecke  sein  dürfen. 


3.  Potenziren. 

Unter  Potenziren  rereteht  man  das  wiederholte  Hultiplicireo 
einer  Linie  mit  demselben  VerhältniBB,  also  die  Bildung  der  Wertfae 

'I  '(7)'  '(t)'  •  •  ■  ■  'Gr  . 

wenn  l  und  das  VerbältnisB  "  gegeben  sind.  Setzt  man  hier  m  =  / 
und  n  gleich  der  Einheit,  so  erhält  mau  wirkliche  Potenzen  von  /. 
Allein  es  sind  nur  echeinbare  Potenzen ,  weil  sie  alle  durch  die 
Einheit  in  derselben  weniger  ersten  Potenz  dividirt  sind.  Da  man  in 
Folge  dessen  rerschiedene  langen  erhält,  wenn  man  dem  Poten- 
ziren derselben  Linie,  einmal  l'Ctm.,  das  andere  Mal  ■/>  ^ol'  ^u 
Grunde  legt,  d.  h.  n  ändert,  so  wollen  wir  hier  n  immer  evident 
erbalten  und  die  wiederholten  Multiplicationen ,  wie  oben  ange- 
achrieben,  auBfUbren. 

Die  Wiederholung  der  Multiplication  von  Fig.  10  (s.  S.  9)  giebt 
die  Anordnung  von  Fig.  21  (s.S.  16).  Nachdem  man  im  Winkel  Q 
durch  zwei  Kreisbogen  beide  Richtungen ,  sowohl  die,  welche  von 
A  nach  B,  als  auch  die,  welche  von  B  nach  ^  in  dem  Verhältniss 
"  projicirt  und  die  wir  antiparallel  nennen,  bestimmt  und  /  auf  ^ 
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aufgetragen  hat,  ao  erhält  man  durch  eine  Parallele  /~  auf  B  durch 
Ziehen  der  AutiparalleleQ  /(^)*  auf  j4  u.  s.  w. 


Ee  bilden  dann  die  Totallängen  tod  ^  und  B  geometrische 
Progressionen : 

'    IG)'  '(?)'•  ••   »"ä'?    O 

mit  dem  Quotienten  (^)>  und  die  Längen  der  aufeinander  folgen- 
den Transversalen  die  geometrische  Progression: 

des  Quotienten  ". 

Setzt  man  zwischen  zwei  beliebigen  aufeinanderfolgenden 
Antiparallelea  z.  B.  den  ersten,  welche  den  Winkel  0,  mit  ein- 
ander bilden,  die  Progression  l,  l,~  fort,  so  erhält  man  ein^Q^ 
gleichartiges  Gebilde  CO,D  dessen  Schenkel  die  Träger  der  Pro- 
gressionen: 

'-      ''(^)*       ''i^y  •  •    ""d  ''^      U^)'  •  ■  ■ 
sind,  und  dessen  Antiparallelen  mit  O-^  ^^^  OB  parallel  laufen, 
den  einzelnen  Segmenten  dieser  Ctebilde  gleich  sind,  und  die  geo- 
metrische Progression: 

'.     ;.?    /.(f)>    '.&. 

bilden. 
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Hieraus  geht  also  herror,  dasa  auch  die  einzelDen  Segmente 
von  ^O  uii*l  ^O  ^ii>B  geoDietriscIie  Progression  bilden,  was  Ubri- 
geos  noch  uomittelbar  aus  derAehnlicbkeit  aller  Über  diesen  Seg- 
menten stehenden  Dreiecke,  gebildet  aus  dem  Segment  und  einem 
Paar  Antiparallelen,  folgt. 

Die  Multiplieation  mit  Verhältnissen,  die  gebrochene  Expo- 
nenten haben,  werden  wir  in  Mummer  5  beim  Wurzel  ausziehen 
behandeln,  vorher  aber  noch  der  Arbeiten  dreier  Herren  erwähnen, 
welche  versucht  haben,  nach  obigen  Regeln  auf  graphischem  Wege 
rein  analytische  Ausdrucke  zu  construireo.  Es  sind  das  der  Auf- 
satz; 5»/  calcoio  grafico  dei  potinomi  intieri  e  rasionali  tlella  forma 
j"  -j-  ttj;"— '  -^  ...  qx  -|-  /,  Jiola  delC higeynere  E. Stamm  {Rendi 
conti  del  Reale  Institute  Lombardo  Milano  lö64). 

Dann  Dr.  H.  Eggers  GrundzUge  einer  graphischen  Ärith- 
methik,  Schaffhausen  1865. 

Endlich:  Das  graphische  Rechnen,  Promotions-Dissertation 
von  Eug-  Jäger,  Speyer  1867. 

Die  CoDstructionen  des  Polynoms  weichen  nicht  wesentlich 
voD  einander  ab,  die  Stamm's  ist  jedoch  die  erste,  die  Auffassung 
in  Eggers  GraDAzOgeR  aber  bei  weitem  die  allgemeinere,  inJäger's 
Rechnen  endlich  sind  auch  bekanntere  Constructiooen  wieder  mit 
aufgeftthrt. 

Wir  wollen  hier  nach  Eggers  das  Polynom 
a,a,  ...o,/).-|-«|as...a,^i;>,„i  +  ....a,«aPi  +  «,p,  +  ;;o  =  y 

construireD,  in  welchen  p  Längen  und  «  immer  positive  Verhält- 
nisse bezeichnen,  welche  durch  2  Linien  ^  gegeben  sein  können. 
Unsere  Construction  weicht  von  der  Dr.  Eggem  nur  darin  ab,  dass 
wir  dem  Nr.  3  S.  11  Gesagten  entsprechend  mit  dem  Sinusverhält- 
niss  construiren,  während  Dr.  Eggers  das  Tangentenverhältniss 
angewendet  hat,  um  die  zu  construirendeo  Grßssen  mit  den  Ordi- 
uateD  der  Gleichung  einer  Linie  y  ^  «  a-  +  p,  von  der  er  ausgeht, 
mehr  in  Einklang  zu  bringen. 

Wir  bringen  i/  in  die  Form : 
y=  ((((«.  P'+Pi-i)  «■-!+/'.-*)  «.-s+--ft)«s4-?i)«i+?».' 
und   setzen    den  Inhalt    der   aufeinander  folgenden  Klammem 
=  tfi—i ,  iji-i . . . ,  so  dass : 
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y-i  =  "ipi  +  Pi- 


y*_,  =  «t  yv  -|-  pt_, 


y»  = 


Von  0  (Fig.  22)  ansgehend 
wurden  Strahlen  gezogen,  die 
mit  Ox  Winke!  bilden,  deren 
Sinusgleich  «,-,  a,_i  — 1,  «,_g , 

«,_3 ist.    Da  «,-„1  ;>  1 

war,  so  wurde  statt  a,_i  das 
Sinus  verbal  tniss  «,_i  — 1  auf- 
getragen ;  wäre  es  griisser 
als  wie  2  gewesen,  so  hätte 
man  a,'_i  —  2  aufgetragen, 
u. s.w.  Dann  worden  auf  Oy 
ebenfalls  von  0  ansgehend, 
die  positiven  p  nach  unten 
und  die  negativen  p  nach 
oben  aufgetragen,  und  durch 
die  Endpunkte  Parallele  ge- 
zogen. Mimmt  man  jetzt  pi  in  den  Zirkel  und  trägt  es  auf  «r,-  auf, 
so  ist  die  Entfernung  des  Endpunktes  von  der  Horizontalen  /),-„, 
gleich  yi^^;  denn  die  Strecke  Aber  Ox  ist  gleich  a,-/),'  und  die 
Strecke  unter  derselben  gleich ;7,_i,  mitbin  die  ganze  ausgezogene 
Strecke  =  «,^,-|-  p,-_i=y,_i.  Dieses  y,_i  kann  sofort,  ohne  dass 
es  nöthig  wäre,  eine  weitere  Linie  zu  ziehen,  abgegriETen,  dann 
zuerst  auf  «i-i  und  hierauf  auf  derVerticalen  durch  den  Endpunkt 
einmal  aufgetragen  werden,  weil  r,'_i  grösser  als  1  ist.  Die  Ent- 
fernung des  Endpunktes  dieser  Verticaleo  von  der  Horizontalen 
durch  —  ;j,-_g  ist  gleich  y,_j.  Da  dieser  Endpunkt  unter  der  Ho- 
rizontalen —  p,_a  liegt,  so  isty,_2  negativ,  und  muss  auf  den  Strahl 
Oi^t  von  0  aus  nach  links  aufgetragen  werden. 

Auch  dieser  Endpunkt  liegt  unter  — /»,-_3,  demnach  ist  y,_^ 
auch  negativ,  und  muss  ebenfalls  rllckwgrts  von  0  auf  a,'_3  aufge- 
tragen werden.  Dieser  letztere  Endpunkt  liegt  über  -|-  p,_,,  also 
ist  yi-i  positiv. 

Auf  diese  Weise  fortfahrend,  lässt  sich  jedes  Poljnom  von 
obiger  Form  graphisch  constmirea. 

Sind  alle  a  gleich  gross,  so  wird  das  obige  Polynom  gleich  : 
y  =  pi «*  +  P(_i 0-'  -\-.--      Po- 
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In  diesem  Falle  hat  man  nur  ein  einzigea  a  zu  construiren ,  im 
Uebrigen  ist  die  Construction  wie  oben. 

Ist  a  unbekannt  =  x  und  soll  y  ^  0  sein,  so  kann  mittelst 
obiger  Construction  auf  dem  Wege  des  Prdbirens  die  Gleichung 

0  =  piX'  +  pi-,  w'-^  +  . . .        pn, 
gelöst  werden. 

Direct  kfinnen  nun  nach  obiger  Methode  die  Wurzeln  bestimmt 
werden,  welche  grösser  als  -|-  1  und  kleiner  als  —  1  sind:  also 
die  Wurzeln  zwischen 

Um  dann  die  Wurzeln  zwischen 

—  1,  a?  <C    und     1  <  i^i 


eine  Gleichung,  die  nach  obiger  Methode  alle  Wurzeln  zwischen 

—  1  <  o^  <  +  1  giebt. 

E^  handle  sich  z.  B.  um  die  Gleichung: 

jr»  —  6a;S  —  a?  +  23  =  y  =  0. 
Ein  Blick  zeigt,  dass  diese  Gleichung  fUr  Werthe  von  x  zwischen 

—  1  und  +  1,  y  seinen  Werth  nicht  ändert,  wir  setzen  also  ^=  - 
und  erhalten  die  neue  Gleichung: 

y  =  23ir>  ~  a;«  —  6ar  +  1  =  0, 
deren  y,  ftlr  verschiedene  j:  in  Fig.  23  (s.  S.  20)  im  Maassstab  von 
1  =,003  niet.  =  1  Linie  schweizerisch  constrairt  worden  sind. 

Ti^gt  man  auf  jedem  einem  ^  entspreohenden  Strahl  33  auf, 
so  ist  der  Ort  aller  dieser  Endpunkte  der  gestrichte  Kreis,  und  das 
entsprechende  yi  =  23^  —  1  gleich  der  Höhe  dieser  Endpunkte 
aber  der  Horizontalen  —  1.  Werden  diese  yjvon  0  aus  je  auf  dem 
entsprechenden  Strahl  aufgetragen,  so  erhält  man  den  Ort  allery,, 
die  stricbpunktirte  Curve.  Das  entsprechende  yi  ==  2Ax*  —  x — 6 
ist  gleich  der  Höhe  der  Funkte  über  der  Horizontalen  —  6.  Wer- 
den endlich  diese  y,  ebenfalls  auf  den  entsprechenden  Strahlen 
aufjgetragen,  so  erhält  man  den  Ort  aller  y,  die  ausgezogene 
Curve.     Die : 

y  <=  23irS  --  a;  ~  6  +  1, 
sind  gleich  der  Höhe  der  Pankte  dieser  Cnrve  über  der  ausgeze- 
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genen  Linie  -|-  1.    Der  Schnitt  der  letzten  Curve  mit  dieser  Linie 
bestimmt  die  den  3  Wurzeln  entsprechenden  Strahlen,  die  ausgezo- 

ireti  wurden.  Da  die  Wurzeln  eleich  —. eind,  so  können  sie  direct 

als  Länge  zwischen  0  und  der  HorizontaleD  +  1  abgegriffen  werden. 
Da  diese  EatfernuDgen  zu  klein  sind,  so  wurden  sie  auf  der  Hori- 


Wird  diese  Zeichnung  in  einem  etwas  grosseren  Maassstabe 
ausgeführt,  so  erhält  man  3  Stellen  sicher.  Der  gröaste  Vortheil 
dieses  graphischen  Verfahrens  liegt  in  der  Uebersichtlichkeit,  die 
es  roD  der  Function  y  giebt.  Man  siebt,  dase  zwei  Schnitte  zu- 
sammenfallen würden,  wenn  das  letzte  (resp.  erste)  constante  Glied 
von  ff  statt  =  -{-  1  den  Ordinaten  der  Punkte  j4  gleich  wäre,  und 
dann  die  Gleichung  2  gleiche  Wurzeln  hätte.  WSre  jenes  Glied 
noch  grosser,  so  hätte  sie  imaginäre  Wurzeln.  Ferner  geht  noch 
aus  der  Natur  der  geometrischen  Üonstruction  hervor,  dass  die 
Tangenten  am  Doppelpunkt  0  durch  den  Schnitt  der  Curve  yt  mit 
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der  Horizontalea  —  6  ^beo,  und  dass  y  y,  y^  leicht  zu  bestim- 
mende Maxima  haben. 

Werden  alle  Cuiren  för  Strahlen,  die  mit  x  einen  Winkel 
bilden,  der  kleiner  iet  als  ISO",  constniirt,  so  werden  dadurch  alle 

Wertfae  fQr  - —   zwiachen  +1  erschöpft,  macht  man  dann  die 

Winkel  g^tfsser  als  180^  so  wiederholen  eich  noch  einmal  die- 
selben Constructionen.  Kommen  daher  Wurzeln  vor,  die  sowohl 
kleiner  aU  auch  grüaser  als  1  sind,  so  wird  es  sich  gut  machen, 
wenn  man  die  eine  Seite  der  ^-Axe  den  kleineren  und  die  andere 
den  grösseren  Wurzeln  zuweist.  Die  gleichen  Horizontallinien 
dienen  beiden  Constructionen,  nur  werden  sie  bei  der  der.i^  in  ent- 


Es  liegt  nicht  im  Zweck  dieses  Werkes,  die  Theorie  der  Glei- 
chungen graphisch  weiter  zu  entwickeln,  allein  es  wUrde  dasVer- 
ständniss  derselben  gewiss  ungemein  erleichtern,  wenn  man  die 
abstracten  Zahlenverhättnisse  durch  Zeichnungen  darstellen  und 
erläutern  würde. 


4.  Summations-  oder  Seilpolygone. 

Gar  häußg  hat  man,  namenÜich  in  der  Statik,  nicht  nur  wie 
in  der  Torigen  Nummer  einzelne,  sondern  ganze  Reihen  vonLiaien 
mit  verschiedenen,  bisweilen  erst  zu  bildenden  Verhältnissen  zu 
multipliciren.  und  die  Verhältnisse  sowohl  als  auch  die  Producte 
zu  sumroiren;  fuhrt  man  nun  die  Summation  dieser  Producte  in 
der  Art  aas,  dase  man  die  entstehenden  Dreiecke  fortlaufend  an- 
einander reiht,  so  entstehen  die  Summationspolygone,  oder  wegen 
ihrer  statischen  Bedeutung  auch  Seilpolygoue  genannt,  welche  eins 
der  wichtigsten  HUlfsmittel  der  graphischen  Statik  bilden. 

Es  seien  z.  B.  die  Producte  a;~„  zu  summiren,  also  2  ^<~ä- ' 

zu  bilden,  worin  beispielsweise  .r,-  von  einem  Punkte  aus  in  ge- 
gebener Richtung  gemessene  Abscissen,  ^Pj  verticalwirkende 
-  Einzellasten,  Hi  beliebige  Reductionscoefficienten  oder  Horizoutal- 
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schabe  bezeichoen  mögen.    Für  jetzt  mUssen  wir  une  denkeD,  es 
aeien  sowohl  die  A  P  als  auch  die  H  durch  Linien  gegeben. 


In  Fig.  25  tragen  wir  auf  der  rerticalen  Kicbtungslinie  der 
A  P  alle  diese  Kräfte  mit  Berücksichtigung  ihres  Zeichens  und  er- 
halten auf  dieser  Linie  P  '^  2  AP.  Auf  dieser  Linie  kann  also 
die  Summe  einer  beliebigen  Zahl  aufeinander  folgender  A  P  ab- 
gegriffen werden. 
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Durch  äen  ersten  Endpunkt  toq  A  P,  fuhren  wir  eine  Linie 
mit  dem  willkürlichen  Ordinatenverhältniss  i^ai ;  durch  den  Punkt  1 
dieser  Linie,  desBeit  Eutfernung  in  der  Richtung  der  ;r  gemessen 
gleich  ^1  ist,  und  durch  den  zweiten  Endpunkt  voa  A  Pf  fahren 
wir  eine  Linie  bis  zum  Funkt  2,  dessen  Entfernung  von  P  in  der 
Richtung  der  cc  gemessen  ^  H^  ist.  Die  Entfemuug  des  Fuas- 
puDktes  von  H^  Tom  oberen  Endpunkte  AP]  ist  gleich  Hf  i-gi,  vom 
unteren  demnach  hjt^j  — APi ;  da  diese  aber  auch  gleich  #ir,, 
ist,    Bo  folgt,    dass    das    Ordinatenverhältniss    der  2.  Strecke 

,    _  r    -  ^i  ist. 

Durch  den  unteren  Endpunkt  von  AP^  und  durch  den  Funkt  2 

fuhren  wir  die  dritte  Linie  bis  zum  Punkte  3,  dessen  Entfernung 

TOD  der  Linie  der  P  gleich  Hf  ist.     Genau  wie  oben  vorgehend 

erhält  man  das  Ordinatenverhältniss  Air  diese  3.  Strecke  gleich : 

AP,  AP,  AP, 

t„  -  r„  -  ~g~  =  r„  -  -^-  ^-. 

Fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  erhält  man  das  Polygon  der  t, 
in  welchem  das  Ordinatenverhältniss  fUr  irgend  eine  Strecke : 

4    AP, 

^i,i+i  ■=  ''Ol  —  *    ■     f.; 

ist.  Man  sieht  hieraus,  dass  das  willkürlich  angenommene  Tqi  be- 
aP.- 

Führt  man  durch  irgend  einenPunktOFig.26  Parallele  zu  den 

Poligonseiten  1  2  3...  von  Fig.  25,  so  schneiden  diese  auf  derVer- 

ticallinie,  deren  Entfernung  vom  angenommenen  Funkt  c=  1  ist, 

AP,- 
die  Verhältnisse  Ar,-  =  t,,,.).i  —  ti-i,,  =  ■  ,,-  aus;  und  diese 

Verhältnisse  erscheinen  auf  der  Verticallinie,  die  wir  jetzt  die 
Linie  der  t  nennen  können,  in  der  Reihenfolge  summirt,  in  wel- 
cher die  A  P  aneinander  gereiht  wurden. 

Wenn  man  das  Ordinatenverhältniss  der  ersten  Seite  Ol 
ändert,  z.  B.  gleich  T(,i'  statt  Xon  siehe  den  punktirten  Linienzug 
Fig.  25,  annimmt,  so  ändert  sich  die  ganze  Figur,  allein  von  Con- 
structionswegen  bleibt  das  Funktgebilde  P  unverändert  und  alle 
ausserhalb  P  liegende  Punkte  bewegen  sich  auf  verticalen  Linien. 
Die  beiden  Figuren  haben  also  die  Gerade  P  und  den  Paratlel- 
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strahlenbtlachel  der  Verticallinien  entsprechend  gemein,  d.  h,  sie 
aind  affin.  Aus  der  Geometrie  der  Lage,  aber  auch  direct  aus 
der  CoDBtruction  geht  hervor,  dass  in  solchen  Systemen  alle  ent- 
epreehenden ,  in  der  gleichen  Verticalen  liegenden  Punktreihen 
congruent  sind :  denn  die  in  4  z.  B.  eich  schneidenden  Strahlen 
schneiden  auf  allen  Verticalen  ebenso  grosse  Strecken  aus,  als  wie 
die  iu  4'  »ich  schneidenden ,  weil  4  und  4'  von  P  gleich  weit  ab- 
stehen; da  nun  dies  auch  von  je  zwei  anderen  Strahlen  gilt,  so 
folgt  die  eben  ausgesprochene  Behauptung.  Es  muss  Qbrigens 
auch  so  »ein,  denn  diese  Strecken  lassen  sich  ausdrücken  durch 

p. 
die  Verhältnisse  -^  und  durch  die  Lage  der  Verticallinien,  welche 

beide  unabhängig  von  toi  sind. 

Von  Fig.  26  gilt  alles,  was  soeben  von  Fig.  25  gesagt  wurde, 
der  Punkt  0  rückt  nach  0'  hinauf. 

Die  mit  dem  jetzt  construirten  Verhältnisse  Ar,-  — ■       '  zu 

multiplicirendeo  Ahscissen  tragen  wir  von  einem  Punkt  x^  Fig.  24 
mit  Berücksichtigung  des  Zeichens  so  auf,  dass  sie  als  Abscissen- 
differeuz  Wn  —  a^,-  erscheinen,  führen  durch  alle  ;r,  Verticallinien, 
und  verbinden  fortlaufend  diese  Verticallinien  durch  Parallele  zu 
dem  entsprechenden  t  von  Fig.  35  und  26 ;  bei  einem  beliebigen 
Punkte  beginnend,  z.  B.  von  0  bis  1  eine  Parallele  zu  t„,  von  1 
bis  2  eine  Parallele  zu  r,j  und  so  fort.  Dann  schneiden  diese  ver- 
längerten Polygonseiten  auf  der  Verticalen  a:„  die  verlangten  Pro- 

£kPi 

duete  (;r„  —  vT,)  -^—  aus.    Denn  für  iP,  und  ^r,  z.  B.  hat  man 

wegen  der  Aehnlichkeit  der  Figuren  l,.T^n  —  ^i  ,  i^u  —  "^i)  — i/-^ 
in  Fig.  24  und  1  ,  ff,  ,  A  P,  in  Fig.  25 : 

(.r„  — .r,)  A/*i  -.Hl 


Da  dieses  Verhältniss  auch  von  allen  anderen  AP^  gilt,  so 
erscheinen    auf    der    Verticalen    x„    die    gesuchten    Producte 

AP 

(a\  —  iT, )  —fj —  mit  Berücksichtigung  des  Zeichens  in  der  Reihen- 
folge aneinander  gereiht,  in  welcher  in  Fig.  25  die  aP  aneinander 
gereiht  wurden.  Auf  der  Linie  x^  kSnnen  wir  also  die  Summe 
einer  beliebigen  Zahl  aufeinander  folgender  Producte : 
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abgreifen. 

Denkea  wir  uns  die  ar,-,  also  die  relative  Lage  der  A  P,  fest, 
dagegen  die  j:„  veränüerlich,  bo  ändert  sich  durcbaus  nichts  am 
Polygon  selbst  in  Fig.  24,  es  erhält  nur  die  Verticallioie  Xn  eine 
flDdere  Lage.  Schreiben  wir,  um  diese  Allgemeinheit  auszu- 
drücken, :r  statt  j?, ,  so  kann  man  sagen: 

Zwei  Strahlen  des  als  StrahlenbUschel  aufge- 
fassten  Summationspolygons,  Fig.  24,  schneiden 
auf  allen  Verticalli  nien  x  die  Summen: 

S  (.T  —  X,)   -^ 

der  zwischen  diesen  Strahlen  eingeschatteten  A/*, 
aus. 

An  diesem  Resultat  ändert  sich  nichts,  wenn  man  die  Polygon- 
seiten von  Fig.  24  mit  den  punktirten  Seiten  von  Fig.  25  und  26 
parallel  zieht  Deuu  obige  Partialsummen  sind  ja  unabhängigvom 
Werth  des  zuerst  angenommenen  ig,.  Ueberhaupt  gilt  von  den 
zwei  verschiedenen  Polygonen  der  Fig.  24  alles,  was  weiter  oben 
von  den  Polygonen  der  Fig.  25  und  26  gesagt  worden  ist.  Sie 
iiind  affin  und  alle  entsprechenden  verticalen  Punktgebilde  sind 
congruent.  Dieses  Verhalten  giebt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand, 
zwei  Polygonseitea  durch  bestimmte  gegebene  Punkte  zu  fahren. 
Sitl  z.  B.  die  erste  Polygonseite  Ol  durch  den  Punkt  x^yit  und  die 
letzte  67  durch  den  Punkt  x^ya  gehen,  so  beginnt  man  sogleich 
damit,  eine  Parallele  zu  dem  in  Fig.  25  willkürlich  angenommenen 
To,  za  ziehen,  und  vollendet  das  Polygon,  wie  es  oben  beschrieben 
wurde.  Geht  schliesslich  die  Seite  67,  Fig.  24,  nicht  durch  den 
bestimmten  Punkt  .Tn^D,  so  hat  man  nichts  weiter  zu  thun,  als  das 
erhaltene  Pnnktgebilde  in  der  Verticalen  x„  so  zu  verschieben, 
dass  der  Punkt  nach  6  auf  den  gegebenen  Punkt  ir„y^  falle.  Dies 
ist  auf  der  rechten  Seite  der  Verticalen  x„  geschehen,  und  jetzt  geht 
die  Polygonseite  Ol  durch  den  Punkt  x^y^  und  den  Punkt  Ol  in 
der  Verticalen  a;„ ;  die  Seite  12  durch  den  Schnitt  von  Ol  mit  a-| 
nnd  dem  ebenso  bezeichneten  Punkt  in  x„  u.  s.  f. 

Noch  einfacher  Hesse  sich  die  Gonstruetion  mit  Hülfe  der 
ernten  Verticalen  ^tq  ausfuhren;  denn  dieses  Gebilde  ändert  ja 
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nicht  einmal  seine  Lage,  und  alle  Polygonseiten  schoeiileii  sich 
auf  derselben ;  es  ist  also  die  letzte  Polygonseite  67  gegeben  durch 
den  Punkt  x„if^  und  durch  den  Punkt  6?  iu  x^,  nämlicb  den 
Schnitt  des  ersten  Polygons  mit  xq]  die  zweite  durch  den  Schnitt 
dieser  Seite  mit  dem  Schnittpunkt  der  entsprechenden  Seite  des 
ersten  u.  s.  f.  Wegen  Platzmangel  könnt«  diese  Construction  nur 
von  der  Seite  34,  an  angedeutet  werden. 

Wir  wollen  jetzt  auch  Ausdrücke  fUr  die  Ordinaten^,'  suchen. 
Wir  bezeichnen  dieDifferenz  zweier  aufeinander  folgender  Coordi- 
naten  mit  Axi^i^i  und  A^,^^.]  und  behaften  sie  mit  zwei  Zeichen, 
weil  es  nicht  möglich  ist,  überall  aufeinander  folgende  Coordinaten 
mit  fortlaufenden  Indexen  zu  bezeichnen.  Dabei  soll  die  Differenz 
positiv  sein,  wenn  die  Ordinate  des  2.  Index  die  grössere  ist. 

Man  hat  dann  wegen  Ay,,.-+i  =  i.;.+i  ^a^i.i+i  ■ 

y»  =  yo  +  2  v»+i  ^'^«,«+1  =  yo  +  ■^  {^n  —  ^  -0^)  ^a?,;^, 

oder: 

y«  =■  yo  +  c^"»  —  ^0)  T«  —  2  A  ^,-e^,  2  —jf-- 

Noch  einen  zweiten  Ausdruck  kann  man  fttr  y„  finden,  wenn 
man  bemerkt,  dass  der  Schnitt  der  ersten  willkürlich  angenom- 
menen Polygonseite  mit  der  Ordinate  a!„  gleich  ^^  -1-  x„  ig,  ist, 
und  dass  dann  das  darüberstehende  Segment  bis  zum  Eckpunkt 
APi 

X„   =  2  {Xn  —  X,)   —n ist. 

Man  hat  also  auch : 

AP. 


■  =  yo  +  C^"  —  ^o)  H\  ~2{x^  —  Xii  ■ 


Hi 


Es  muBs  demnach    2   Ax^^i^iS  —=j^=:2(x„ —  x.)         '■- 

sein.  Durch  Anfichreiben  der  zweiten  Summen  des  ersten  Aus- 
drucks überzeugt  man  sich  leicht,  dass  der  zweite  Ausdruck  nur 
eine  Fartialintegration  des  ersten  ist;  man  bat  nämlich,  wenn  man 
noch  statt  Ax  die  treffenden  Differenzen  setzt: 

i^„  ^  __ (^.3  _  ^,)  ^__  +  __J, 
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Die  SummatioD  der  Colonnen  giebt  sofort; 
^  Air,>4.i   i  -^ (*■«  — ■^'O-^  +  t^n  — ^i)  -^ g 

Obea  baben  wir  ee  öfters  ausgeeprochea  und  aucb  beBondera 
betont,  dass  die  Producte  mit  Berücksichtigung  ihres  Zeichens  an- 
eiaander  gereibt  werden.  Ea  versteht  sich  das  eigepttich  von 
selbst,  wie  von  jeder  mechaDisch  durchgeführten  Construetion, 
nichts  desto  weniger  glaubten  wir  es  noch  auf  Taf.  2,  nachweisen 
zu  mOsseD.     Es  sind  dort  alle  ZeichencombiDationeu  der  3  Fac- 

toren  i.x„ —  a:,),  i'*i.  'if  vorgeftlhrt,  und  das  Zeichen  des  Zu- 
wachses der  Productensumme  entspricht  den  Producten  der 
Zeichen  der  Factoren.  Der  positive  Sinn  wurde  bei  x  rechts,  bei 
dP  unten  und  dann  da^enige  H  als  positiv  angenommen,  von 
dessen  Endpunkt  aus  ein  Strahl  ein  positives  A  P,  positiv  rechts 
benim,  wie  die  Zeiger  einer  Uhr,  beschreibt.  Ein  positives 
x„  —  Xi  liegt  dann  auf  derselben  Seite  von  x„,  auf  welcher  ein 
positives  Ht  bezflglich  P  liegt.  Ist  also  x^  —  Xi  positiv,  so  stimmt 
das  Zeichen  des  Productes  mit  dem  Drebungssinn  eines  Strahles 
aus  dem  Endpunkt  von  H  Ubei-ein ;  ist  x„  —  Xi  negativ,  so  hat 
auch  dasproduct  entgegengesetzt«»  Zeichen  als  wie  der  Drebungs- 
sinn. Ein  Blick  auf  das  Summationspoljgon  der  A  P  zeigt,  dass 
AP 
H 

Eine  weitere  Folge  dieses  algebraischen  Summirens  ist  die 
Gleichgültigkeit  der  Reihenfolge,  in  welcher  die  Producte  summirt 
werden ;  dass  die  Streckensummen  in  den  Verticallinien  der  A  P 
Dud  der  Producte  sich  nicht  ändern  kBnnen,  versteht  sich  von 
Bclbst,  weil  in  beiden  Linien  gleich  lange  Strecken  aneinander 
gereiht  werden.  Die  Polygone  selbst  vor  und  nach  den  vertausch- 
ten A/*und  Producten  bleiben  unverändert,  weit  ja  aucb  in  der 
Verlicallinie  der  t,  Fig.  26,  S.  22,  die  Summe  der  At  dieselben 
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geblieben  sind.  Demnach  laufen  diese  Polygoneeiten  mit  dem- 
selben Strahl  Ton  0,  Fig.  25,  parallel,  und  gehen  durch  denselben 
Punkt  derVerticallinie  der  (x„  —  w,)  — ^-'-,  sie  fallen  mithin  zu- 
sammen. Taf.  2]  ist  die  Vertauschung  der  A/*!  und.APj  ausge- 
führt. Dass  hiebei  die  letzte  Polygonseite  \'i  mit  2'3  zusammen- 
fallen mu88,  geht  geometrisch  noch  daraus  hervor,  dasB  wenn  die 
Polygnüseiten  12',  2'!' und  12 parallel  gezogen wei-den den  ebenso 
bezeichneten  Seiten  im  Polygon  der  A/',  dann  5  Seiten  mit 
EinschlusB  der  Verticallinien  11'  und  2  2',  der  Vierecke  ir2  2' 
und  darunter  Je  2  Gegenseiten  mit  einander  parallel  laufen,  und 
dass  demnach  auch  die  6.  Seiten  2 1'  parallel  laufen,  d.  h.  mit  der 
Linie  23   des  ersten    ausgezogenen  Polygons    zusammenfallen 


Zum  Schluss  machen  wir  noch  darauf  aufmerksam,  dass  die 
Fig.  24  und  25,  S.  22,  sehr  complicirt  und  unllhersichtlich  werden, 
wenn  man  alle  Polygonseiten  nach  beiden  Seiten  hin  verlängert. 
Es  genilgt  vollständig,  die  Seiten  zwischen  den  betreffenden  Ver- 
ticallinien zu  zeichnen  und  dann  den  Schnitt  mit  der  Linie  der  AP 
oder  der  Producle  aufzufangen.  In  diesem  Punkt,  und  auch  hin- 
Richtlich  der  Bezeichnung,  bitten  wir  namentlich  Anfänger,  Taf.  I, 
zumMuater  nehmen  zu  wollen.  Irgend  eine  Polygonseite,  34  z.B., 
geht  durch  den  Punkt  (34)derVertieallinie,  und  läuft  mitder  Seite 
34  des  anderen  Polygons  parallel. 

Ebenso  wie  wir  die  Fig.  24  aus  Fig.  25  entstehen  Messen, 
könnten  wir  ans  Fig.  24  ein  weiteres  Polygon  constrniren,  welches 
nns  Producte  von  der  Form: 


A,.  Hi 

geben  wDrde,  und  aus  diesen  kennten  wir  ein  weiteres  von  der 
Form: 

„„  _^     ^_^^^-^   ^„  -^ 

h\  hi  Hi  ' 

u.  s.  f.  bilden.  In  diese  Kategorie  geboren  die  IVägheitsmomente 
und  die  höheren  Momente  im  Allgemeinen,  hier  aber  wollten  wir 
nur  darauf  hindeuten,  dass  diese Summationspolygose  die  vorzüg- 
lichsten Integrationsinstrumente  des  graphischen  Rechnens  sind. 
Später  werden  wir  noch  auf  rein  statischem  Wege  zu  denselben 
Gebilden,  den  Seilpolygonen  gelangen. 
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Unter  WurzelauBziehen  versteht  man  die  Bestimmung  de» 
VerhSltnisseB  -" ,  wenn  l  und  /(  ")*  gegeben  sind.  Dieses  Wur- 
zelauBziehen  kann  nicht  direct,  sondern  nur  mittelst  HUlfecurven 
auggcf&hrt  werden,  von  denen  wir  zwei  auf  Taf.  1  construirt  haben. 

Taf.  1  wurde  auf  den  beiden  Schenkeln  OC  und  OU  eine 
eben  erläuterte  Potenzirung  mittelst  des  aus  lOStrecken  beetehen- 
den  Parallelen-  und  Antiparallel enzuges  ^BCD...KLM  aus- 
geführt.  Anschliesaeud  an  das  erste  Dreieck  ^OA  wurde  dann 
das  zweite  COB  =  C;OB  und  an  dieses  letztere  das  dritte  DOV 
^D,OC,  u.  B.  f.  in  der  Art  angelegt,  dass  die  Parallelen  und 
Antiparallelen  einen  forllaufeaden  nicht  gebrochenen  Zag  j4BC,D, 
...  K,hM  bildeten,  dessen  letzte  Seite  LM  wieder  mit  einer 
Strecke  des  Winkels  LOH  znsammenMlt,  wenn  dieser  einen 
paaren  hier  den  '/lo  Theil  des  Kreisumfangs  bildet.  In  dieser 
Figur  sind  dann  nicht  nur  alle  durch  eine  Strecke  und  den  Mittel- 
punkt O  gebildeten  Dreiecke,  sondern  auch  alle  ZusammenBetzuu- 
^n  voo  je  zweien,  dreien  oder  n  derselben  ähnlich,  weil  sie  alle 
aus  der  gleichen  Zahl  Ähnlicher,  und  ähnlich  liegender  Dreiecke 
bestehen.  Es  sind  daher  alle  Winkel  L  MO  ^  K  ,L0  =  I  .K  .0 
=  F,G,0  etc.  (es  sind  nicht  alle  Schenkel  dieser  Winkel  ausge- 
logen).  Ebenso  die  Winkel  Ä',3/0  =  LLO  =  H,KO  =  E,G,0 
etc.  und  die  Winkel  IHO  =  H,LO  =-  GKO  =  D,G.O  etc.  etc. 
und  überhaupt  alle  Dreiecke  ähnlich,  welche  aus  dem  Mittelpunkt 
0  und  Sehnen  gebildet  sind,  welche  die  gleiche  Zahl  Strecken  des 
Zages  ^BC,D,...fC,LAt  unterspannen,  und  die  daher  auch  von 
Constnictionswegen  gleiche  Centriwinkel  bei  0  haben. 

Diese  Eigenschaften  sind  ganz  unabhängig  vom  ursprünglich 
angenommenen  Centriwinkel  LOM  des  ersten  angenommenen 
Elementardreiecks.  Sie  bestehen  also  auch  noch  fort,  wenn  man 
diesen  Winkel  unendlich  klein  annimmt.  Dann  verwandelt  sich 
der  Streckenzug  in  eine  Curve.  Sehnen,  welche  die  gleiche  Zahl 
Elementaratrecken  unterspannen,  sind  solche,  die  vom  Gentrum  0 
aus  unter  gleichen  Winkeln  projicirt  werden.  Alte  aus  solchen 
Sehnen  und  dem  Centrum  gebildeten  Dreiecke  sind  ähnlieh  und 
nehrere  in  gleichen  Winkeln  auf  einander  folgende  Radienvec- 
toren  bilden  eine  geometrische  Progression;  die  Längen  ihrer 
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Schenkel  haben  das  gleiche  VerhäUniss  ^.  Um  bIbo  in  der  ohen 
gestellteo  Aufgabe  das  Verhältniss  ^  zu  bestimmeu,  wenn  t  und 
K'iY  gsg^b^n  eind,  hat  man  nur  die  Radienvectoren  zu  be- 
stimmen, deren  Länge  /und  /('~)'^  ist,  den  Winkel,  den  sie  ein- 
schltessen,  in  A^Theile  zu  theilen:  dann  stehen  die  diesen  Winkel 
einscbliessenden  Seiten  im  Verhältniss  ^. 

Aus  dei-Aehnlicbkeit  aller  Elementardreiecke  folgt  auch,  dass 
deren  3te  Seite  mit  den  beiden  übrigen  Seiten  gleicfae  Winkel 
bildet ;  bei  unendlich  kleinen  Centriwinkeln  wird  aber  die  dritte 
Seite  zur  Tangente,  demnach  schneiden  alle  Tangenten  die  Ra- 
diCDYectoren  ihrer  Berührungspunkte  unter  gleichem  Winkel.  Die 
vorliegende  Curve  ist  also  eine  logaritb  mische  Spirale. 

Diese  logarithmische  Spirale  lässt  sich  gar  leicht  und  genau 
mittelst  ihrer  Evolute  und  einzelnen  ErUmmungsbogen  verzeichnen. 
Die  Evolute  F.  G„Hn  ist  nämlich  wiederum  eine  logarithmische 
Spirale  derselben  Progression.  Denn  da  alle  Theile  der  Cur\'e 
F,G,H,  einander  ähnlich  sind,  so  sind  es  nothwendig  auch  die 
Dreiecke  F,OF.,  G.OG.,  H,OH„,  welche  aus  dem  Mittelpunkt 
0,  einem  der  drei  Punkte  F,G,H,  und  den  dazu  gehörigen  Oscu- 
lationapnnkten  F„  G„  H^  gebildet  werden.  Die  Kadienvectoren 
0  (F^  G„  H„)  verhalten  sich  daher  wie  die  Radienvectoren 
0  iF,G,H,)  und  bilden  auch  dieselben  Winkel  miteinander, 
.F„G„H.  ist 'daher  dieselbe  Spirale  als  wie  F,G,H,  und  erscheint 
nur  etwas  umgedreht. 

Zwei  beliebige  Funkte  F.G.  der  logarithmischen  Spirale,  das 
Centrum  0  und  die  beiden  Schnitte  N  und  N,  der  entsprechenden 
Tangenten  und  Normalen  liegen  auf  einem  und  demselben  Kreis, 
denn  die  Winkel  NG,N,  nnä  NF,N,  ergänzen  sich  zu  zwei  rechten 
Winkeln,  weil  beide  selbst  rechte  Winkel  sind;  ebensa  die  Winkel 
OG,  iV  und  OF,  A'  weil  die  Tangenten  F,  N  und  NG,  die  Radien- 
vectoren OG,  und  OF,  unter  gleichen  Winkeln  scheiden:  es  sind 
daher  die  Vierecke  N,F,NG,  und  OF.NG,  solche,  die  einem  Ereia 
einbeschrieben  werden  können;  da  aber  durch  F,NG,  nur  ein  ein- 
ziger Kreis  geführt  werden  kann,  so  geht  derselbe  sowohl  durch  0 
als  auch  durch  N,.  NN,  ist  ein  Durchmesser  dieses  Kreises,  weil 
die  Winkel  bei  F,  und  G,  rechte  sind,  mithin  ist  der  Winkel  A'O.V, 
ebenfalls  ein  rechter.    Dieses  wird  auch  dann  noch  der  Fall  sein. 
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veun  die  beiden  Funkte  F,  G,  sieb  beständig  näbern,  uod  endlich 
zusammeofallen ;  dann  fällt  auch  der  Punkt  N  mit  ibnen  zu- 
sammen und  N,  wird  als  Scbnitt  zweier  unendlich  nahen  Nor- 
malen zum  KrttmmnngsmittelpuDkt.  Es  wird  also  bei  der  loga- 
rithmiachen  Spirale  jeder  Krümmungshalbmesser  F,F,  and  G,G„ 
Yom  Mittelpunkt  0  aus  unter  einem  rechten  Winkel  projicirt 

Es  iBt  nun  die  Evolute  leicht  zu  construiren,  wenn  der  Winkel 
gegeben  ist,  unter  welchem  die  Radienvectoren  von  der  Curve  ge- 
schnitten werden.  Der  Winkel,  den  die  Normalen  F,F,  mit  dem 
Radiusrector  bilden,  ist  das  Complement  desselben  und  die  Lage 
des  KrUmmungsmittelpunktesF.  wird  dadurch  Tollends  bestimmt, 
dass  man  bei  0  den  rechten  Winkel  F,OF,  aufträgt. 

Sind  ausser  dem  Mittelpunkt  0  zwei  weit  auseinanderliegende 
Punkte  A  und  C,  Fig.  27,  welche  durch  eine  Spirale  verbunden 
werden       sollen, 

gegeben,  so  he-  fig-  *7. 

schreibe  man  um 
OAC  einen  Kreis, 
der  nach  Obigem 
die  Schnittpnnkte 
N  and  JV|  der 
Normalen  und 
Tangenten  in  A 
und  C  enthält. 

Von  dem  ron 
A  und  C  gleich 
weit  abstehenden 
Punkte  M  seiner 
Peripherie  als 
Mittelpunkt  führe 
man  einen  zwei- 
ten (punktirten) 
Kreis  durch  A 
und  C  Dieser 
zweite         Kreis 

schneidet  dann  die  Spirale  zwischen  A  und  C  noch  einmal,  and 
zwar  in  B  auf  dem  Strahl  0  4,  welcher  den  Winkel  AOC  balbtrt 
Denn  fällt  man  ron  M  die  Perpendikel  MP  und  MQ  auf  OA  und 
OC,  and  bezeichnet  man  die  Länge  der  Strahlen  0)  ABCMPQ 
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mit  abempif,  so  istp  =  y,  weil  OjW  den  Nebenwinkel  von  AOB 
halbirt;  da  ferner  ^  OjtM  =  OCM  nnd  u4M  =  6'jtf  ist,  so  ist 
auch  A  ^^P  =  CMQ,  also : 

AP^CQ'^a-\-p  =  c  —  ^, 
woraus  2y  =-  2y  =>  c  —  a  folgt. 

Die  Längen  AM  =  CM  ergeben  sich  jetzt  aus: 

AM  =  ]A^-|-'^-(-  2 ay=  }/»«»  + or. 
Dieselbe  Länge  erhält  man  aber  auch  fUr  MB  =  ]^m*"^^Ä»7weil 
-  b  als  Halbirungsstrahl  der  Spirale  gleich  Ya  c  ist. 

Demnach  geht  der  Kreis,  der  durch  A  uud  C  geht  und  M  zum 
Mittelpunkt  hat,  auch  durch  B. 

Von  if  aus  erhält  man  leicht  die  Mittelpunkte  2|  und  61  der 
Bogen  AB  und  BC,  welche  die  Spjrale  nochmals  in  der  Mitte  auf 
den  ätrablen  0)  2  6  schneiden.  Sie  liegen  auf  den  Perpendikeln 
von  i/ auf  die  Sehnen  ABaadBC,  und  auf  den  Strahlen  0)2i  und 
C| ,  welche  ihrerseits  auf  den  Halbirungsstrahleo  0)2  und  6  senk- 
recht stehen.  Ebenso  erhält  man  auch  yod  ^i  und  6,  aus  die  Mit- 
telpunkte 1]  3i  5,  7,  der  weiteren  Bogeuunterabtheilungen.  Je 
weiter  man  auf  diese  Weise  fort^hrt,  die  Winkel  bei  0  zu  halbiren 
und  Kreise  za  bestimmen,  die  durch  3  Punkte  der  Spirale  zwischen 
den  Schenkeln  der  Winkel  geben ,  desto  mehr  convergiren  diese 
Kreise  gegen  die  OBCulationskreise. 

Bereits  die  tod  2i  und  61  aus  gezogeaen  Kreisbogen  fallen 
mit  der  Spirale  zusammen,  die  Punkte  1|  3^  5|  7,  liegen  daher 
schon  ganz  auf  der  Evolute.  Die  äussersten  Strahlen  A\t  und  Cl, 
schneiden  sich,  wie  es  sein  soll,  in  .Yauf  dem  Kreise  OAC.  Auf 
demselben  Kreise  auch  schneiden  sich  diametral  N  gegentlber  in 
A'i  die  beiden  Tangenten  an  A  und  C. 

Verlängert  man  die  Spirale  gegen  0  zu,  so  sehneidet  sie  noch 
CO  mal  den  Kreis  OAC  in  reellen  Punkten,  und  zwar  2  mal  auf 

jederllmdrehung,  wie  es  in  Fig.  27  noch  für  -  -  Umdrehungen  an- 
gedeutet ist.  Alle  Tangenten  an  diesen  Schnittpunkten  gehen 
durch  Ni  und  alle  Normalen  durch  N,  wie  es  ebenfalls  die  Figur 
zeigt.  Verbindet  man  irgend  2  dieser  Schnittpunkte  durch  einen 
Kreis,  der  seinen  Mittelpunkt  auf  dem  Kreise  OAC  hat,  su 
schneidet  auch  dieser  die  Spirale  noch  einmal  zwischen  jenen  2 
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Punkten,  und  zwar  auf  dem  Strable,  der  den  Winkel  der  beiden 
Strahlen  h&lftet,  welche  jene  Punkte  von  0  auB  projieiren.  In  die 
Fig.  27  sind  2  solcher  Kreise  eingezeichnet.  Sie  haben  ausser  den 
3  aufgezSblten  Schnittpunkten  keine  weiteren  reellen  Punkte  mehr 
mit  der  Spirale  gemein.  Durch  das  Zusammenfallen  der  3  Punkte 
gehen  sie  in  die  Osculationskreise  über. 

Sind  statt  zwei  weit  aoseinanderliegenden  Punkten  A  und  C 
zwei  Punkte  F,  und  G,  Taf.  1^  gegeben,  die  nocb  so  nahe  beisam- 
men liegen,  dass  die  Spirale  zwischen  ihnen  durch  ein  Kreisbogen- 
Stück  ersetzt  werden  kann,  so  wird  N,  d.h.  der  Mittelpunkt  dieses 
Bogens,  der  Endpunkt  des  Durchmessers  des  Kreises  G,F,  0  sein, 
der  senkrecht  auf  der  Sehne  F,  G,  steht.  Bestimmt  man  auf  die- 
selbe Weise  den  Mittelpunkt  eines  weiteren  BogenstUckes  G,  H, 
indem  man  einen  weiteren  Kreis  durch  H,G,0  legt,  ucd  seinen 
Durchschnitt  P,  mit  dem  auf  H,  G,  senkrecht  stehenden  Durch- 
meBBer  bestimmt,  so  werden  die  Punkte  P,  N,  G,  auf  einer  geraden 
Linie  liegen ,  wenn  die  Gurvenstllcke  F,  G, ,  G,  H,  durch  Kreis- 
bogenstttcke  ersetzt  werden  könaen.  Ist  auf  diese  Weise  ein 
Mittelpunkt  N,  genau  constniirt,  so  lässt  sich  der  nächste  P,  und 
so  fort  alle  folgenden  einfach  dadurch  bestimmen,  dass  mau  G,OP, 
dem  Dreieck  F,ON,  ähnlich  macht,  und  so  knnn  dann  die  Curve 
leicht  fortgesetzt  werden. 

Eigentlich  ist  die  Rechnung  des  Winkels  a,  unter  welcher 
die  Spirale  die  Radienvectoren  sehneidet,  einfacher  als  die  eben 
angegebenen  Conslructionen ;  die  Gleichung  der  lugarithmischen 
Spiralen : 

©— ©'  =  tga.Ign.4, 

darf  als  bekannt  vorausgesetzt  werden ,  in  derselben  bezeichnen 
Qu  und  &' u  zwei  Azimuthe  mit  den  zugebürigen  Leitstrablen. 
Sind  also  diese  vier  Grössen  gegeben,  so  berechnet  man  mittelst 
derselben  tga,  tga  ist  aber  auch  das  constante  Verhältniss  der 
beiden  senkrecht  aufeinander  stehenden  Strahlen,  welche  den 
Radiusvector  irgend  eioes  Punktes  projicirt,  und  dieses  Verhältniss 
geuBgt,  um  nach  obigem  die  Spirale  zu  construiren. 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  speciell  ®  —  0'  =-  -5-  w ,    und 

-,-=  tg«,  so  erhält  man  die  Spirale,  deren  Leitstrablen  bei  der 

3 
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Drehung:  um  drei  Rechte  in  demselben  Verhältnias ,  als  wie  die 
einen  ErllmmungBradiuB  projicirenden  Strahlen  zunehmen:  Die 
KrHmmungBmittelpunkte  der  mit  diesem  Verhält- 
nisB  tg  a  coQBtruirten  Spirale  liegen  also  auf  der 
Spirale  selbst;  wir  erhalten  die  logarithm'ische 
SelbstevolnteTaf.  l„liei  der  nämlich  die  Evolute  nicht  mehr 
verdreht  erBcbeint  und  die  am  leichtesten  constmirt  werden  kaau. 

Hat  man  einmal  eio  den  Winkel  -^  n  dieser  Curve  umfaBsendes 

StUck  construirt,  so  lässt  sie  sich  ganz  einfach  dadurch  fortaetzen, 
dass  man  bei  Beschreibung  der  sie  ersetzenden  EreishogenstUcke 
die  Zirkelspitze  auf  den  beschriebenen  Theil  der  Curve  selbst  auf- 
setzt. Die  Normalen  und  Krümmungshalbmesser  [/ 7,  7*1$,  SO 
sind  Tangeuten  zugleich.     Durch  Probiren  erhält  man  aus ; 

—  ?r  =  tga  .  Ign  tgo 

die  Tangente  des  Winkels,  unter  dem  diese  Curve  die  Radien- 
vectoren  Bchneidet,  d.  h.  das  Verhältniss  der  Radienvectorea 

.,.„  ,  .    ,,  ,,    , .,,  .  ,  .        215      379      973 

Mittelst  dieses  VerhältniBses   (von  dem  vg-.    tttt,    qö^>    tuige- 

nehme  Näheruugswerthe  fUr  prismatische  Maassstäbe  die  3  Ziffern 
umfaBsen,  sind)  kann  das  BeBchreibeu  dieser  Curve  ohne  Weiterea 
vor  sieh  gehen ;  ausserdem  aber  kOnnen  auch  beliebige  Radien- 
vectoren  nach  der  Formel: 

lg  —  =  0,000034666603  ©'  =  0,0020799962  0», 

wo  &  ußd  @°  den  Winkel  in  Minuten  und  Graden  bezeichnen,  den 
die  Leitstrahlen  r  und  c  mit  einander  bilden,  berechnet  werden. 
Der  Winkel  a  selbst  ist  gleich:  74«,  39',  18 >. 

Diese  beiden  Spiralen  (Taf.  1)  künnen  ganz  die  Stelle  von 
Logarithmentafeln  vertreten,  und  es  lassen  sich  mittelst  derselben 
alle  Aufgaben  lösen ,  bei  denen  VerhältniBse  von  Linien  zu  mntti- 
pliciren  und  zu  potenziren  sind.  Der  Winkel  zwischen  zweien  be- 
liebigen Radienvectoren  ist  immer  der  Logarithmus  ihrer  Verhält- 
nisse, und  wir  werden  weiter  unten  durch  ein  BeiBpiel  zeigen,  wie 
diese  Spiralen  angewendet  werden  kSnnen. 
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Da  die  Längen  der  Lettstrahlen  nicht  direct  mit  den  Winkeln, 
die  sie  mit  einander  bilden,  verglichen  werden  können,  so  ist  ee 
fDr  unsere  Constructionen  ganz  einerlei,  welches  die  ProgressioD 
der  Spirale  ist.  In  Taf.  1  wurde  sie  so  gewählt,  dass  nach  einer 
Umdrehnng  der  Leitstrahl  sich  auf  das  Zehnfache  vergrössert  hat. 
Dem  entspreeheod  wurde  auch  der  Umfang  des  Kreisbogens ,  auf 
dem  die  Winkel  gemessen  werden  kSnnen ,  in  20  Theile  getbeilt 
und  mit  0  5  10 90  95  100  bezeichnet,  so  dass  diese  Anord- 
nung dem  Decimalsystem  entspricht.  Es  liegen  alle  Radien- 
vectoren,  deren  gegenseitiges  VerhältDiss  10,  100,  1000... ist,  auf 
demselben  Strahl.  Doch  ist  diese  Anordnung  von  keinem  Werth 
für  die  graphische  Statik,  weil  diese  keine  Zahlenverhältnisse 
kennt  Es  verdient  daher  die  Selbste volute  Taf.  1^,  die  sich  leich- 
ter und  mithin  auch  genauer  constniiren  lässt,  immer  den  Vorzug 
vor  allen  andern.  DerEreisumfang,  auf  dem  die  Winkel  gemessen 
werden  kCnnen,  ist  hier  in  24  Theile  getbeilt.  Damit  die  Wiukel- 
bogen  beider  Spiralen  nicht  zu  entfernt  von  ihr  liegen,  wurden  in 
grosseren  Entfernungen  noch  weitere  Kreisbogen  gezogen  undein- 
getbeilt,  so  dass  die  Längen  der  Kreisbogen  nie  viel  kleiner  als 
die  entsprechenden  Längen  der  Spiralen  seien,  und  die  Genauig- 
keit der  Conetruction  nicht  leide. 

Beispiel.  Es  sind  die  drei  Höhen  a  &  r  eines  Parallelepipe- 
dooB  gegeben,  wie  gross  ist  die  Seite  üb  des  WUrfels  gleichen 
Inhalts. 

Man  bat        x  =  '^ abc  zu  bilden. 


T        KT'T 


wo  /  den  Leitstrahl  des  Ursprungs,  die  Einheit,  bezeichnet.  Nach- 
dem man  auch  die  Leitstrahlen  der  Längen  a  b  und  r.  (Taf.  1,)  be- 
stimmt hat,  addire  man  die  drei  Winkel  al,  bl,  d  mit  Berück- 
sichtigung ihres  Sinnes,  und  es  wird  ^'  der  Leitstrahl  sein,  welcher 
mit  /  einen  Winkel  bildet,  der  gleich  dem  Vn  dieser  Summe  ist. 
Die  Construction  vereinfacht  sich  etwas,  wenn  man  für  /  eine 
der  g:egebenen  Höhen  annimmt,  es  ist  dann 


a         f    a      a 
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Ist  a  die  grOsste  oder  die  kleinste  der  drei  Höhen,  so  sind  b  a  und 
Ca  gleichen  Sinnes  einfach  zu  addiren  und  zu  dritteln.  Ist  da- 
gegen a  die  mittlere  Länge,  und  diese  Annahme  wurde  Taf.  1)  ge- 
macht, so  sind  ba  und  ca  entgegengesetzten  Sinnes,  man  hat  sie 
von  einander  abzuziehen;  geht  man  dabei  so  zu  Werke,  dass  die 

Differenz  a£\,  im  grösseren  Winkel  an  a  anzuliegen  kommt,  so 
wird  «der  Sehenkel  des  nächsten  Winkels  sein,  welcher  diese 

Differenz  a/\  drittelt.  Diese  letzte  Construction  wird  wohl  immer 
die  genauere  sein. 

Gar  häußg  hat  man  x  -^  Y^^  auszufahrea,  dies  konnte  dqd 
auch  unter  der  Form 


a         }/    a 


leicht  mittelst  der  Spirale  geschehen ,  doch  wird  es  wohl  in  allen 
Fällen  einfacher  und  zweckmässiger  sein ,  den  Kreis  zur  Bestim- 
mung der  mittleren  Proportionalen  zu  benutzen. 

Mittlere  Proportionale  x  =  Y*^  *  sind : 

a)  Die  Kreistangeute  zwischen  deu  Abschnitten  einer  der  durch 
den  Endpunkt  der  Tangente  geheoden  Secanten. 

b)  Die  Sehne  eines  Kreises  zwischen  ihrer  Projection  auf 
einen  der  beiden  durch  ihre  Endpunkte  gehenden  Durchmesser 
und  dem  Durchmesser. 

c)  Eine  halbe  Sehne  zwischen  den  AbBchnitten  des  auf  ihr  senk- 
recht stellenden  Durchmessers. 

d)  Die  gleich  langen  Sehnen  zweier  Kreisbogen  gleich  langen 
Halbmessers,  welche  einerseits  durch  einen  gemeissebaftlicben 
Schnittpunkt,  anderseits  durch  die  VerbinduDgelinie  ihrer  Mittel- 
punkte begrenzt  werden:  zwischen  dem  Segment,  das  die  Kreia- 
bogeo  auf  der  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  abschneiden  und 
ihrem  Halbmesser. 

Die  Richtigkeit  von  a  b  e  wird  in  jeder  Geometrie  bewiesen, 
die  Uebereiostimmung  von  b  und  <f  aber  leuchtet  ein,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass  das  Segment  in  d  gleich  der  doppelten 
Projection  der  Sehne  in  b,  dagegen  der  Halbmesser  in  ä  nur 
gleich  der  Hftlfte  des  Durchmessers  in  b  ist. 
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Flg.  18. 


In  Fig.  28  Bind  die  dieeen  Sätzen  eDtsprechenden  Construc- 
tiooen  der  mittleren  Proportionalen  zusammengeBtellt. 


Zweites  Kapitel. 
Logarithmen  und  Rechenschieber. 


6.   Ädditioii  und  Subtraction  von  Zahlen  durch  Ver- 
Bchieben  von  MaassstSben. 

Von  ungemein  grossem  praktiacben  Nutzen  ist  die  graphische 
ZaBammeneetzung  der  Logarithmen.  Es  wird  dieselbe  auf  ver- 
scbiedene  Weise,  namentlich  aber  mittelst  der  Rechenschieber 
ausgeführt. 

Diese  Operationen  sind  zwar  nicht  in  so  hohem  Grade  gra- 
phischer Natur  als  wie  das  graphische  Rechnen  und  die  graphische 
Statik,  weil  sie  analytische  Daten  graphisch  behandeln  und  dann 
wieder  analytisch  geben,  während  letztere  graphische  Daten  gra- 
phisch zusammensetzen  und  graphisch  geben.  Nichtsdestoweniger 
glauben  wir  diese  Methoden  hier  nicht  übergehen  zu  dürfen,  weil 
sämnitliche  Broschüren,  die  über  Rechenschieber  geschrieben  wor- 
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<len  sind,  nicht  vom  Begriffe  des  Logarithmus,  vom  Boden  der 
Theorie  ausgeheo,  daher  nur  Regeln  ^r  Handwerksburschen- 
verstand  geben.  Da  es  nun  ohne  Verständnias  der  Loga- 
rithmen nicht  möglich  ist,  sich  des  Rechenschiebers  mit  Vortbeil 
zu  bedienen,  so  hat  er  bei  den  gebildeten  Technikern  viel  weniger 
Eingang  gefunden,  als  er  es  verdiente.  DerZweck  dieses  Kapitels 
ist  dabei-,  ihm  am  hiesigen  Folyt«cbnikum  den  verdienten  Eingang 
zu  verschaffen. 

Die  Art  und  Weise,  wie  der  Rechenschieber  Zahlen  addtrt 
und  abzieht,  lässt  sich  am  einfachsten  an  Maassstäben  zeigen,  die 
man  verschiebt. 

Denken  wir  uns  die  Theilstriche  zweier  gleich  getheilter 
Maassstäbe  in  gleicher  Weise  fortlaufend  numerirt  und  dann  an 
einander  verschoben  (Fig.  29),  so  wird  die  Differenz  zwischen  den 
Nummern  zweier  einander  gegenüberliegenden  Theilstriche  con- 
stant  sein;  in  der  Figur  gleich  7.  Bezeichnen  wir  die  Nummern 
flg.  as. 

j....r..  .T.  .4.?.,, BT,,.. 7....? 

*. U.-  ■•^■4.'   'i'  '"i"  '  'i 

der  Theilstriche  des  oberen  Maassstabes  mit  o  ft  c  ...,  die  der 
gegenüber  liegenden  des  unteren  mit  «i  b,  c,  . . .,  wobei  man  sich 
unter  diesen  Buchstaben  auch  die  Längen  0)  ABC...  und 
0,)  AB,Ci  ...  denken  kann,  so  bat  man : 

o    -d,  ^i   —  i,  =;c  —  C|^... 
Wird   irgend  eine  dieser  Grössen,  z.  B.  b,  als  unbekannte  be- 
trachtet, so  ist : 

b  ^  a  —  fl)  -|-  if 

Um  sich  der  ausgeftlhrten  Operationen  stets  klar  bewusst  zu  sein, 

ist  es  nolhwendig,  sich  durch  Fig.  30  zu  vergegenwärtigen,  wie 

Fig.  so. 


oIZ 

''^^'      ,. 

».      ' 

die  Länge  b  aus  dem  Aneinanderreihen  der  Längen  a  a^  b,  ent- 
standen ist.  Solche  Aneinanderreihung  ist  immer  mOglicb.  Aus 
dem  bisher  Gesagten  folgt: 
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Durch  Verschieben  von  Maaesetäben  mit  ein- 
stimmiger Theilung  kann  man  tod  einer  Zahl  eine 
zweite  abziehen  und  zur  Differenz  eine  dritte  ad- 
diren.  Die  Stellung  der  Haassetäbe  bleibt  onver- 
ändert,  wenn  die  beiden  ersten  Glieder  sich  nicht 
ändern.  Alle  Werthe  der  gesuchten  Summen,  welche 
dann  dem  letzten  Gliede^i  entsprechen,  stehen  auf 
den  beiden  Maassstäben  einander  tabellarisch 
gegenüber.  Dadurch,  dass  man  einedergegebencn 
Grössen  versch  winden  lässt,  kann  man  zwei  belie- 
bige Zahlen  addiren  odersubtrahiren. 

Man  kann  auch  einen  der  beiden  Haassstäbe  umkehren,  d.  b. 
gegenstimmige  Theilung  verwenden  (Fig.  31),  dann  ist  die  Summe 

Rg.  81. 
•  s   .  J*-  »  M  X  3» 

■   l^'  ■  ■   ■  '  ■ 


zweier  gegenOberstehendeo  Nummern  constant  und  man  erhält  die 
Resultate : 

o-f  a,  =*-f  A,  =c-f-c,  .... 
A  =  «  +  «1  —  fr|. 

^^g.  3s. 
-.^ b 1 


Das  Aneinanderreihen  der  Zahlen  wird  durch  Fig.  32  er- 
läutert und  es  folgen  die  Sätze : 

Durch  Verschieben  von  Haassstäben  mit  gegen- 
BtimmigerTbeilnng  kann  man  von  derSumme  zweier 
Zahlen  eine  dritte  abziehen.  Die  Stellung  der  Haass- 
stäbe  bleibt  anverändert,  wenn  die  Summe  der  bei- 
den ersten  Glieder  sich  nicht  ändert  AlleWerthe, 
welche  sieb  zu  dieser  Summe  ergänzen,  stehen  auf 
den  beiden  Maassstäben  einander  tabellarisch 
gegentiber.    Dadurch,  dassmaneinedergegebeaen 
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Grössen  verscbwindeu  läest,  kann  man  zwei  belie- 
bige Zahlen  addi  reo  oder  abziehen. 

Ferner  kann  man  verschiedene ,  meiatena  doppelte  und  drei- 
fache, MaassBtäbe  an  einander  verschieben.  In  Fig.  33  ist  der 
untere  Maaasstab  doppelt  so  gross  als  wie  der  obere.  Hier  mnasen 

Kg.  88. 

.r..  ..f. .  .7a,.  ,  .r, .  ,r,.i».  y.^^,  ,v 

offenbar  die  Nummern  des  unteren  Maaaaatabes  mit  2  multiplicirt 
werden ,  damit  sie  mit  denen  dea  oberen  Maasaatabea  zusammen- 
gesetzt werden  können;  man  hat  also,  wenn  die  Nummern  der 
beiden  Maasstäbe  mit  den  Indexen  1  und  2  verseheu  werden: 
«i  —  2  Oj  ^  i)  —  2  frj  ^  Ci  —  2  Cj  =  . , ., 
bi  =a,  —  2  aa  4-  2  b^, 
*j  =  «s  —  i  «1  +  i  ^i- 
Bei  Anwendung  gegenstimmig  getbeilter  Maaasstäbe  erhält  maD : 
a,  +  2  flj  =  A,  -f-  2  Aj  =  t'i  +  2  cj  =  . . ., 
Ä,  =  a,  4-  2  Og  —  2  4j, 

Wir  glauben  es  unterlaaaen  zu  dürfen ,  dieae  Resultate  in  Worte 
zu  kleiden. 

Verwendet  man  Maaasstäbe,  die  sich  wie  m  :  n  verhalten,  so 
sind  diese  Verhältniaszahlen  an  entsprechender  Stelle  einzuführen. 


7.  Die  gewöhnlichen  Rechenschieber. 

Bei  gewöhnlichen  Rechenschiebern  sind  die  Strecken 
0)AB  ...  Ox)  AxB\  ...  nicht  mehr  den  Nummern  ab  ...  aybi  ..., 
sondern  den  Logarithmen  derselben,  also  Iga,  IgA...lgai,lg£,... 
proportional. 

Ganz  auf  graphischem  Wege  kann  man  zu  diesen  Logarithmen 
mit  Hülfe  der  logaritbmischen  Spirale  Taf.  1,  und  j  gelangen, 
wenn  man  auf  derselben  die  Punkte  bestimmt,  deren  Entfernung 
vom  Pol  0  ^  \,  a,b  ...  und  dann  die  Absciase  dea  treffenden  Theil- 
etrichea  den  Winkeln  proportional  macht,  welche  die  entsprechea- 
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den  Radieavectoreu  mit  eiBander  bilden ;  diese  Längen  werden 
also  erjialten ,  wenn  man  die  Bogenstttcke  eines  von  0  als  Mittel* 
punkt  beschriebenen  Kreises  zwischen  den  treffenden  Radien* 
Tectoreo  reetificirt.  Man  bekommt  verschiedene  Scalenlängen 
durch  Aenderung  des  Kreiaradius.  Diese  Längen  wiederholen 
Bich  (tlr  die  Radienvectoren  von  '/lo  bis  1,  1  bis  10,  10  bis  100. 
Gewöhnlich  werden  zwei  solcher  Scalen  fortlaufend  aufgetragen. 
In  dem  eben  Gesagten  wollen  wir  nur  einen  rein  graphischen  Ur- 
sprung der  Logarithmen  andeuten;  in  der  Wirklichkeit  aber  wird 
man  einfach  die  Logarithmen  der  Zahlen  1  bis  100  auf  irgend 
einem  Haassstab  abgreifen  und  zwei  Mal  fortlaufend  auftragen. 

Hit  diesen  beiden  Maassstäben  wird  dann  gewöhnlich  noch 
ein  dritter  im  doppelten  Maassatabe  verbunden,  der  demnach  die 
Zahlen  von  1  bis  10  nur  ein  Mal  enthält,  wie  Fig.  34  es  zeigt. 

Fig.  8*. 


In  einem  mit  einer  Coulisse  versehenen  Stabe  spielt  eine 
Zunge.  Der  obere  Rand ,  dessen  Nummern  wir  schlechtweg  mit 
ab  ...  bezeichnen  werden ,  enthält  zwei  Logarithmenscalen.  In 
gleicher  Weise  ist  der  obere  Rand  der  Zunge  getheilt,  dem  wir 
den  Index  1  zuweisen  und  dessen  a  und  b  ...  gegenflberliegende 
Nummern  wir  daher  mit  «t  »»d  ^t  ■  •  •  bezeichnen.  Wenn  die  Ein- 
tiieiluDg  des  unteren  Randes  der  Zunge  identisch  mit  der  des 
oberen  ist,  so  werden  dessen  Nummern  in  der  Folge  mit  dem 
gleichen  Index,  also  mit  ay  bx  ...  bezeichnet.  Sind  aber  wie  in 
Fig.  'Ab  (s.  Nr.  9)  die  Logarithmen  auf  diesem  Rand  in  doppeltem 
Maaasstabe  aufgetragen ,  so  dass  derselbe  nur  eine  Logaritbmen- 
Bcala  enthält,  so  werden  wir  diese  Nummern  mit  <i,  i,  ...  be- 
zeiehnen.  Auf  dem  unteren  Rand  des  Stabes,  dem  wir  den  Index 
3  zuweisen,  sind  die  Logarithmen  immer  im  doppelten  Maassstab 
aufgetragen,  und  er  trägt  daher  nur  eine  Scala. 

Wendet  man  auf  den  oberen  Rand  des  Stabes  und  der  Zunge 
die  Linienaddition  von  Fig.  30  sn,  so  erhält  man 
lg  *  =-  lg  a  -  lg  fl,  -f  Ig  b^, 
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oder 


■  3  =  6,75. 

Der  frühere  Satz  in  Nr.  6 ,  dass  die  Stelluni^  des  Schiebers 
Bicb  nicht  ändere,  wenn  die  Differenz  der  zwei  ersten  Zahlen  a 
und  O]  sich  nicht  ändert,  Überträgt  eich  jetzt  auf  die  Logarithmen ; 
si«  ändert  sich  nicht,  wenn  die  Differenz  dieser  Logarithmen,  d.h. 
der  Quotient  der  entsprechenden  Zahlen,  constant  bleibt.  In 
Fig.  34  z.  B.  stehen  alte  Zahlen  einander  tabellansch  gegenüber, 


Da  0  der  Logarithmus  reo  1  ist,  so  kann  man  dadurch ,  dass 
man  eine  der  obigen  3  Zahlen  «-  1  werden  läs&t,  je  zwei  beliebige 
Zahlen  mit  einander  multipliciren,  oder  die  eine  durch  die  andere 
dividiren. 

Das  eben  Entwickelte  fassen  wir  also  zusammen : 

Durch  Verschieben  der  beweglichen  Zunge 
eines  KechenBchiebera  mit  einstimmiger  Theilung 
kann  man  den  Quotienten  zweier  beliebiger  Zahlen 
mit  einer  dritten  Zahl  multipliciren,  also  auchjede 
Zahl  mit  einer  zweiten  multipliciren  oder  dividiren. 
Die  Stellung  des  Schiebers  ändert  sich  nicht,  wenn 
die  beiden  ersten  Zahlen  sich  nicht  ändern;  dem- 
nach  stehen  alle  Zahlen,  deren  Quotient  constant 
ist,  aafdem  Schieber  einander  tabellarisch  gegen- 
über. 

Da  die  Scalen  den  Mantissen  der  Logarithmen  entsprechen, 
so  mtlssen  deren  Charakteristiken  besonders  addirt  werden,  was 
in  der  Begel  im  Kopf  geschieht.  Wären  die  Mantissen  der  zu- 
sammeozusetzenden  Logarithmen  so  gross,  dass  ihre  Summe  die 
Einheit  flberstiege,  so  würde  das  Ende  des  Linienzuges  von 
Fig.  30  in  die  nätbnte  Scala  fallen.  Also  muss  die  Charakteristik, 
die  sich  sonst  ergeben  würde ,  um  1  vermehrt  werden ,  wenn  das 
Ende  des  Lioienzuges  die  nächste  Scala  Qberragt ,  dagegen  um  1 
vermindert  werden ,  wenn  z.  B.  in  Folge  eines  grossen  Nenners 
das  Ende  des  Linienzuges  in  die  vorausgehende  Scala  fällt. 
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9 
Wäre  z.  B.  i  =  -j-  ■  7  zu  bilden,  so  würde  bei  der  folgen- 
den Stellung  dea  Scbiebers : 

0;        1  9        10        15»/*, 

1;  14  7     , 

zur  Summe  der  CharakterietikeD,  welche  im  gegenwärtigen  Fall 
=  0  igt,  1  zu  addiren  sein ,  weil  der  bei  der  fetten  1  beginnende 
Linienzug  über  die  nächste  Scala  10  binauslUllt,  die  Charakteristik 
ist  also  definitiv  1  und  das  Resultat  «  15%- 

Zur  Bildung  von  f*  •=  k-j  ■  iOCwärebeiderselbenSchieber' 
Stellung  die  Charakteristik 

1  _9-|.2  +  l  =  5. 
Das  Resultat  also  1&7500; 

Wäre  A  ^  -3-  •  3,5  zu  bilden ,  so  mUsste  man  bei  der  fol- 
genden Schieberstellung 

0;        1  7,8        1        2, 

1;  1         3,5  9, 

den  Linienzug  bei  der  fetten  1  beginnen  lassen,  weil  die  voraus- 
gehende Scala  noch  zur  Verwendung  kommt.  Zieht  man  dann 
von  der  darauf  folgenden  2  Ig  i(  ab,  so  gelangt  das  Ende  des  Zuges 
•  weit  m  die  vorausgehende  Scala,  und  selbst  nach  Addition  von 
lg  3,5  erreicht  der  Linienzug  die  Scala  noch  nicht.  Also  ist  die 
Charakteristik  —  1  oder  9  und  da«  Resultat  =  0,78. 

Hätte  man  zu  bilden  ^^  ■  0,035,  so  wäre  die  Charakteristik : 
9  —  24-8  —  1  =4, 
and  das  Resultat  ,0000078. 

Ist  der  Rechenschieber  so  conetruirt ,  dass  die  Scala  umge- 
kehrt werden  kann,  so  können  die  bis  jetzt  behandelten  Aufgaben 
ebenfalls  gelöst  werden.  Der  Linienzug  iiuterscheidet  sich  vom 
vorigen  nur  dadurch,  dass  zuerst  die  beiden  zu  addirenden  Loga- 
rithmen und  hierauf  der  abzuziehende  aneinandergereiht  werden. 
Hie  Scbiebersteliung  für  das  letzte  Beispiel  wäre: 
0;  7,8        l        2 

1;         1         9  7         3,5         1. 
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Das  Product  aller  unter  einander  Btehenden  Zahlen  ist  jetzt 
=  ?,    Man  kann  also : 

Durch  Verschieben  der  Zunge  mit  gegenetimiui- 
gerTheilung  das  Product  zweier  Zahlen  durch  eine 
dritte  diridiren,  also  auch  jede  Zahl  mit  einer  an- 
deren multipliciren  oder  dividiren. 

Die  Stellung  des  Schiebers  ändert  sich  nicht, 
wenn  die  beiden  ersten  Zahlen,  d.h.  das  Product  der> 
selben,  sich  nicht  ändert;  in  dieser  Stellung  stehen 
daher  alle  Zahlen  constanten  Productes  einander 
tabellarisch  gegentlber. 

Insbesondere  stehen  sich  reciproke  Zahlen 
gegenüber,  wenn  die  1  derZungeaufdie  1  desSchie- 
bers  gestellt  wird. 

Bisher  haben  wir  nur  die  oberen  Hknder  des  Stabes  and  der 
Zunge  benutzt;  wir  wollen  jetzt  auch  deren  untere  Ränder  zu- 
ziehen. Bei  der  Scalendisposition  von  Fig.  34  sind  die  Strecken- 
diSerenzen : 

lg  a  —  lg  «i  =  2  lg  Rj  —  lg  O],     constanL 
Sucht  man  daher  die  b  aus  den  Verhältnissen : 

j,  b^  flf  Ol  ' 

80  erhält  man  mit  Weglassung  der  doppelt  vorkommenden  und 
derjenigen  Werthe,  die  wir  schon  kennen,  folgende  neue  Lö- 
sungen : 

»,  -  ^  *  -  -'  *■•  -  ^  *.', 


Va,    '  I    ', 


Wir  uDterlasaen  es,  diese  Resultate  in  Worte  zu  kleiden,  und 
bescbränken  uns  auf  die  Angabe  von  zwei  Znngenstellungen,  eine 
fttr  die  obere  und  eine  fOr  die  untere  Zeile. 
i_ 
9 
merkt  auf  dem  Rechenstab  gerade  noch,  dass  die  3  scbarf  ist). 
Zungenstellnng  wie  Fig.  34: 
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0;        1  9  , 

1;  14      1 

1;  8  13  1       1,2       3      , 

3;       1       1,342  2,6       3  5,2       8,22; 

Hätte  man  statt  9  im  Nenoer  3^,  so  kOnnte  alles  mittelst  der 
beiden  uoteren  Rflnder  1  und  3  ausgeführt  werden. 

Fällt  das  Ende  des  Lmienzuges  in  die  erste  Scala,  so  hat  man 
einfach  die  Cbarakteristiken  zu  addiren,  wobei  die  des  Quadrats 
natUrlich  doppelt  zu  nehmen  ist.  Fällt  dagegen  das  Ende  des 
Linienzuges  Über  die  erste  Scala  hinaus,  so  ist  1  zum  Logaritli- 
iniis  zu  addiren.     Für 

ft,  —  i|  ■  52«  —  120178 

findet  dies  statt,  also  ist  die  Charakteristik 

=  1  —  9  +  2  .1  +  1  =.5. 
Dieselbe  Stellung  iSst  auch  die  Aufgabe : 

A,  =  ]/~  .  3   ==  2,6  (genau  2,598), 

nur  hat  man  sich  den  Ursprung  bei  den  äussersten  1  links  (die 
nicht  fett  gedruckt  sind)  zu  denken.  Sind  die  Charakteristiken 
nicht  gleich  0,  so  moss  ihre  Summe  natürlicher  Weise  halbirt  wer- 
den. Hiebei  kann  es,  wenn  die  Summen  der  Charakteristiken  un- 
gerade sind,  vorkommen,  dass  sie  nach  der  Division  mit  dem 
Bruehtheil  Vi  behaftet  sind.  Denkt  man  in  diesen  Fällen  den 
unteren  Rand  3  des  Stabes  als  die  eigentliche  Logarithmenscala, 
so  erscheinen  die  lüngen  der  oberen  Scalen  y  a  ,  Y'h  >  V^i 
&ls  Halblogarithmen ,   mithin  bedeutet  -^  als  Charakteristik  die 

Ijtnge  einer  oberen  Scala,  die  dem  logarithmisehen  Resultat  auf 
der  Scala  3  beigefügt  werden  mnsB, 


.  B.  Ä,  =   y-—  ■  30  =  8,22  (genau  8,216). 


eine  obere  Sealenlänge  zu  verlängern  und  bei  der  daranffolgen- 
den  3  das  Resultat  von  8,22  abzulesen,  wie  dae  ebenblls  auf  dem 
Schema  angedeutet  ist. 
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Fällt  der  so  rerlHngerte  Lloienzug  über  die  uotere  Scftla  3 
hinaus,  so  kann  man  auch  auf  der  roransgehenden  Scala  ab- 
lesen, hat  aber  dann  1  zur  Charakteristik  zu  addiren,  d.  h.  man 


z.  B.  i,  =  U-^  80  =  13,42  (genau  13,416). 

Hier  kann  nur  auf  der  vorauegebendeD  Scala  abgelesen  werden 
(s.  das  Schema),  dafür  aber  ist  die  Charakteristik  •=  1. 

Da  die  Scala  3  nur  einfach  vorbanden  ist,  so  ist  es  nicht 
immer  mflglich,  alles  gleichzeitig  abzulesen ,  z.  B.  wenn  auf  äcala 

0  und  1  das  Verhältniss  — -  eingestellt  ist  (s.  Fig.  34),  so  ist  es 

nicht  mSglich,  gleichzeitig  auf  1  und  3  die  Verhältnisse  zwischen 

4,4  1  1  4,4 

T^  bis  z-r-z-   und   zwischen  -;  „-;  bis  -7^  abzulesen, 
l*  1*,5  4',74         1" 

In  solchen  Fällen  kann  man  sich  aber  gar  leicht  mittelst 
eines  Zirkels  helfen;  man  nimmt  den  Theil,  der  die  Scala  über- 
ragt, in  den  Zirkel  und  trägt  ihn  yom  anderen  Ende  der  Scala  aus 
auf.  Auch  mittelst  der  festen  oberen  Scalalänge,  die  man  fUr 
immer  in  den  Zirkel  nimmt  oder  die  man  auf  dem  Rand  eines 
Papierstreifens  markirt,  kann  man  jede  Zahl  um  eine  Scala  ver- 
setzen und  dort  auf  dem  unteren  Rand  ablesen,  wohin  die  Zunge 
nicht  mehr  reichte.  Diese  Operationen  bedürfen  keiner  weiteren 
Erörterung,  indem  sie  ja  selbstreretändlicb  sind ;  jene  Betrachtun- 
gen Über  Möglichkeit  und  Unmöglichkeit  der  Ablesungen,  welche 
z.  B.  Herrn  Sella  so  viel  zu  schaffen  machten,  Übergehen  wir  ganz ; 
mittelst  Zirkels  oder  Fapieratreifens  sind  alle  Operationen  aus- 
führbar. 

Setzt  man  eine  oder  zwei  der  Längen  S.  44  »>  I  und  einan- 
der gleich,  so  kann  man  noch  die  folgenden  Operationen  aus- 
fuhren : 

Zahlen  quadriren  und  cubiren;  einfache  Zahlen, 
Quadrate  und  Cuben  durch  einfache  Zahlen  und 
Quadrate  dividiren.  Quadratwurzeln  aus  der  ein- 
fachen   und   aus  der  Potenz  3  ausziehen,    d.  h.  die 

Potent  -^  bilden;  mittlere  Proportionale   bestim- 
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men,  und  diese  Potenzen  noch  durch  eine  Quadrat- 
Wurzel  dividiren. 

Die  Einübung  dieser  einfachea  Operationen  können  wir  ftlg- 
lich  dem  geneigten  Leser  tlberlaasen  und  wollen  uns  nur  noch 
eine  Bemerkung  über  das  Cuhiren  und  das  entsprechende  Wurzel- 
aaszieben  erlauben. 

Um  diese  Operationen  auszuführen,  thut  man  am  besten,  die 
Zunge  umzukehren;  stellt  man  dann  zwei  gleiche  Zahlen  einander 
gegenüber ,  so  giebt  das  Ende  der  Zunge  auf  dem  oberen  Bande 
die  Cubikzahl  an.     Bei  dem  Gegenüberstellen  von  Zahlen  unter 

VlO  =  2,154  Mit  dos  Ende  des  Linienzuges,  bestehend  aus  dem 
OoppellogarithmuB  auf  dem  Rand  S  und  einem  einfachen  Loga- 
rithmus auf  i,  in  die  erste  Scala;  die  Charakteristik  ist  einfach 
gleich  dem  Sfachen  der  Zahl.     Wenn  die  Zahlen  zwischen  2,154 

und  VlOO  =  4,642  einander  gegentlbergestellt  werden,  so  fällt 
das  Ende  des  Linienzuges  in  die  zweite  Scala,  nnd  die  Charakte- 
ristik ist  gleich  dem  Sfacben  der  Zahl  -{-  1.  Werden  grössere 
Zahlen  einander  gegenllbergestellt ,  so  fällt  das  Ende  des  Linien- 
zuges in  die  zweite  Scala  und  die  Charakteristik  ist  gleich  dem 
3  fachen  der  Zahl  -{-  2. 

Die  Regeln  für  das  Cubikwurzelausziehen  erhalten  wir  durch 
das  Umkehren  des  eben  Gesagten. 

Man  kann  die  folgenden  Cubikwurzeln  ausziehen : 


*,  =  Ya.ai  =  Ya^B  ■  ",  . 
Man  stellt  nach  Umhehrung  der  Zunge  die  Zahlen  a  auf  den  ent- 
sprechenden Scalen  einander  gegenüber  und  sieht,  welche  gleiche 
Zi^Ieo  auf  3  und  l  einander  gegenüberstehen.  Dieses  Gegen- 
tlberstehen  muss  gesucht  werden  zwischen  0  und  2,15,  wenn  die 
Charakteristik  keine  Bruchtheile  enthält,  zwischen  2,15  und  4,64, 

1                 2 
wenn  sie  aus  einer  ganzen  Zahl  -\-  -^  oder ^  besteht,  and 

endlich  zwischen  4,64  und  10,  wenn  sie  aus  einer  ganzen  Zahl 

2  1 

-|-  -s-  oder  —  -5-  besteht. 

3^ s  s  _^ 

Z.  B. :  Es  sei  zu  bilden  Aj  =  1/4.1}  =^  y^  _  ga  ,„  1A2» .  y. 

Schiebersteltung: 
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bnen. 

1 

4       9        1 
1       9       4 

3,6 

1 

1,532 

1       9      4 

3,3 

1 

7,12 

1 

1,532 

2       3 

3,3 

6 

7,12 

V3,6  =  1,532,  denn  die  Charakteristik  ist  ™  0, 

yie"  =-  3,3(019)  ,      „  „  ,    =  i. 

/36Ö  — 7,12(7,114)  „  „  „   =-i. 

Bei  dem  Abscbätzec  der  letzten  Decimaleu  ist  darauf  zu 
achten,  dass,  wenn  zwei  gleiche  Zahleo  auf  1  und  3  einander 
gegenflberBtehen ,  die  Längendifferenzen  (üt  gleiche  kleine 
Nummerndifferenzen  auf  1  nur  halb  so  gross  sind,  als  wie  auf  3; 
werden  demnach  in  der  Nähe  des  Zasammentreffens  zwei  gegen- 
Uberliegende  Zahlen  abgelesen,  so  ist  die  Zahlendifferenz  zwischen 
ihnen  und  der  Zahl  des  wirklichen  Zusammentreffens  auf  1  doppelt 
so  gross  als  wie  auf  3.  Stellt  man  z.  B.  die  9  einander  gegenüber, 
so  hat  man : 

1;         9,1  9         8,9  , 

3;         8,95         9         9,05. 
Man  sieht,  die  9  liegt  in  dem  Drittel  von  9,05  gegen  8,9  bin  und 
im  Drittel  von  8,95  gegen  9,1.    Hiemach  kann  zuweilen  leicht 
interpollirt  werden. 

8.  lieber  den  Gebrauch  der  gewÖhoUchenKechenschieber. 

Auf  den  gewObnlichen  Rechenschiebern  von  0,26  bis 
0,30  Meter  I^nge  beträgt  zwischen  1  und  2  die  Entfernung  der 
Theilstriche  0,02,  zwischen  2  und  5  0,05,  zwischen  3  und  10  0,1 ; 
nimmt  man  an ,  dass  noch  i  mit  ziemlicher  Genauigkeit  einge- 
schätzt werden  könne,  so  beträgt  die  Genauigkeit 

zwischen  1  und    2;  0,004  :  (1  bis    2)  =  0,004  bis  0,U02, 
2    „       5;  0,01    :  (2    ,      5)  =0,005    ,    0,002, 
5    „    10;  0,02    :  (5   „    10)  —  0,004  „    0,002. 
Sagen  wir  daher  rund  >/)oo- 

Der  Gebrauch  des  Rechenschiebers  ist  daher  aberall  ange- 
zeigt, wo  keine  grössere  Genauigkeit  gefordert  wird.     Also  bei 
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der  Berechnung  von  Geldbeträgen,  die  das  SOOfache  der  kleinsten 
MfiDze  nicht  Überschreiten ;  bei  allen  approximativen  Kosten* 
berechnungen ;  bei  Berechnung  aller  BalkendimensioneD,  denn  bei 
Annahme  der  FestigkeitscoeMcienten  igt  man  laoge  nicht  des  Vioo 
sicher;  bei  all  den  kleinen  Rechoungeu,  die  der  Conetructeur 
nebenher  auszuführen  hat,  denn  selten  verlangt  er  grössere  Ge- 
nauigkeit. In  all  den  eben  aufgezählten  Fällen  aber  ist  der 
Rechenschieber  absolut  zu  empfehlen,  denn  die  Zeit  der  Rechnung 
wird  erapart  und  Fehler  können  höchstene  beim  Ablesen  gemacht 
werden.  Um  scharf  ablesen  zu  kfinoen,  machen  wir  noch  auf  den 
folgenden  Vortheil  aufmerksam.  Ea  ist  schwer,  direct  einzustellen 
oder  abzulesen,  wenn  auf  beiden  Rändern  Decimalen  zwischen 
den  Theilstriehen  einzuschätzen  sind,  während  es  nicht  schwer 
hält,  auf  einen  Strich  genau  einzustellen.  Man  thut  daher  gut,  die 
eine  Zahl,  und  zwar  diejenige. mit  den  kleineren  Intervallen,  so 
zu  corrigiren,  dass  von  der  anderen  ficala  genau  ein  Theilstrich 
einzustellen  ist.  Es  sei  a  -{-  <f  die  Zahl  auf  der  Seite  der  griSssem 
Intervalle,  d  der  einzuschätzende  Tbeil  zwischen  den  Intervallen, 
immer  •<  0,1.  Diese  Zahl  sei  gegenüberzustellen  a,,  die  ebenfalls 
nicht  genau  mit  einem  Theilstrich  zusammentrifft.    Da  nun 

ist,  so  sieht  man,  dass  sich  die  Stellung  des  Schiebers  nicht 
ändert,  wenn  man  statt  a  -{-  S  und  a,  den  scharfen  Theilstrich  a 

der  corrigirten  Zahl  o,   —    " J_ "j  gegenüberstellt;  die  Correction 

<t'  =^  ~\~~jt  kaun  aber  direct  auf  dem  Schieber  abgelesen  werden, 

denn  aus  -j  =  ~J~i  folgt,  dass  sie  auf  der  Seite  von  a|  der 
Correction  d  auf  der  Seite  von  a  gegeoSber  liegt. 

Beispiel.  Es  sei  312  der  Zahl  743  gegenüberzustellen,  die 
Intervalle  der  Theiletriche  sind  bei  31  grtisscr  als  bei  74,  mithin 
Htelleo  wir  31  ein  und  corrigiren  743.  Wir  stellen  provisorisch 
31  auf  74 : 

0;         1         2  31, 

1,  4,78         74, 

uud  finden  die  zwei  gegenüber  4,78  rund  5,  es  muss  also  743  um 
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5  corrigirt  werden,  wir  haben  daher  den  Theilstrich  31  auf  733  zu 
stellen,  was  jetzt  ganz  scharf  geschehen  kann. 

Umgekehrt  verfahrt  man  bei  dem  Ablesen,  man  liest  bei  dem 
Theilstrich  31  genau  738  ab  und  addirt  die  CorrecHon  5. 

Für  gegenstinimige  Scalen  hat  man: 

In  diesem  Fall  ist  also  die  Correction  nicht  so  bequem,  man 
iiiu»s  erst  a,  auf  S  einstellen  und  die  Correction  bei  a  ablesen: 
0;         1         2  3,1  , 

1;  7,4         4,8         1. 

Ebenso  verhält  es  sich  bei  dem  Einstelleu  von  Zahlen  auf  der 
Sr.ala  1  und  auf  der  üoppelscala  3.  Man  hat  bei  Vernachlässigung 
der  höheren  Potenzen  von  jJ: 

o,  :  (»,  +  J)>  -  «,   -  ^-. :  -,'    und 

Man  hat  also  zuerst  die  Zahlen  aufden  Scalen  0 
undl  einander  gegenüber  zu  stellen,  als  ob  die  Zahl 
«3  nicht  quadratisch  wäre,  und  dann  die  Correction 
zuverdoppelnoderzuhalbii-eUjje  nachdem  sie  auf 
den  Scalen  1  oder  3  Verwendet  werden  soll. 

Diese  Kegel  ändert  sich  nicht,  wenn  die  Schieber  und  Zunge 
gegenstimmig  verwendet  werden. 

Durch  einige  Beispiele  wollen  wir  jetzt  noch  zeigen,  wie  ein- 
fache Formeln  der  Behandlung  mit  dem  Rechcnsohieberangepasst 
werden  und  wie  vortheilhaft  in  gewissen  Fällen  die  Verwendung 
des  Rechenschiehers  i^t. 

Es  genügt  hier  auf  die  Nützlichkeit  des  Rcchenschiebei-s  auf- 
merksam zu  machen,  wenn  innerhalb  der  Genauigkeitsgrenzen 
mehrere  Zahlen  mit  einem  constanten  Verhältniss  zu  multipliciren 
sind.  Man  stellt  das  Verhältniss  ein  und  tabellarisch  stehen  die 
Producte  den  Factoren  gegenüber,  z.  B.  bei  Kostenberechnungen, 
wo  viele  Gegenstände  mit  dem  gleichen  Preis  zu  multipliciren 
sind.  Bei  Gesellschaftsrechnungen  stellt  man  die  Gesanimtmassc 
den  Tolalkosten  gegenüber,  und  allen  Partialquantitäten  stehen 
die  Partialkosten  gegenüber. 
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Bei  Maassreducttonen  wird  die  Verwandlungszahl  d«r  1 
ge^nabergestellt  und  die  gleiche  Längen  bezeichnenden  Maaeee 
sieben  einander  gegenüber.  Auch  zusamniengeBetzte  Maass- 
reductionen  lagsen  sich  auf  diese  Weise  direct  gegenOberBtellen ; 
z.  B.  die  Engländer  geben  den  auf  Flächen  vertheilten  Druck  n-,  in 
Pfunden  von  0,4534  Eilogr.  oder  Tonnen  von  1,0156  tn.  pro  engl. 
D"  TOD  O,"0254  Seitenlänge  an.  Wie  gross  ist  dieser  Druck  n,^ 
in  Kilogrammen  oder  in  Tonnen  pro  1  oCentimeter?  Wir  ver- 
wandeln die  englischen  Pfunde  n^  und  den  engl.  □"  in  ^nz&ei> 
EchesMaaas,  danDmus8derQuotientO,4534  n,  :  2,54^  =  n  Elgr. 
pro  DCentimeter  geben.  —  Werden  also  auf  1  und  3  0,4534  und 
2,54  gegenübergestellt,  so  stehen  die  verwandelten  Mansse  auf  0 
und  1  einander  gegenüber: 

0;         1  14,23         14,7 

1;         0,703         1  1,033 

0,703         1 


Für  Tonnen  hat  man : 


4,45 
0,7 


Ath. 


4,4534, 
2,54     . 


1,016, 
2,54  . 


Auf  dieselbe  Weise  können  Kosten  auf  langen  und  Flächen 
verwandelt  werden  u.  s.  w. 

Wenn  die  Producte  zweier  Zahlen  oder  einer  Zahl  und  eines 
Quadrates  mit  einem  constanten  Gocfficientenznmultiplicirensind, 
so  muss  man  ein  ftlr  allemal  den  reciproken  Coefücienten  aus- 
rechnen, und  kann  dann  unmittelbar  die  Kechnung  mittelst  des 
Schiebers  ausfuhren. 

Wir  stellen  hier  einige  Formeln  zur  Berechnung  geometrischer 
Körper  mit  den  nothwendigen  reciproken  Coefticienten  zusammen. 
Es  bezeichne  d  den  Durchmesser,  u  den  Umfang  des  vorkommen- 
den Kreises,  h  die  Höhe  des  KOrpers,  s  die  Seite,  Länge  der  Er- 
gänzungslinie  seines  Mantels. 
Ftiebenlnhall  Am  UantelB 
eines  Cjlindera  .  .  .  .  ndh        -^  =  0,3163 

PUcbeDinhalt  des  Han- 
lels  eines  MDkreebten 
Kreiskegais 
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fUobenlabalt  dea  Man- 
tela  eines  abgeatumpf- 
ten  lenkrecbteu  Krcia- 
kegeh 

Flächeninhalt  eines  Krel- 


Flächeninhilt  einer  Kn- 


Ciihikiobalt  eines  Kieis- 
ejlindeTS 


Cubikinhalt   uioes  Erela- 
kegele 


CDbikinbalt  einer  Kugel 


- 

0,6306 

- 

'■"' 

- 

0,3 1B3 

- 

1,273 

- 

3,820 

_ 

i,aio 

I2II  —  37,T0 


Treten  an  die  Stelle  der  Kreise  regelmässige  Vielecke,  ge- 
geben durch  ihren  Umfang  und  durch  die  Durchmesser  der  ein- 
oder  umschriebenen  Kreise  rf,  oder  rf„,  so  wird  n  gleich  -^  =;r, 

und  -T-  =  7t,.     Der  Flächeninhalt  des  Vielecks  ist  dann   = 

7^U 


Wir  geben  hier  die  Wertbe  tod  ji,  , 
proken  Wertbe  tod  ^-^  ,  '/<  ti,. 


4  n,  und  die  reci- 


Dreieek,  .  .  . 
Viereek.  .  .  . 
Fünfeck.  .  .  . 
Secbseck  .  .  . 
Siebeneck.  .  . 
Aebteck .... 
Meuneck  .  .  . 
Z ebneck  .  .  . 
Eireck  .... 
ZwBIfeok  .  .  . 
Dreliebaeck  . 
Vieriebneck  . 
Fünfaebneck  . 
Secb-^zcbneck  . 


[   '- 

3,S98 

3,838 

a,939 

3 

3,037 

3,063 

3,078 

3,090 

3,099 
3,106 

8,111 

3,iia    1 

3,isa    ' 

,2311 
,3387 
,S4«0 
,9403 
,3538 
,Sa4G 

,sae8 
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Sind  statt  der  oben  angegebeneD  yolumins  die  Gewichte  der 
Kürper  zu  berechnen,  so  wird  man  am  zweckmäaeigsten  den  reci- 
jiroken  Wertfa  der  specifischen  Gewichte  mit  den  Goefficienten 
verbinden,  um  die  gewünschten  Gewichte  mittelst  einer  einzigen 
Schieberetellung  zu  erhalten.  Für  viele  Stoffe  hat  Herr  „/  F.  Artur, 
lUgle  logarithniique,  Paris  1845"  die  folgenden  Coefficieoten  be- 
rechnet : 

Das  specifische  Gewicht / 

Dessen  reciproken  Werth  zur  Berechnung  von  priema- 

tischen  Stäben  aus  Quersebnittsfläche  und  I^nge  >'  =  1  :  x' 
Zur  Berechnung  vonCylindem  aus  LAnge  und  Quadrat 

des  Durchmessers 4    ;  n/ 

Zur  Berechnung  TonCylindeni  aus  Länge  und  Quadrat 

des  Umfanges 4n  :  / 

Kugeln  aus  dem  Cubua  des  Durchmessers     ....        6    :  n/ 
Kugeln  aus  dem  Gubus  des  Umfanges 6n>:/ 

Auf  Seite  54  und  55  theilen  wir  diese  Coeflicienten  fUr  eine 
Auswahl  von  Stoffen  raitj  und  ftlgen  hier  ein  einziges  Beispiel 
über  den  Gebrauch  bei : 

Beispiel.  Die  Entfernung  der  oberen  und  unteren  Fläche 
zweier  mit  einem  Bolzen  von  S'/j  Centimeter  za  verbindenden 
Balkenflächeo  beträgt  66  Centipieter.  Wie  viel  wiegt  der  Bolzen? 

Fttr  Kopf  und  Mutter  gebe  man  den  20fachen  Durchmesser, 
4 
also  50  Centimeter  zu.     Den  Coefficient  — ,  ist  fUr  Eisencylinder 

gleich  0,1635. 

u  k-  u     .  11        A.    0.25».  11,6 
Scbieberstellung  ftlr  — Try^ar "  '■ 

0;  444  Inhalt, 

1;  116  1634  Länge, 

2 ;  1  25  Durchmesser. 

Charakteristik  2 :  .  9  —  9  +  1  =  0. 
Der  Bolzen  wiegt  demnach  4,44  Kilogramm. 
In  sehr  vielen  Fällen  genUgt  die  Genauigkeit  des  Rechen- 
Schiebers  zur  Berechnung  von  Aufgaben  aus  dem  Wasserbau ;  die 
anzuwendenden  Erfafarungscoefticienten  bieten  in  der  Kegel  keine 

Geoanigkeit  von   ^^;,  also  genUgt  der  Rechenschieber ;  und  es 
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6.  Ueber  den  Gebrauch  der  geweholicfaen  Rechen»ehieber. 


Keci- 
Speci-     ■   prokeB 


Cjllndflr         II  Kugel 

nusjiedrnckt  doruh     HUBg^drückt  durch 
',    das  Quadrat  des    !|     den  Cubus  des 
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Oewicht.iOe»lcht'l„eMer8 
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56  y>»a  KrAphlBche  ReeliDeo. 

ist  eine  llluaioD,  wenn  man  glaubt,  genauer  rechnen  zu  können. 
Wir  geben  bier  einige  Andeutungen  über  diese  Verwendung  des 
Schiebers. 

Es  sei  die  Geschwindigkeit  des  Waeaers  in  Flttsscn  und  Ca- 
nälen  mitteht  der  Formel 


"  =  -K7-7 


zu  berechnen. 

Wir  betrachten  dieScalaSals  die  der  wirklichen  Logarithmen, 

stellen  dem  kj  das  /,  gegenüber,   fttgen  dann  dem  A,  dem  Ende 

des  Linienzuges,  die  aufl  mit  dem  Zirkel  abgegriffene  Logarithmen- 

]/~F 
differenzi/  —  bei  und  erhalten  dann  auf  3  die  Geschwindigkeit  v. 

er  Boppelscala  erhalten  wird,  so  l 
aUber  auf  0  die  1  von  1  gegenUbere 
g^nUber  auf  0  die,Wassermasse  Q. 

d  Qkhl  gegeben   und  durch  Prob 


Da  diese  auf  der  Boppelscala  erhalten  wird,  so  kann  man  sehr 
genaa  ihr  gegenüber  auf  0  die  1  von  1  gegenüberstellen,  und  er- 
hillt  dann  F  gegenüber  auf  0  die.Wassermasse  Q. 

F 

Häufig  sind  Qkhl  gegeben   und  durch  Frobiren  sollen  — 

bestimmt  werden.    Dann  verbinde  man  zunächst  k  1/ 


m)  n- 


Zahl,  und  berechne  dann  direct 

Statt  deeCoeffieientenAverwendet/rmftffcA  den  GuefficienteD 
C.    Alsdann  besteht  die  Beziehung: 

aus  der  für  verechiedene  Werthe  von  C  der  Rechenschieber  am 
Übersichtlichsten  die  entsprechenden  von  k  liefert,   denn  stellt 
man  der  Zahl  ig  =  19,62  auf  0,  die  1  resp.  10  von  1  gegentlber, 
HO  stehen  auch  den  i  auf  1  die  k  auf  3  tabellarisch  gegenüber. 
Zur  Berechnung  der  Höhe  h  aus  Gleichungen  von  der  Form : 

bilde  man  den  Linienzug  -f-l  und  füge  das  Verhältniss  ^niitdem 
Zirkel  bei. 

Zur  Berechnung  von  Formeln  von  der  Form ; 
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6.  Veber  den  Gebranch  äri  gewEbnlichen  RecbeDauhiuliur.  57 

nehme  man  Af  in  Zirkel,  indem  man  k'  direct  auf  dem  Schieber 
halbirt,  und  addire  es  zum  Linienzug    \,     . 

Man  flieht  aas  diesen  Beispielen,  wie  mit  Hülfe  des  Zirkels 
die  Reihe  der  Aufgaben  erweitert  werdeo  kann.  Ueberhaupt  kann 

man  ein  hcliebigea  Verhältniss  —  in  Zirkel  nehmen,  nach  Nr.  2 
S.  11,  mittelst  des  SiousYerhaltnisaes —  die  Grösse  lg  (  — )" 

bilden,  zu  irgend  einem  der  mSglicheo  Linienztlge,  z.  B.  zu  —-b 

addiren  oder  subtrahtren,  und  so  Werthe  der  Ausdrtlcke  der  all- 
gemeinen Form: 


direct  und  auf  kürzestem  Wege  berechnen. 

Auch  wiederholen  lassen  sich  diese  letzten  Verbältnisse,  so 
dass  man  auch  mit  I  — I^Pb  alle  Zahlen  und  Verhältnisse  nml- 

tipliciren  kann.  Hat  man  eine  mehrfach  wiederholteMultipliration 
einer  Potenz  mit  einem  constanten  Verhältniss  auszuführen)  so  ge- 
schieht dies  am  zweckmässigsten  mittelst  Maassstäben ;  solche 
MaasMtäbe  sind  bei  englischen  Schiebern,  die  wir  in  der  nächsten 
Nummer  beschreiben  wollen,  für  die  i^ioszahlen  1,U5  an  den 
Maaosstäben  so  angebracht,  dass  man  ohne  Hltlfe  des  Zirkels  oder 
Fapierstreifeos,  jede  Zahl  mit  denPotenzen  dieser  Zinszahl  niulti- 
pliciren  oder  dividiren  kann. 

Noch  weitere  Vorkehrungen,  die  zur  Erweiterung  des  Ge- 
brauches der  Kecbenschieher  dienen,  werden  wir  in  der  folgenden 
Nummer  kennen  lernen. 
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Uhh  ijrapliiscbo  Rechnen. 


9.  Verbesaerte  Becben  Schieber. 

Hiev  wdllcu  wir  einiger  Verbesserungen  erwähnen,  die  man 
:in  <]cn  HechenBcliiebcrn  »ngehnicht  hat,  um  sie  entweder  im  All- 
gemeinen, oder  für  specicile  Zwecke  brauchbarer  zu  macheu. 

In  der  Ict/.len  Zeit  haben  Tavemim-  und  l^'hioy  in  Paris  (3!l 
nie  de  Babylone)  die  der  Scola  3  gegenüberliegende  einfache 
Scala  I  durch  eine  DoppelHcala  ersetzt,  so  dags  jetzt  auch  die 
Zunge  »uwohl  die  einfache  als  auch  die  dojipcllc  Scata  trägl. 
(Fig.  30.)     Bei  dieser  Anordnung  aber  wäre  es  nicht  mehr  mfig- 

Plff,   SS. 


^S.Wi\ 


lieh,  bei  gleichstimmigen  Hcalen  die  einfache  Scala  der  Doppel- 
Bcala  gegenüber  zu  stellen,  wenn  nicht  durch  einen  beweglichen 
Index  (siehe  die  Figur)  dafür  gesorgt  worden  wäre,  die  Zahlen 
vun  irgend  einem  Kand  auf  den  anderen  zu  übertragen.  Üerlndcx 
kann  auf  dem  Stabe  vcrscliuben  werden  und  die  Zunge  bewegt  sich 
liohl  unter  demeelben ;  in  irgend  einer  Stellung  geben  die  ätriche 
auf  den  zwei  kleinen  Zeigern  gegenüberstehende  Zahlen  auf  den 
4  Kändero  an. 

Durch  diese  .Venderungen  wurden  die  folgenden  Vortheile 
erzielt.  Unter  den  Nr.  7  S.  44  als  miSglich  angegebenen  Opera- 
tionen linden  sieb  nicht  die  beiden  folgenden: 


'"'•i.^i''' 

die  jet/.t  uuL'h  möglich  sind. 

.Scbicberstellung: 

0;         I 


und 
Z.U.: 
und 


,  =  -?■  Vir 


*.-4/9- 
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9.  Verbesserte  KecheneL'liieber.  59 

Im  er8t«D  Beispiele  liest  man  mittelst  des  Zeigers  der  3  auf 
äcala  2  gegenüber  27,5  aof  0  (genau  27 */ie)  ab,  die  Charakteristik 
ist  °=i  1,  weil  der  UnicDZUg  Über  die  erste  Bcata  hinauBfällt.  Im 
zweiten  Beispiele  liest  man  der  ü  auf  Scala  1  gegenüber  5,25  auf 
3  ab.  Im  letzten  Falle  werden  2  und  3  als  Scalen  und  0  alsHalb- 
uder  Wurzelscala  betrachtet  Uebcrhaupt  kann  man  jetzt  Quadrate 
und  Zahlen,  oder  Zahlen  und  Wurzeln  in  jeder  beliebigen  Weise 
verbinden. 

Dadurch,  dass  man  den  Nenner  =  1  werden  iRsst,  kann  man 
auch  4te  Potenzen  und  biquadratische  Wurzeln  bilden.  Das  letztere 
geschiebt,  analog  dem  beim  Ausziehen  der  Cubikwurzel  beobach- 
teten Verfahren,  ebenfalls  am  zweckmässigsten  durch  Umkehi-ung 
der  Scaleu,  Man  verschiebt  den  Zeiger,  biserauf  der  umgekehrten 
Scala  2  (die  jetzt  nicht  mehr  der  Scala  3,  sondern  der  Scala  0 
gegenüber  liegt)  und  auf  der  Scala  3  gleiche  Zahlen  indicirt. 

FUr  eine  und  dieselbe  absolute  Zahl  kanu  dieses  auf  vier  ver- 
schiedene Weisen  geschehen,  je  nachdem  die  Oliarakteristik  gleich 

einer  ganzen  Zab!  +    -  gleich  ist,  wo  idic  vier  Zahlen  0  12  3 
bezeichnen  kann. 

Bei  Gbarakteiistiken  ohne  Brüche  Überragt  die  gegeustimniig 
aogclegte  Zunge  den  Stab  links  um  mehr  als  eine  kurzeScala  und 
das  Zusammentreffen  findet  statt  zwischen  1  und  1,7783.   Mit  den 

1  3 

BrltchcD  -|-  -j-  oder  —  ~—  Überragt  die  Zunge  links  um  weniger 

aU   eine  kurze    Scala,    und   das  Zusammentreffen  findet  statt 

zwischen  1,7783  und  3,1623.     Milden  Brüchen  + -j-   tiberragt 

die  Zunge  rechts  um  weniger  als  eine  kurze  Scala  und  das  Zu- 
saDiroentreffen  findet  statt  zwischen  3,1623  und  5,6234;  endlich 

mit  den  Brüchen  +  -j-  oder  —  -^  Überragt  die  Zunge  um  mehr 

als  wie  eine  kurze  Scala  und  das  Zusammentreffen  findet  statt 
zwischen  5,6234  und  10. 

A     ■    _i 

Auf  diesen  Recheascbiebem  können  jetzt  auch  direct  a '  und  a  ^ 

gebildet  werden.   Bei  gegenstimmigerZunge  stehen  direct  auf  den 

jetzt  aDliegeuden  3  und  1  gleiche  Zahlen  gegenüber,  deren  Cubus 

gleich  der  4teo  Potenz  der  auf  2  und  3  mittelst  Zeiger  gegenUlter- 
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()0  Dse  grapblache  Sechnen. 

stehendeo  gleicbcu  Zahlen  ist.  Selten  kfinnen  die  beiden  Gegen- 
Uberstellungeo  gleiclizeitig  stattfinden,  und  es  wird  meistens  die 
Zunge  um  eine  Doppel  scalenlänge  verschoben  werden  mUssen, 
z.  B.  8'  =  16» 

0  ;  4,1         4,1  10        1 

2  i  2,53  10  8 

1  j  l,ti         1  l 

3  ;       1        1,6  2,53  6,4       8       10 

Ende 

Stellt  man  auf  3  und  1  die  Zahlen  1,6  gegenüber,  so  liest  man 

auf  0  die  Zahl  4,1  mit  der  Charakteristik  3,  also  4100  (genau  4096) 

ab.     Das  Ende  des  Stabes  reicbt  jetzt  nur  bis  6,4  der  Scata  3. 

Das  Zusammentreffen  der  Zahlen  auf  2  und  3  findet  jetzt  bei  2,53 

statt.    Laut  Obigem  muss  aber  wegen  der  Charakteristik  -y  das 

Gegenüberstehen  zwischen  5,623  und  10  gesucht  werden,  man 
muBB  also  mit  Pesthalten  des  Endes  der  Zunge  bei  6,4  auf  3  mit- 
telst des  Zeigers  so  die  Zunge  um  ihre  ganze  Länge  verschieben, 
daes  sie  den  Stab  um  mehr  als  eine  Scala  Überragt,  dann  findet 
man  das  Zusammentreffen  bei  8. 

Als  eine  wirkliebe  Verbesserung  ist  der  angebrachte  Zeiger 
zu  betrachten,  der  gestattet  auf  der  einen  Scala  eine  Zahl  zwischen 
den  Theilstricben  zu  markiren  und  eine  andere  ebenso  ungerade 
Zabl  genau  einzustellen;  er  macht  also  die  Nebenrechnungen  von 
Nr.  8  S.  49  ganz  Uberflllssig.  Leider  steht  der  Zeiger  nicht 
immer  ganz  senkrecht  auf  den  Scalen.  Ein  anderer  Nacbtbeil 
gegen  früher  bestellt  darin,  dass  man  jetzt  nicht  mehr  Zahlen  ta- 
bellarisch einander  gegenüberstellen  kiinu,  deren  Pruduct  constant 
ist,  die  Ucbertragung  muss  mittelst  de«  Zeigers  geschehen,  weil  in 
gegenstimmiger  Lage  der  Zunge  die  gleich  eingetfaeilten  Scalen 
nicht  mehr  aneinander  liegen.  Auch  muss  noch  bemerkt  werden, 
dass  trotz  des  höheren  Preise»  die  neueren  Schieber  schlechter  aln 
die  älteren  der  gleichen  Fabrik  gearbeitet  sind. 


10.  Trigonometrische  Eeclienschieber. 

Auf  der  Rückseite  (Fig.  36)  in  der  Mitte  der  Zunge  befindet 
sich  der  Maassstab,  in  welchem  die  Doppelscala  aufgetragen 
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ei 


worden  ist ;  sie  ist  so  eingerichtet,  daas  wenn  man  die  Eina  einer 
Zahl  auf  dem  unteren  Rand  des  Stahes  gegenüberstellt,  das  Ende 
des  Stabes  auf  der  Rückseite  der  Zunge  den  lg  markirt.  Die  bei- 
den Ränder  der  Zunge  tragen  die  lg  sin  und  lg  Ig  im  Maassstab 
der  einfachen  Scala  für  die  Charakteristik  von  S  bis  l.  Die  sinus 
beginnen  daher  bei  34'22",7  und  Bchliessen  mit 90»  (siehe  Fig.  36), 


die  Tangeuten  aber  beginnen  mit  34',  32",3  und  schliesBen  mit45". 
Leider  ist  die  Eintheilung  dieser  trigonometrischen  Ränder  eine 
gargrobe.  Bis  10"  ist  sie  nurvou  10  zu  10,  während  das  Intervall 
zwischen  40'  und  50',  30  der  lutei-valle  zwischen  1,4  bis  2  enthält, 
es  könnten  also  hier  ftiglich  halbe  Minuten  noch  angegeben  wer- 
den, und  an  ein  genaues  Einstellen  ist  also  hier  gar  nicht  zu  den- 
ken, auch  am  Ende  ist  die  Einstellung  keine  sehr  genaue  mehr, 
zwischen  50"  und  60*  sind  noch  10  Theilstriche,  dann  kommen 
nur  mehr  3  im  ganzen  fUr  75o,  80°  und  d(y  ror,  es  darf  also  inner- 
halb dieser  Strecken  nicht  mehr  proportional  eingeschaltet  wer- 
den. Nimmt  man  also  diesen  Theil  aus,  so  kann  man  nach  dem 
Umdrehen  der  Scala,  so  daas  der  untere  Theil  oben  liegt,  Zahlen 
aus  Sinus-  und  Cusinuaverbältnissen  mnltiplicireu ,  also  viele 
trigonometrischen  Aufgaben  Itisen.  Decken  sich  gerade  die  beiden 
Scalen,  so  stehen  den  Graden  ihre  Sinus  gegenüber. 

Bezüglich  der  Tangenten  kleiner  Winkel  gilt  das  Gleiche  als 
wie  von  dem  Sinus,  von  10"  ist  der  Maassstab  von  20'  zu  20',  von 
20"  an  bis  zu  dem  Ende  bei  45"  von  '/a"  *"  '/»**  eingetheilt.  Be- 
quem kann  mau  jetzt  eigentlich  nur  mit  Tangentenrerhältnissen 
zwischen  2"  und  45"  multipliciren.  Liegt  der  Winkel  45"  zwischen 
den  Winkeln,  deren  Tangentenverhältnisse  man  bestimmen  will, 
m  setzt  sich  der  lg  zusammen  aus  der  Strecke  der  Tangenten- 
Bcala  vom  kleineren  Winkel  bis  zum  Ende  bei  45",  -f-  der  Strecke 
von  hier  rUckwHrts  bis  zum  Complement  (Ergänzung  zu  90")  des 
grösseren  Winkels.  Diese  Summe  lässt  sieb  nun  zwar  mit  dem 
Zirkel  herstellen,  allein  sie  ist  in  der  Regel  umständlich  zu  be- 
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handeln,  bei  grosBen  Winkeldifferenzen  umfaeat  sie  4  Scalen- 
längen;  man  muss  also  iouerst  1  bis  3  Scalenl&ngen  abziehen, 
ebenso  viele  Einheiten  zur  Charakteristik  addireo,  und  dann  erst 
kann  niao  mit  dem  Rest  als  Tangeatenvediältuiss  operiren.  Das 
ist  sehr  umatUndlich,  und  wir  haben  daher  immer  nur  die  aller- 
einfachsten  trigonometrischen  Rechnungen  mittelst  des  Rechen- 
schiebers ausgeführt,  z.  B.  wenn  die  Tangentenscala  die  beiden 
einfachen  Scalen  deckt,  so  stehen  den  Graden  die  Tangenten 
gegenüber,  10"/o  Steigung  entsprechen  5''43  {genau  b", ^'2,86") 
Elevation.  Wieviel  Graden  entspricht  eine  Steigung  von  2  met. 
auf  30  und  auf  3  met.?  Charakteristik  8  und  9.  Um  beide  Auf- 
gaben gleichzeitig  lösen  zu  können,  stellen  wir  das  Ende  der 
Tangentenscala  der  zweiten  3  gegenüber.  Siehe  hier  die  Stellung, 
worin  wir  den  Ursprung  der  Tangentenscala  mit  34',  das  Ende 
mit  450  bezeichnen. 

0  1  2  3  10  20        30      1 

Tg     34'     10,54     30,49     5«,43     180,25     33o,45     45 
Dann  giebt  die  zwischen  34'  und  5,43  stehende  2  den  zur 
Charakteristik  8  (tg  =  ^)  gehörenden  Elevationswinkel  3049' 

(genau  3*  48' 49")  und  die  zwischen  5",  43  und  45»  stehende  2  den 

2 
zur  Charakteristik  9  (tg  =        oder  l'/^malige  Böschung)  gehö- 
renden Winkel  von  33"45'  (genau  33o41'24").     Endlich  ist  noch 


Elevationswinkel  von  \^,5i'  (genau  l''54'33")  und  18» 25'  (genau 
18«  26' 6")  gegenüberstehen. 

Ueberhaupt  stehen  allen  Winkeln  die  Hüben  gegenüber, 
welche  sie  am  Ende  einer  Basis  30  abschneiden  wQrden.  ^ 

Um  endlich  auch  die  trigonometrischen  Functionen  von  Win- 
keln unter  34' 23"  berechnen  zu  können,  ist  auf  der  Scala  0  die 
reciproke  Länge  von  1'  und  1"  oder  die  Zahl  der  Minuten  und  Se- 
enndon, die  auf  ilen  Halbmesser  geben,  nämlich  ^437, 75  und 
20li265  markirt  (nützlich  wäre  es,  auch  noch  die  Zahl  der  Qrade 
57,29lj  zu  markiren,  unsere  Figuren  sind  jedoch  zu  klein,  um 
irgend  eine  derselben  anzugeben).  Da  bis  zu  einem  Grad  sin  und 
tang  erst  in  der  4.  Stelle  ubwoichen,  so  darf  man  unter  dem  Grad 
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bei  BechenBchiebern  füglich  statt  sin  und  tg  den  Bogen  Dehmen. 
Wir  kQnnen  jetzt  eine  beliebige  Zahl  von  Minuten  und  Secunden 
mit  einem  Radius  multiplicireo,  z.  B.  wie  lang  Bind  n  Minuten  auf 

einem  Bogen  von  300  niet.  Radius;  wir  bilden  — --  --,-  Scbieber- 
stellung : 

0;        1        1,745        3        5,24        8,73 
1;      11,45        20         (1')         60  100' 

Mit  BerttcksichtiguDg  der  Charakteristik  3  von  1:1' sieht  man  also, 
dass  bei  300  met  Radius  1  Meter  11,45  Minuten  enthält,  und  dass 
dann  die  Minutenzahlen  ihren  Längen  tabellarisch  gegenUber- 
»tehen.     60'  oder  1"  hat  eine  Länge  von  ö,24  Meter  u.  s.  w. 

Aus  der  Differenz  der  zuerst  abgelesenen  und  dann  genau  be- 
rechneten Winkel  sieht  man,  wie  wenig  zuverlässig  diese  Able- 
sungen, trotzdem  dass  wir  doch  einige  Uehung  darin  besitzen, 
sind.  Durch  bessere  Eintheilung,  namentlich  des  unteren  Tbeiles 
der  Scala,  wird  sich  die  Genauigkeit  etwas  vergrfieeem  kOnnen, 
immerhin  nicht  sebr  erheblich.  Denn  diese  nur  scheinbare  Un- 
genauigkeit  hat  in  etwas  Anderem  ihren  Grund :  wir  messen 
Langen  mit  sehr  grob  eingetheüten  Maassstäben,  z.  B.  Ketten 
mit  Gliedern  von  ,20  oder  ,50  met.,  Winkel  dagegen  immer  mit 
höchst  fein  eingetbeilten  Instrumenten,  auf  denen  die  Tbeilstriche 
nur  mit  Lupen  abgelesen  werden  können;  bei  der  Verbindung  von 
Längen  und  Winkel  werden  also  von  den  letzteren  mehr  decimale 
als  von  ersteren  gegeben,  und  deshalb  scheinen  nur  die  Ablesun- 
gen der  Winkel  weniger  genau.. 

Beispiel  Die  drei  Winkel  eines  Difierke  Find  50°,  70»  oud  60«,  die  10» 
e«een  überliegen  de  Suile  hat  eine  Lfingc  von  800,   welches  iat  die  LSnge  der  der 

M.in  stelle,  siehe  aacb  Figur  36,  die  70»  der  6  gegenfitier,  dann  liest  msn : 
1  48S  bSS  6uo  10 

50»  60»  70»  90» 

der  50^  gegenüber  488,  und  der  60°  gegenüber  G5I  ab. 

Mit  Vortheil  werden  Rechenschieber  auch  bei  Messtisch- 
aufnabmcn  mittelst  Distanzmessern  benutzt,  um  die  in  der  Stei- 
gung gemessenen  Längen  auf  den  Horizont  zu  reduciren  und  um 
die  Höhendifferenz  der  Endpunkte  zu  bestimmen.  Ungemein  ein- 
fach  sind  die  Rechnungen,  wenn  die  Distanzlattc  durch  den  Ge- 
hulfen  mittelst  eines  Visirs  senkrecht  auf  den  Sehstrahl  des  Mees- 
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tiacheB  gestellt  wird;  io  dieBem  Fall  bat  man  einfach  die  ab- 
gelesene LÄnge  mit  dem  sio  und  cos  zu  multiplieiren,  was  keiner 
weiteren  Erläuterung  bedarf  und  dtrect  mittelst  jeden  Rechen- 
schieberB  ausgefUhrt  werden  kann. 

Für  Geometer,  welche  diese  Operation  hundertmal  jeden  Tag 
zu  verrichten  haben,  wird  es  zweckmäHsig  sein,  sich  den  8tab 
eigens  fUr  diese  Zwecke  conBtniiren  zu  lassen.  Eb  geschieht 
dißs,  indem  man  die  allerletzten  Theilstrtche  der  Sinusscals  mit  den 
Complementgraden  versieht,  also  statt  41)°  50o  60». . .  90»,  45»  40" 
300  Qo  schreibt,  denn  man  hat  ja  äusserst  selten  Elevationswinkel 
llber  450  zu  beobachten;  dann  erBtrecken  sich  auf  der  Doppelscala 
links  tlber  1,8  Scaleolängen  die  Sinus  für  die  Elevationswinkel, 
und  rechts  ttber  0,2  Scalenlängen  die  Cosious  fQr  die  Keductionen 
auf  den  Horizont.  Um  jederzeit  in  einer  einzigen  Stellung  sowohl 
sin  als  auch  cos  ablesen  zn  können,  mUssen  links  jenseits  der 
34' 23"  noch  einige  Cosinustheilstriche  angebracht  werden;  streng 
genommen  sind  sie  nur  bis  zum  sin,  dessen  Ig  =  9  ist,  also  bis 
5*>  43'  nothwendig,  um  z.  B,  cos  5*'  ablesen  zu  können,  wenn  5,20' 
auf  98  steht,  sind  sie  nothwendig,  weil  dsnn  das  Ende  rechts  die 
Seala  der  Zunge  den  Stab  überragt.  Da  cos  10»  =  sin  80»  ==.  ,984» 
ist,  so  ist  es  jederzeit  möglich,  diese  wenigen  Theilstriche  ohne 
Verlängerung  des  Instruments  auf  der  SbtHa  noch  anzubringen. 

In  der  Schweiz  werden  gewöhnlich  die  Latten  nicht  senk- 
recht auf  den  Visirstrahl,  sondern  vertical  gestellt.  Statt  der 
Länge  2a'  liest  man  dann  laut  Fig.  37  die  I^nge : 

cos  rf         ,         cos  d      \  2  a' 


Vc( 


(e  +  ^  +  eos'Cs  -  Jj/ 


COSf  (l-tg»rftg»*) 
ab.  Die  directe  Entfer- 
nung istalso gleich  acosc, 
wenn  man  die  sehr  kleine 
Grösse  tg»if  tg>«  der  1 
gegenüber  vernachlässigt, 
was  auch  füglich  ge- 
schehen kann,  weil  der 
durch  die  beiden  äuaser- 
sten  Fäden  des  Kreuzes 
bezeichnete  Winkel  2  J 
sehr  klein  ist. 
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Ea  ist  demnach  die  auf  den  Horizont 

reducirte  lüoge  gleich     ...  a  cob*  t, 

uud  die  Htihendiffereuz  gleich     .     .  a  cos  s  &m  e  =  a  ,  */,  sin  2f. 

Zur  Berechnung  dieser  Ulngen  kjiunte  ein  Schieber  wie 
Fig.  38  eingerichtet  werden. 


iC      f      I 

Flg.  »8. 

L^^,,,;iiiTMvr,r,T/i^,^i/^Miiii.ii mj.iTi1iIJ^, 

Der  obere  Rand  des  Stabes  enthalte  wie  gewöhnlich  zwei 
Zafalenscalen.  Auf  den  Rand  der  Zunge  können  fttr  die  Chaiak* 
teristiken  8  bis  1,  die  Werthe  Ton  Log  4  sin  2  a  aufgetragen  wer- 
den. Die  Winkel  beginnen  mit  ^  arc  (sin  =  0,02)  =  34' 23". 
iure  (sin  ■=•0,2)  =  5"46'6i"  trifflauf  das  Ende  der  ersten  Scala, 
45'*  endlich  auf  die  5  derStenScala.  Es  ist  das  das  Ende  derZun- 
geoscala,  denn  die  Function  kann  nie  grfiaser  als  \  werden.  Ist 
der  EleTationswinkel  grösser  als  wie  45",  so  ist  die  Höhendifferenz 
auf  dem  Complement  des  Winkels  abzulesen,  weil  1  sin  2  (■45  +  6) 
=  \  cos  2e  ist.  Der  freie  Raum  zwischen  45"  und  dem  Ende  der 
Scaia  genügt,  um  die  cos^  von  45"  bis  0"  aufzutragen.  Durch 
Verschieben  der  Zunge  nach  links  und  Einstellung  des  äusseraten 
Endes  rechts  der  Zunge  in  die  2te  Scala  des  Htabes  ist  es  immer 
möglich,  alle  Grade  der  Sinusscala  über  5"46'6j  "ahzulcsen,  und 
die  ganze  Oosinusscata  liegt  am  Stab.  Sind  die  Daten  aber  der- 
art, dass  Winkel  unter  5" 46'  hohen  Zahlen,  z.  B.  99  gegenüber- 
gestellt zu  stehen  kommen,  wie  es  bei  Entfernungen  1  10  100  und 
darüber  vorkommt,  so  kann  die  Einstellung  nur  dadurch  ge- 
schehen, dass  die  Zunge  nach  rechts  geschoben  wird.  In  diesen 
Fällen  liegt  aber  die  Cosinusscala  rechts  jenseits  des  Stabes,  und 
es  kann  auf  ihr  nicht  mehr  abgelesen  werden ;  um  also  ohne  wei- 
tere Verschiebung  der  Zunge  auch  die  hiezu  gehörigen  Cosinus 
ablesen  zu  können,  müssen  auch  am  linken  Ende  Cosinustheil- 
slriche  für  mindestens  5",46'  angebracht  werden.  Der  Abrundung 
wegen  wird  man  hier  die  Theilstriche  zwischen  cos^  XQ"  und  1 


D.gitizecbyG00glc 


66  I>u  graplüBChe  Kecbnen. 

noeb  anbriDgen;  und  mas  ist  jetzt  im  Staude,  mittelst  einer  ein- 
zigen Einstellung  sowobl  Keduction  auf  den  Horizont  als  auch  die 
H&bendifferenz  der  Stationen  abzulesen. 

lieber  den  Zahlen  des  Stabes  befindet  sich  noch  eine  grobe 
Eintbeilung  mit  weit  7on  einander  entfernten  Theilstricben,  sie 
giebt  die  an  der  Höhendifferenz  anzubringende  Correction  wegen 
Rundung  der  Erde  und  Kefraction  bestimmt  nach   der  Formel 

,0672  j    „ -  „  I  an;  unter  dem  Hectometer  bei  der  Seala  links  und 

Kilometer  bei  der  Scala  rechte  liest  man  die  Refraction  in  ctm. 
links  und  in  dezm.  rechtsab.  In  der  Meinung,  dass  auf  diese  Weise 
höchstens  Distanzen  von  2  kim.  in  ßetracht  kommen  können, 
wurde  bei  2000  met.  rechts  abgebrochen,  dagegen  nach  aussen 
300  met.  (statt  3000)  angegeben,  unter  denen  man  die  Refraction 
in  Millimetern  abliest  Diese  Scala  gilt  natürlich  nur  für  Meter- 
maasB.  Ans  der  Natur  der  Sache  gebt  herror,  dass  diese  Scala 
nichte  anderes,  als  die  um  ,0672  verschobene  Doppelscala  ist. 
Bei  der  Benutzung  ist  darauf  zu  achten,  dass  der  anvisirte  Punkt, 
mag  auf-  oder  abwärts  visirt  worden  sein,  um  die  Correction 
tiefer  liegt. 

Beispiel.  Man  habe  auf  der  Latte  120  met.  (oder  1200) 
abgelesen.  SchieberBtellung  wie  Fig.  38  bei  Elevationswinkeln 
unter  20*.  Dann  liest  man  vor  der  0  links  den  Elerationswinkeln 
gegenüber  die  reducirte  Länge  ab:  z.  B.  16<>  gegenflber  110 
und  auf  der  Hauptscala  den  16"  gegenüber  die  Höhendifferenz  32. 
Die  Refraction  mit  1  mm.  bei  120  m.  kann  füglich  vernachlässig:! 
werden,  bei  1200  m.  aber  beträgt  sie  10  ctm. 

Auch  jenseits  22°  kann  in  der  vorliegenden  Stellung  noch 
abgelesen  werden.  Würde  man  die  Zunge  um  eine  Scalenlänge 
nach  links  verschieben,  dann  könnte  man  für  alle  Neigungswinkel 
zwischen  4^55'  und  45**  ablesen.  Diese  Stellung  wäre  eigentlich 
die  riebtigere,  wir  konnten  sie  Jedoch  Fig.  38  nicht  darstellen, 
weil  wir  die  ganze  Zunge  zeigen  wollten.  Bei  der  Arbeit  wird 
man  über  die  Art  der  Einstellung  nie  in  Zweifel  sein  können ;  bei 
Neigungswinkeln  unter  5°  ist  das  linke  Ende  in  die  Scala  links, 
und  bei  giUsseren  Winkeln  das  rechte  Ende  in  die  Scala  rechts 
zu  stellen. 
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11.  Eechenschieber  fflr  specielle  Zwecke. 

Wenn  Zahlen  aehr  häufig  mit  beBtimmten  Coefficienten  multi- 
plicirt  werden  mttasen,  so  wird  beinahe  jeder  Irrthum  bei  der  Be- 
rechnung soBgeachloeseD,  wenn  auf  der  einen  der  Scalen  nuv  diese 
2^blen  beibehalten  und  acharf  durch  elneD  einzigeaStricb  markirt 
nerdeo.  So  fand  ich  einstens  oben  bei  der  Gicbt  einea  engliscben 
Hocbofena  einen  Kecbenatab  angebracht,  auf  deaaen  beweglicher 
Zange  nur  3  Striche  zu  aehen  waren,  bezeichnet  mit  den  Namen 
,Erz,  Kohle,  Flusa".  Die  Arbeiter,  welche  dafür  zu  sorgen  hatten, 
dass  diese  Ingredienzen  immer  in  den  richtigen  Verhältniasen 
aufgegeben  wurden,  wogen  die  ankommenden  Erzwagen  ab, 
stellten  den  betreffenden  Tbeilatrichauf  das  Gewichtein,  und  kono- 
ten  dann  unmittelbar  bei  den  zwei  anderen  Tbeilstrichen  die  ent- 
sprechenden Gewichte  von  Brennmaterial  und  Fluasmittel  ablesen. 
VoD  dem  Arbeiter  wird  dabei  nichts  verlangt,  als  wie  die  Fähig- 
keit, richtig  ablesen  zu  kdnnen. 

Auch  in  England  findet  man  Rechenschieber,  durch  welche 
bei  kleineren  Käufen  die  Verwandlung  der  Pennies  in  Schil- 
linge, sowie  die  der  Unzen  in  Pfunde,  d.h.  die  Multiplication  mit 
1 


^'"  T 

iT  i'ril' 

1 

.«sHi^ 

)''i  'I' 

t'i''V'Iii',l'I"J"i'"'i''', 

raffl 

te"l 

1^  ' 

3 — r 

■  i  -1  ri-i-.  ;.'rt'ii"',i' 

''i  'ii'A 
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Pig.  39  stellt  einen  solchen  dar ;  der  Scala  3,  siehe  die  Figur, 
ist  der  Preis  in  Pennies  gewidmet,  sie  reicht  von  2  bis  25 
Penniea  und  ist  noch  in  '/«  Pennies  eingetheilt.  Die  Scala  2  der 
Zunge  trägt  nur  einen  scharf  markirten  Strich,  der  auf  den  Preis 
eingestellt  wird.  1  der  Zunge  ist  die  Gewiehtascala ,  sie  reicht 
von  2  bis  36  Iha  und  ist  auf  ihre  ganze  Länge  von  ,32  met.  in 
Via ,  d.  h,  in  Unzen  eingetheilt  (in  der  Figur  konnte  dies  wegen 
des  kleinen  Maaseatabes  nur  theilweiae  geschehen).  Die  oberate 
Scala  0  des  Schiebers  trägt  die  Kosten  in  Schillingen,  und  ist  auf 
ihre  ganze  LÄnge  in  Pennies  eingetheilt  (anch  dies  konnte  Fig.  39 
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nicbt  gescbehen).  Die  Operation  ist  jetzt  höchst  einfach  und  be- 
darf kaum  einer  Erklärung ;  es  wird  daB  Zeichen  auf  den  Preis 
gestellt,  und  man  liest  dem  Gewicht  der  Waaren  gegenüber  deren 
Kosten,  oder  den  Kosten  gegenüber  das  Gewicht  der  Waare  ab; 
und  umgekehrt,  denn  stellt  man  die  Kosten  der  Waare  gegeuBber, 
80  erhält  man  unter  dem  Zeichen  auf  3  deren  Einheitspreis. 

Diese  Art  Rechenschieber  wird  wohl  nicht  mehr  construirt 
werden,  sobald  das  Decimalsjstem  eingeführt  sein  wird,  immerbin 
kann  man  sich  Verhältnisse  denken,  wo  für  technische  und  land- 
wirtbschaftliehe  Zwecke  ähnliche  Coßstructionen  gut«  Dienste 
leisten  können. 

Ein  moderner  Rechenschieber,  ebenfalls  aus  England,  ähnlich 
Fig.  40,  dient  zur  Verwandlung  der  Maasse,  Gewichte  und  MUn- 

Fig.  *o. 
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zen.  Nur  die  bewegliche  Zunge  ist  logarithmisch  eingetheilt,  und 
zu  beiden  Seiten  derselben  sind  über  100  verschiedene  Maasse, 
Gewichte  und  Münzen  an  ihren  Stellen  aneinander  gereibt  und 
mit  Theilstrichen  versehen,  welche  auf  der  log.  Scala  ihrer  Ver- 
wandlungszahl entsprechen.  Wird  nun  irgend  eine  Länge,  ein  Ge- 
wicht oder  eine  Geldsumme  ihrer  Einheit  gegenübergestellt,  so  kann 
man  unmittelbar  ablesen,  wie  gross  dieselbe  in  irgend  einer  an- 
deren auf  dem  Massstab  befindlichen  Einheit  ausgedrückt  wäre. 
Vor  gewöhnlichen  Münztafeln  bat  dieser  Schieber  den  Vorzug, 
dass  er  noch  mit  den  Verwaudlungszablen  multiplicirt,  was  die 
Tafeln  nicht  thun.  So  lange  nicht  in  der  ganzen  Welt  eineMaass-, 
Gewichts-  und  Münzeinheit  eingeführt  ist,  wird  dieser  Maassstab 
in  seiner  jetzigen  Form  gute  Dienste  leisten,  namentlich  wenn 
man  neben  die  Bezeichnung  der  Einheit  auch  noch  ihre  Ver- 
wandlungszabl  drucken  würde,  denn  dann  wäre  die  Tabelle  mit 
dem  Multiplicationsapparate  vereinigt;  allein  auch  nach  EinfUh- 
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roD^  allgemeiDer  EJDheiten  wird  diese  Form  noch  mit  Vortheil 
verwendet  werden,  um  direct  Grossen  zn  verwandelo,  die  auf  ver- 
schiedene Weise  ausgedruckt  werden  kfinnen,  z.  B.  einen  Druck 
pro  Flächeneinheit  in  Atmosphärendruck,  in  Druck  einer  Wasser-, 
Quecksilbersäule  oder  Stein-Cementsäule  u.  s.  w. 

Fig.  40  zeigt  die  Einrichtung  eines  Wechsel  -  und  Mttnz- 
verwandlungsstabes.  Auf  der  einen  Seite  des  Schiebers  fiodeo 
sich  die  Curse  der  verschiedenen  auf  dem  Platze  (hier  London) 
vorkommenden  Wechselpapiere  an  ihrer  Stelle  auf  der  logarith- 
mischen Scala  aufgetragen;  dieser  Ausgangscurs  ist  auf  dem 
Rande  in  Zahlen  angegeben.  Auf  der  anderen  Seite  rechts  finden 
sich  die  Werthe  der  verschiedenen  MUnzsorten  angegeben ;  für  die 
letzteren  wird  man  offenbar  am  zweckmässigstenden  ihrem  reellen 
Metallwerth  entsprechenden  Werth  annehmen.  Wahrscheinlich 
aus  Willkür  sind  die  beiden  Scalen  gegenstimmig  disponirt,  so 
dass  bei  den  Papieren  die  hohen,  bei  den  MUnzen  die  niedrigen 
Curae  oben  an  der  Scala  stehen.  Endlich  sind  unten  auf  den  bei- 
den Rändern  die  gleich  langen  Scalen  1  bis  2  nnd  von  5  bis  100 
aufgetragen,  und  einerseits  1  mitü;  1,10  mit  10;  1,20  mit  20, 
2  mit  100,  andererseits  lg  90  mit  10,  80  mit  20  und  50  mit  50  be- 
zeichnet, und  so  disponirt,  dass  wenn  dem  Rahmen  die  Paricuree 
der  Zunge  gegenübergestellt  werden ,  der  Index  dieser  letzteren 
auf  diesen  Scalen  der  0  gegenübersteht.  In  dieser  Stellung  ist 
der  Schieber  in  Fig.  40  gezeichnet. 

Werden  jetzt  auf  diesem  Schieber  beliebige  Curse  auf  der 
Zunge  ihren  Strichen  auf  den  Rahmen  gegenübergestellt,  so  giebt 
der  Index  auf  der  Seal«  unten  unmittelbar  au ,  wie  hoch  der  ein- 
gestellte Curs  unter  oder  Aber  dem  angenommenen  Paricurs  steht. 
Irgend  einer  anderen  Vaior  gegentlber  steht  der  Cnrs,  den  diese 
haben  dtlrft«,  am  ebenso  theuer  oder  billig  {bezüglich  der  ange- 
nommenen Paricuree),  als  wie  die  eingestellte  zu  sein ,  und  dient 
daher  zur  Benrtheilnng  der  Zweckmässigkeit  der  vorhandenen 
Zahlmittel.  Endlich  stehen  in  irgend  einer  Stellung  der  Zunge 
zwei  beliebigen  Valoren  Zahlen  gegenüber,  welche  in  denselben 
gleiche  Werthe  repräsentiren,  so  dass  dieser  Schieber  auch  dazu 
dienen  kann ,  alle  Werthe  aus  einer  MUnze  in  die  der  anderen  zu 
verwandeln. 

Herr  Banquier  L.  Pestnloxai  sei.  hat  für  die  Zwecke  der  Agio- 
tage einen  äusserst  sinnreichen  Schieber  einfach  aus  Zeichen- 
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papier  coDBtmirt.  Der  Rahmen  besteht  (s.  den  QuerBchuitt  Fig.  42) 
aus  einem  zusammengelegteD  und  hinten  zuBammengeklebten 
Blatt  Zeichenpapier.  In  demselben  spielt  ein  einfaches  Blatt 
Zeichenpapier,  die  Zunge.  Die  Känder  des  Bahmens  und  der 
Zunge  werden  nun  dadurch  gebildet,  dass  aus  dem  vorderen 
Blatt  lange  streifeuflirmige  OefTnungen  ausgeschnitten  wurden,  von 
denen  jede  zwei  Ränd^  lieferte.  In  Fig.  41  sind  drei  solcher 
Oeffnungen  mit  sechs  Rfindem  aufgetragen,  aufweichen  nun  loga- 
rithmische  Eintheilungen  angebracht  werden  kSnuen.  Ent- 
sprechende EintheiluDgen  werden  auf  das  innere  Blatt,  die  Zunge, 
gezeiohnet,  und  mangelangtsozurVereinigung  mehrerer  Schieber. 


Jedem  Rand  des  RabmeuB  wird  nun  ein  Handelsplatz,  mit  dem 
das  Haus  in  Verbindung  steht,  zugewiesen  und  die  Logarithmen 
des  Werthes  der  dort  Üblichen  Wertheinheit  in  Franken  aufge- 
tragen. Da  die  Curse  toq  fundirten  Wertben,  in  Folge  des  An- 
gebotes und  der  Nachfrage  allein,  nur  innerhalb  sehr  enger  Gren- 
zen, S  Procent  höchstens  schwanken,  und  man  dahernurdenTbeil 
zwischen  0,96  und  1,04  des  gewöhnlichen  Schiebers  braucht,  so 
kann  die  Scalenlänge  sehr  gross  gewählt  werden,  denn  dervor- 
liegende  Schieber  braucbtour  die  Strecke  lg  1,04  —  Ig ,96  ■»  0,03& 
der  ganzen  Scala  zu  enthalten!  derSchieber,  den  ich  hierbeschreibe, 
hatte  eine  Scalenlänge  von  7,5  M.,  was  eine  Länge  von  ,26  H.  fUr 
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das  iDatramentcben  gab.    (Fig.  41  hat  eine  Scalenlänge  von  8  M. 

=  10  FU88.) 

Auf  die  Mitte  des  Rahmens  werden  die  Mittelcurse  |  530, 
Thir371,  LS  und  flM255,  firh.212,  fl  Hol!.  208,  Paria  (Zflrich)lOO 
angesetzt  und  nun  nach  rechts  und  links  die  lg  der  entsprechen- 
den Zahlen  aufgetragen;  also  der  Theilstrich  5,10  auf  der  Dollar- 
scala  wird  bei  lg  530  —  lg  510  =-  ,01671  (1",  6'",„)  links  auf- 
getragen ;  5,2  bei  lg  5,3  —  lg  5,2  =  ,00828  (8",sg) ;  5,4  bei  lg  5,4 
—  Ig  5,3  =  ,00811  u.  B.  w.    Auf  der  Thalerscala  sind  die  Tbei)- 

'370-' ™'* 

lervalle  sind  nicht  in  10,  sondern,  wie  es  auf  (zopfigen)  Bank- 
plätzen  üblich  ist,  in  8  Tbeile  getheilt. 

Für  den  Verkehr  mit  jedem  Platz  wurde  eine  Zunge  ein- 
getheilt,  auf  der  alle  Curse  in  der  Valuta  dieses  Platzes  ausge- 
drückt sind.  Jedoch  ist  wohl  darauf  zu  achten ,  dass  gegenseitig 
auf  dem  Eabmen  und  auf  der  Zunge  die  Scalen  um  gleich  viel 
verschoben  sein  und  dass  demnach  die  Zahlen  auf  beiden  flherall 
im  gleichen  Verhältniss  stehen  mtlssen.  Zur  Verwandlung  wer- 
den wohl  die  Mittelcurszahlen  selbst  verwendet,  z.  B.  fQr  das 
Blatt  Frankfurt,  das  in  Fig.  41  dargestellt  ist,  der  Zahl  2,12.  Auf 
die  Mittellinie  der  Zunge,  welche  in  der  Figur  etwas  seitlich  liegt, 
weil  wir  sie  uns  ausgezogen  denken,  treffen  demnach  die  Punkte 

Ü2  212   212  "*  ^'  '■    ^'®  ^**'*  ^*  '*'■  ''^  ^*'°®  Eintheilung, 
sondern  es  ist  nur  die  Mittellinie  markirL 

Der  Theilstrich   243  itlr  |  liegt    links  in  der  Entfernung 

'« 27r2T2T43— '6  m  =  ■''^^^-    ""'  ^'"""^'"'  ^"  "" 

^250 

100 1  oder  2  fi.  30  fUr  einen).  Auf  die  gleiche  Weise  werden 
auch  die  anderen  Scalen  der  anderen  Wechselcurse  aufgetragen. 
Aus  der  bisherigen  Beschreibung  geht  hervor,  dass  dieser 
^hieber  nichts  Anderes  int,  als  die  Zusammenstellung  einzelner, 
aus  einer  3  Meter  langen  Scaia  herausgegriffener  Tbeile,  die 
gerade  gebraucht  werden  und  die  man  der  Bequemlichkeit  wegen 
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unter  einander  statt  neben  einander  gestellt  hat.  Der  Rand  und 
die  Zunge  werden  auch  nur  in  einer  bestimmten  gegenseitigen 
Stellung  gebraucht.  Fig.  40  mit  dem  eingeschobenen  Blatt 
Frankfurt,  dient  fUr  die  Operationen  zwischen  Zttrich  und  Frank- 
furt und  liist  unmittelbar  die  folgende  Aufgabe:  Wie  hoch  kommt 
der  fl.  in  Frankfurt,  wenn  irgend  eines  der  mit  einem  Rand  be- 
dachten Papiere,  z.  B.  M  um  einen  gegebenen  Curs,  z,  B.  255,  in 
Zürich  zu  haben  iet  und  dafttrin  Frankfurt  lI9Vi  (A-  f^r  10^}  ge- 
löst werden.    Dieser  gesuchte  Curs  ist  offesbar  gleich  dem  Quo- 

^^^'  1 1  m ,     der  gegebenen  Curse,    man  liest  daher  das  Re- 
liy'/4 

sultat  213i3/|,  auf  dem  Rande  der  Mitte  gegenüber  ab.  Bei  Ver- 
gleichung  der  beiden  Carszettel  Zürich  und  Frankfurt  braucht 
man  daher  nur  einen  Blick  auf  diesen  Schieber  zn  werfen ,  um  zu 
sehen,  ob  mit  einem  anderen  Papier  die  Zahlung  theurer  oder 
billiger  kommt.  Wären  z.  B.  bolläudische  fl.  in  Zürich  um  210 
zu  haben,  in  Frankfurt  aber  za  9ä  notirt,  so  wäre  dieses  Papier 
theurer  als  das  Londoner,  denn  die  Zunge  muss  nach  reehta  ge- 
schoben werden,  um  die  Curse  einzustellen.  Wären  dagegen 
Paris  um  98  in  Zürich  zu  haben  und  in  Frankfurt  zu  45'/g  notirt, 
so  wäre  das  billiger.  Denn  um  die  beiden  Curse  gegenüber- 
zustellen, muss  die  Zunge  links  geschoben  werden  ^  es  geschehe 
dieses,  und  dann  wird  in  der  Vergleichung  fortgefahren,  bis  das 
billigste  Zahlungsmittel  gefunden  ist,  mit  dem  dann  die  Zahlung 
effectuirt  wird. 

Die  Genauigkeit,  mit  der  das  Instrument  arbeitet,  genttgt 
vollständig,  denn  die  ■/■  Theile  sind  noch  sehr  lang.  In  irgend 
einer  Stellung  der  Zunge  giebt  es  also  mit  hinreichender  Genauig- 
keit eine  Gegentibersteilung  äquivalenter  Curse. 

Das  Instrumentchen  wäre  vielleicht  noch  einer  Verbesserung 
fähig,  wenn  man  auf  dem  Rand  der  Zunge  Frankfurt  die  Loga- 
rithmen der  einfachen  Zahlen  98  99  100  101  102  mit  ihren  Uoter- 
abtheilungen,  des  Achteln,  auftragen  wUrde ;  man  konnte  alsdann 
zum  gegebenen  Curse  direct  noch  eine  beliebige  Zahl  Procente 
für  Spesen,  Commiasion  u.  s.  w.  addiren. 
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13.  Ein  englischer  Rechenechieber. 

Wirschliessen  mit  derBeecbreibung  eines  eehrfeiaea  Rechen- 
schiebers, der  sich  im  Besitze  des  Herrn  Bankdirectore  Fiosler 
befindet  Eb  ist  ein  doppelter  Schieber,  d.  h.  der  Hchieber  ist  so 
dick  (,008  H.))  das»  zwei  Zungen  in  demselben  angebracht  wer- 
den konnten,  eine  auf  der  oberen,  eine  auf  der  unteren  Seite. 

Die  obere  Seite  ist  in  Altem  gleich  dem  gewöhnlichen  Nr.  7 
S.  41  beschriebenen  Schiel>er,  auch  ist  die  obere  Zunge  auf  ihrer 
unteren  Seite  mit  den  trigonometrischen  Functioneo  sin  und  tg 
versehen. 

Der  Rand  der  unteren  Seit«  trägt  wie  gewOhnlicfa  zwei  Scalen- 
längen,  die  Zunge  aber  deren  drei.  Da  nun  die  beiden  Zungen 
noch  vertauscht  werden  können,  so  ist  man  im  Stande,  den  Zungen- 
rand  von  Vs  Scalenlänge  sowohl  demjenigen  mit  halber,  als  auch 
dem  mit  ganzer  Scalenlänge  gegentiberzustellen  und  so  alle  in 
Kr.  8  S.  57  angedeuteten  Operationen  auszuführen ,  welche  bei 
verschiedenen  Reehnungen,  namentlich  also  bei  hydrometrischen, 
gute  Dienste  leisten  können. 

Die  Rückseite  der  Zunge  trägt  die  gewöhnliche  Scala  in 
gegenstimmiger  Lage.  Die  Wand  zwischen  den  beiden  Coulissen 
auf  der  oberen  Seite  ist  bei  j4  (siehe  den  Längenechnitt  des  Schie- 
bers Fig.  43)  so  zugescbärft,  dass  man  dort  genau  ablesen  kann. 

P\g.  43. 


Werden  nun  die  beiden  Zungen  so  vertauscht,  daee  dort  auf  der 
gegeostimmigen  Scala,  deren  wir  oben  erwähnten,  abgelesen  wer- 
den kann,  und  stellt  man  dort  irgend  eine  Zahl  b  ein,  so  kann  man 
oben  zwischen  den  Rändern  og  n, «,  in  Folge  der  besonderen  Lage 
dieser  unteren  Scala  die  Verhältnisse  ablesen : 


«« 


=  ,81  b. 


Wir  haben  nicht  entdecken  können,  wohin  gerade  diese, 
offenbar  mit  dem  englischen  Maasasystem  zusammenhängende 
Formel  gehört,  wir  erwähnen  derselben  aber,  weil  auf  die  gleiche 
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Weise  Dispositionen  getroffen  werden  können,  die  in  der  Hy- 
draulik und  in  der  Festigkeitslehre  gute  Dienste  leisten  könnten, 
und  weil  wir  den  Schieber  rollständig  beschreiben  wollen. 

Der  zweite  Rand  des  unteren  Schiebers  a^  ist  wie  ein  ge- 
wöhnlicher Maassstab  äquidistant  eingetheilt,  die  Entfernung  der 
Theilstriche  ist  =  lg  1,05.  Betrachtet  man  den  0  Punkt  dieses 
Maasstabes  als  Anfang  eines  länienzuges,  so  kann  man  laut 
Fig.  44  bilden : 

lg  «0  =  Ig  ;»"  —  lg  a»  -f-  lg  fli,        oder 


die  Grandformel  tut  Berechnung  von  Zinses-Zinsen. 

Endlich  ist  auch  noch  der  Boden  der  beiden  Coulisscn,  der 
sonst  gewöhnlich  nur  zur  Verlängerung  des  Maausstabes  benutzt 
wird,  mit  Scalen  für  Rentenberecbnungen  ausgenutzt.  Der  Roden 
der  einen  Coulisse  ist  so  eingetheilt,  dass  wenn  das  Ende  der 
Zunge  auf  den  Theilstrich  n  (^  3  in  Fig.  44)  eingestellt  wird,  die 
Zunge  um  den 

lg  (1  +  1,05  4-  1,05»  H 1,05"-') 

vorgeschoben  ist.    Irgend   zwei  Zahlen   von  Rand   and  Zunge 
stehen  daher  in  der  Beziehung 

flo  =  fl,  (1  +  1,05  ■  ■  -  1,05"-'). 

Der  Boden  der  anderen  Coulisse  ist  genau  auf  dieselbe  Weise 
behandelt,  er  enthält  die  den 

'»('+1^5+1705--+     -li-) 
entsprechenden  Theilstriche  und  löst  wie  oben  die  Aufgabe 

Dieser  Schieber  giebt  also  die  gcbräuchliclisten  Formeln  zur 
Berechnung  von  Zinses-Zinsen  und  des  Werthes  vergangener  und 
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lukBoftiger  Rentea  oder  Annuitäteii.  Es  ist  das  eise  sehr  nUtz- 
licfae  Zutbat,  nm  approsimatiTeRenteDberechnungeD  auszuführen; 
wenn  es  sich  dagegen  um  die  (Wirkliche  Bentenberechnung  ban- 
delt, werden  in  der  Regel  wobl  drei  Stellen  nicht  mehr  genfigen. 

Das  bier  beschriebene  Instrument  ist  genau  1  engl.  Fuss 
lang,  der  auf  den  äuseeren  Rändern  des  Stabes  einmal  in  100  und 
einmal  in  144  Theile  getheilt  ist  Endlich  sind  auf  einer  der  bei- 
den Seiten  eine  Auswahl  der  auf  S.  54  gegebenen  Coefficienten 
eingedraekt 

Vergleicht  man  die  jetzt  gewöhnlich  eiirsirenden  Schieber 
mit  diesem,  so  muss  leider  ein  bedeutender  Rückschritt  wahr- 
genommen werden ,  sowohl  was  das  Material  —  er  besteht  aus 
einem  zähen  Buchsbaumholz,  das  jetzt  noch  glatt  ist,  während  die 
neueren  Schieber  aus  einem  glasigen  Holz  bestehen,  das  sich  in 
kurzer  Zeit  mit  Scharten  Überdeckt  —  als  auch  die  Feinheit  der 
Eintbeilnng  betrifit. 

Weit  aber  flberragt  er  alle  neueren  hinsichtlich  der  Menge 
der  Rechnnngsmittel ,  die  er  bietet,  und  man  muss  aufrichtig  be- 
dauern, dasB  die  Firma  nicht  mehr  existirt.  Er  trägt  das  Zeichen 
Cary  London ;  auf  einem  der  Nr.  1 1  beschriebenen  Maassstäbe  las 
ich  W.  Gary  182  Strand  1815.  Ein  anderer  ähnlicher  Schieber 
trug  die  Aufschrift  17  Ponitry  London  1824. 

Wir  wollen  hier  zum  Scbluss  bemerken,  dass  der  Zeichner 
viele  Ton  den  hier  angeführten  Vortbeilen  eich  direet  mittelst  ge- 
zeichneter Maassstäbe  verschaffen  kann.  Die  drei  eben  erwähnten, 
zn  Zinsen  und  Rentenberechnungen  dienenden  Maassstäbe  lassen 
sich  direet  auf  das  Papier  auftragen. 

So  wurden  auf  Taf.  3«  die  Werthe  von  p"  ,  Taf.  %  die  von 

2  —^  und  Taf.  2,  2  p"  fUr  p  =  1,05  aufgetragen.    Der  Maaas- 

ütab  der  Scala  ist  =  0,10  M.,  wäre  das  auch  der  Maassstab  des 
Rechenschiebers,  so  könnte  man  3en  Logarithmus  einer  belie- 
bigen dieser  Functionen  n,  p  direet  mit  dem  Zirkel  auftragen,  zum 
Ixtgarithmus  einer  beliebigen  anderen  Zahl  addiren  und  auf  diese 
Weise  dieselben  Aufgaben  als  wie  mittelst  des  englischen  mit  be- 
sonderen Scalen  versehenen  Schiebers  Ujsen. 

Wir  künnen  es  nicht  unterlassen,  darauf  aufmerksam  zu 
machen,  wie  durch  diese  Theilstäbe  auch  die  Natar  der  Function 
zu  Tage  tritt.    Wie  es  sich  von  selbst  versteht,  sind  die  Theil- 
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Btricbe  der^"  Taf,  2,  fUr  gleiche  Differenzen  in  r  äquidiatant.  FOr 

ebensolche  Differenzen  nehmen  die  Distanzen  auf  S  —  Taf.  2, 

/^ 
stete  ab  und  ihre  Summe  convergirt  gegen  20 ,  was  durch  einen 
starken  AbBchlusBBtrich  hervorgehoben  ist.  Die  Distanzen  von 
S  p"  nehmen  auch  atets  ab,  allein  die  äumme  convergirt  niclit. 
Auf  die  übrigen  Taf.  i  aufgetragenen  Maassstäbe  werden  wir 
später  noch  einmal  zurückkommen- 


13.  lieber  graphische  D&rBtellangen  im  Allgemeinen. 

So  alt  als  die  Kunst  des  ZeichDens  ist  auch  die  der  gra- 
phischen Darstellungen;  die  ersten  Schnftzeicheo  waren  nichts 
Anderes,  als  Darstellungen  der  Objecte,  welche  sie  im  Geiste  vor- 
führen sollten.  Während  nun  die  Schrift  ihren  eigenen  Weg  ging 
und  die  Schriftformen  sich  mehr  und  mehr  von  der  Form  der  nr- 
eprUnglicben  Objecte  entfernten,  zu  Gonventionalzeichea  wnrden, 
suchte  die  bildende  Eunet  ihre  Darstellungen  mehr  und  mehr  mit 
der  Wirklichkeit  in  Einklang  zu  bringen,  nnd  schon  im  grauen 
Alterthum  war  man  so  weit  gekommen,  selbst  Thiere  mit  dem 
ßild  zu  täuschen.  Die  ersten  einfachsten  Bilder  bestanden  nur 
aus  Umrissen,  Profilen.  Diese  Profile  behaupteten  in  ihrer  ein- 
fachen Form  ihren  Platz,  abgesehen  von  allen  Vervollkommnungen 
der  Zeicheokunst.  Bei  dem  Bau  der  ältesten  Tempel  mussten  die 
Profile  ihrer  Gesimse  gezeichnet  werden,  und  die  Umrisse  der 
Berge  und  die  Längenprofile  der  auf  diese  zu  führenden  Strassen 
sind  Profile.  Das  Profil  dient  aber  nicht  allein  zu  technischen, 
sondern  auch  zu  Darstellungen  abetracter  Begriffe ,  seitdem  man 
den  Verlauf  verschiedener  Curven  eingehender  studirt. 

Ebene  Curven  werden  als  der  graphische  Auedruck  der  Ab- 
hängigkeit zweier  Variabein  aufgefasBt  und  leisten  in  dieser  Form 
der  Analysis  und  der  Technik  ausgezeichnete  Dienste.  Die  ge- 
zeichnete Curve  gewährt  einen  besseren  Ueberblick,  als  wie  die 
eingeschriebene  Gleichung,  es  können  auf  der  Zeichnung  leicht 
alle  Singularitäten  hervorgehoben  und  anschaulich  gemacht  wer- 
den ;  das  gilt  in  noch  höherem  Grad ,  wenn  die  Gleichung  der 
Curve  nicht  gegeben  ist,  sondern  nur  einzelne  zusammengehörige 
Werthe  zweier  Variahein  in  Tabellenform  gegeben  sind.  In  diesem 
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Fall  kfmn  die  aufgetrageoeCurve  sogar  dazu  dienen,  die  noch  un- 
bekannten Abfaäogigkeitggesetze  zu  ermitteln.  So  bieten  jetzt  die 
aufgetragenen  Temperatur-  und  Barometercurven  den  Meteoro- 
logeo  das  TorzUgUchBte  Material  ihrer  Studien. 

Auch  im  vorliegenden  Buche  werden  wir  beständig  und  in 
der  ungebundensten.  Form  Gebrauch  von  diesem  HUlfsmittel 
machen ;  es  wäre  daher  Unrecht,  wenn  wir  mit  Stillschweigen  die 
Bestrebungen  des  französischen  Ingenieurs  L.  Laianne  Übergehen 
wollten,  der  in  den  jinnahs  des  pts.  el  eh.  184C  1  pg.  1.  Me- 
moire sur  les  tahles  grapktques  el  sur  la  geomelrie  anamorpkiijue 
appliquee  ä  dioerset  questiotu  qui  te  rattaehenl  u  Farl  de  Cin- 
genieur  versuchte,  die  Lehre  der  graphischen  DarstelluDgen  zu 
vervollkommnen  und  auf  drei  Variabein  auszudehnen ;  und  zwar 
ist  das  hier  am  Schlüsse  des  Kapitels  über  Rechenschieber  um  so 
mehr  am  Platz,  als  seine  Studien  zu  einem  ganz  ähnlichen  (je- 
doch früher  schon  bekannten)  Instrumente  führen. 

So  wie  eine  Function  zwischen  zwei  Variabein  durch  eine 
Curve,  deren  Coordinaten  sie  sind,  dargestellt  werden  kann, 
ebenso  kann  es  bei  einer  Function  zwischen  drei  Variabein  durch 
eine  Fläche  geschehen,,  und  wenn  wir  auf  dem  Zeicbenblatt,  das 
nar  zwei  Dimensionen  hat,  eine  krumme  Oberfläche  darstellen 
ktinnten ,  könnten  wir  zugleich  Functionen  von  drei  Variabein 
eben  so  gut,  als  mittelst  des  Profils  solche  von  zwei  Dimensionen 
darstellen. 

Mittelst  Horizontalcnrven  ist  dies  aber  mOglich.  Es  mögen 
die  drei  Unbekannten  xys  räumliche  Coordinaten  vorstellen,  wo- 
bei wir  uns,  um  das  Wort  Horizontalcnrven  mit  Recht  gebrauchen 
zu  dürfen,  die  Kbene  der  xy  horizontal  denken.  Wir  geben  jetzt 
der  Variabein  s  einen  festen  coostanten  Werth  s  =■  s, ,  durch 
welchen  eine  Farallelebene  s„  zn  xy  dargestellt  wird.  Die  Glei- 
chung zwischen  den  Variabein  ist  die  einer  Curve  in  der  Ebene 
s«  ,  die  wir  parallel  zur  x  Axe  in  die  Ebene  der  xy  projiciren  und 
dort  zeichnen.  Geschieht  nun  dasselbe  ftlreine  ganze  Reihe  äqui- 
distanter  Wertfae  sg  (s  =°  0),  3^  S]  ...  »„_],  ho  erhält  man  eine 
Reihe  von  Curven,  in  denen  jeder  Topograph  die  Horizontal-  oder 
Niveaucurven  erkennen  wird  und  welche ,  in  hinlänglich  kleinen 
Distanzen  constrnirt,  ein  vollkommenes  Bild  der  Fläche  geben; 
hat  man  ebenfalls  in  biolänglich  kleinen  Entfernungen  mittelst 
feiner  Striche  die  x  und  y  eingezeichnet,  so  kann  man  auch 
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unmittelbfU',  obne  irgend  etwas  vorher  zu  zeiebnen,  das  zu  be- 
stimmten Wertfaen  Ton  J:y  gefaürige  «  ablesen. 

Ist  die  Gleicbnng  in  Bezug  auf  a;  und  tf  vom  ersten  Grad, 
BO  sind  die  Horizontalen  der  .z  gerade  Linien.  Die  Funetioo 
s  =^  ax  -j-  ßy  ■{•  c  wird  durch  eine  Reihe  paralleler  Geraden 
dargestellt.  Insbesondere  bilden  diese  Geraden  gleiche  Winkel 
mit  den  a;  und  y  Axen ,  wenn  «  =  /3  ist ,  Winkel  von  45* ,  wenn 
diese  Axen  senkrecht  auf  einander  stehen. 

Die  Gleichung  s  •=  -  oder  allgemeiner  s  —  c  ^  — ^Ä~ 

wird  durch  einen  StrahlenbUschel  dargestellt,  dessen  Mittelpunkts- 
coordinateo  a,  6  sind. 

Ist  die  Gleichung  vom  zweiten  Grad,  so  sind  die  Gurren 
Kegelschnitte. 

Die  Eimnaleinstafel  s  —  xy  wird  durch  eine  Reibe  gleich- 
seitiger Hyperbeln  dargestellt,   welche  die  Coordinatenaxen  zu 
Asymptoten  haben.    Diese  Hyperbeln  ktinnen  aber  auch  leicht  in 
gerade  Linien  verwandelt  werden,  man  braucht  nur  zu  setzen: 
lg  f  =  lg  Ä ■  +  lg  y, 

und  die  Logarithmen  als  unbekannte  betracbten.  Da  Ig^  und 
Ig  y  den  gleichen  Coefficienten  a  =  ß  =\  haben ,  stellt  diese 
Gleichung  fUr  constante  x  Linien  von  45o  dar.  In  Taf.  2|  haben 
wir  ein  solches  Multiplieationsschema  dargestellt.  Die  Seiten  des 
Vierecks  enthalten  die  logarithmisch'e  Eintheilung,  die  wir  schon 
vom  Rechenschieber  her  kennen.  Alle  gleichnamigen  Theilstriche 
sowohl  der  gegenüberliegenden  als  auch  der  bei  0  anstossenden 
Seiten  sind  durch  horizontale,  verticale  und  durch  Linien,  die 
unter  45°  schief  stehen,  mit  einander  verbunden.  Mittelst  dieser 
so  constrnirten  Tafel,  von  Laianne  Abacus  genannt,  kann  nun  wie 
mittelst  des  Rechenschiebers  operirt  werden.  Laut  Obigem  und 
auch  aus  sonst  selbstverständlichen  Gründen  schneiden  sich  eine 
horizontale  und  eine  verticale  Linie  zweier  Zahlen  auf  der  schiefen 
Linie,  welche  der  Zahl  ihres  Productes  entspricht;  aus  demselben 
Grund,  die  horizontale  (oder  verticale)  und  schiefe  Linie  zweier 
Zahlen  auf  der  rerticalen  (oder  horizontalen)  ihrer  Productenzahl. 
Man  ist  aber  nicht  auf  das  Product  zweier  Zahlen  beschränkt, 
man  kann  so  viele  man  will  mit  einander  multiplioiren ;  um 
2  .  3  .  5  .  7  zu  bilden,  fahre  man  (mit  irgend  einem  spitzen  Zeiger) 


D.gitizecbyG00glc 


13.  Ueber  graphische  DarsleUungen  im  AUgemeiDen.  79 

auf  der  Verticallinie  2  bis  zur  HorizootaIHnie  3,  sie  Bchneiden  sich 
auf  der  adtiefen  Linie  ti ;  auf  derselben  fährt  mao  bis  zu  einem 
Rand,  dem  unteren  z.  B. ,  dann  auf  6  hinauf  bis  zur  Horizontalen 
von  5,  sie  schneiden  sich  auf  der  Schiefen  3  (resp.  30),  wir  fahren 
auf  derselben  zur  Horizontalen  7,  welche  auf  der  Schiefen  21  ge- 
schnitten wird.  So  oft  man  den  rechten  oder  oberen  Rand  trifft, 
bat  sich  die  Charakteristik  um  eine  Einheit  vermehrt,  es  geschah 
das  zwei  Hai,  mithin  hat  das  Product  die  Charakteristik  2  und 
ist  210. 

Genau  auf  die  gleiche  Weise,  nur  umgekehrt,  verfährt  man 
beim  Dividiren.    Es  sei  zu  bilden  „  .    Wir  fahren  auf  der 

schiefen  Linie  360  bis  zum  Schnitt  mit  der  vertiealea  6,  sie  schneiden 
sich  auf  der  horizontalen  6,  wir  fahren  an  den  verticalen  Rand 
Dach  6  und  von  dort  auf  der  schiefen  6  bis  zur  horizontalen  5 ,  sie 
schneiden  sieh  aaf  der  verticalen  1,2,  wir  fahren  auf derverticalen 
hinauf  bis  zum  oberen  Rand  und  von  dort  auf  der  schiefen  bis 
zum  Punkt,  wo  sie  sich  in  die  Factoren  3,4  zerlegt;  der  gesuchte 
Quotient  ist  also  =•  1. 

Die  Divisionen  und  Multiplicationen  kSnneo  nun  auch  ab- 
wechselnd vorgenommen  werden,  so  dass  man  beliebige  Producte 
mit  directen  und  reciproken  Factoren  bilden  kann. 

Die  Horizontal-  und  die  Verticallinie  zweier  gleichen  Zahlen 
schneiden  eich  auf  der  Diagonalen,  die  durch  den  Ui-sprung  geht 
und  senkrecht  auf  den  schiefen  Linien  steht;  sie  kann  daher  als 
die  Linie  der  Quadrate  bezeichnet  werden. 

Zieht  man  durch  den  Ursprung  Linien,  welche  mit  der  Hori- 
zontalen die  Tangente  2  bildet,  so  schneidet  sich  auf  ihr  jede  Ver- 
ticallinie mit  der  Horizontalen  ihres  Quadrats  und  der  schiefen 
Linie  ibres  Cubus.  Sie  kann  daher  als  die  Linie  der  Cubus  be- 
zeichnet werden. 

Denkt  man  sich  überhaupt  den  ganzen  Strahleobltschel  der 
Uquidistanten  Tangenten  gezogen,  so  schneidet  er  irgend  eine 
Verticallinie  auf  der  Horizontalen  ibrer  1,  2,  3..nten  Potenz  und 
auf  den  schiefen  Linien  ihrer  .  .  ,  ,  2,  3,  4 . .  (n  -|-  l)ten  Po- 
tenzen. In  Taf.  2t  sind  nur  die  Linien  der  zweiten  und  dritten 
Potenzen  gezogen.  Mittelst  derselben  kann  man  also  auch 
Quadrat-  und  Cubikwurzeln  ausziehen. 
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Hat  man  Zahlen ,  Quadrate ,  CubuB  oder  beliebige  Potenzen 
mit  einem  Coefficienten  zu  multipliciren,  so  kann  das  direct  mit- 
telst des  Zirkels  geschehen  oder  man  kann  aach,  wenn  die  Zahl 
bäufig  wiederkehrt,  um  es  ein  ^r  allemal  gethan  zu  haben,  durch 
die  Zahl  des  Coefiicienten  eine  Horizontalliuie  ziehen.  Wäre  z.  B. 
die  Horizontale  p  aufgetragen ,  so  kUnnte  man ,  um  Ip  zu  bilden, 
auf  der  Verticalen  /  hinauf  bis  zur  Linie  der  Quadrate  fahren ,  auf 
den  Schiefen  herunter  bis  zum  Rand  und  vod  hier  hinauf  bis  zu  p, 
wo  das  Product  abzulesen  ist. 

Noch  bequemer  ist  es,  wenn  die  Operation  sehr  faüulig  wieder- 
kehrt, in  der  Entfernung  des  Multiplicationscocfficienten  Pftrallel- 
linien  zu  den  Quadrat-  oder  Cubuslinien  zu  ziehen.  In  Taf.  2, 
geschah  dies  für  die  Bildung  der  Producte  rri  und  r*JT,  Dnreh 
die  Zahl  n  des  verticalen  Randes  wurden  Parallele  zur  Diago- 
nalen gezogen.  Irgend  eine  Verticallinie  4  z.  B.  sehneidet  diese 
Parallele  auf  der  Horizontalen  rn  -=  12,6  und  auf  der  schiefen 
Linie  50,3  r  die  Charakteristik  ist  in  beiden  Fällen  gleich  1,  weil 
die  Linie  n  vor  dem  Schnittpunkt  einmal  den  horizontalen  Rand 
getroffen  hatte. 

In  Taf.  3,  wurde  uoch  eine  Linie  mit  dem  TangeDtenverhält- 
4 
niss  2  durch  -^  n  ^  4,19  gezogen,  eine  Verticallinie  durch  den 

Radius  schneidet  sie  auf  dem  Inhalt  der  Kugel. 

Aus  dem  Vorausgehenden  ist  ersichtlich,  dass  man  eigentlich 
alle  Operationen  mit  dem  einfachen  Abacus  Taf.  2]  ausführen  kann, 
dass  dagegen  die  Operationen  für  einzelne  häufig  vorkommende 
Rechnungen  vereinfacht,  also  erleichtert  werden  können.  Wir 
haben  Taf.  2,  noch  ein  besonderes  Quadrat  für  die  Bildung  der  im 
technischen  Leben  so  häutig  vorkommeDden  Pioducle  a'A  und  ayiT 
gezeichnet.  Die  Linien  werden,  wenn  man  die  horizontalen 
Abscissen  den  Quadraten  a,  und  die  verticalen  Ordinalen  den  ein- 
fachen Potenzen  zuweist,  mit  der  Horizontalen  den  Tangenten- 
winkel —   V-  bilden.     Auf  dem  horizontalen  Rand  münden  die 

schiefen  Linien,  auf  dem  Product  a*i,  auf  den  Verticalen  aY^b 
aus ;  als  Ingenieur,  der  häufiger  u^b  braucht,  haben  wir  die  schie- 
fen Linien  durch  die  Theilstriche  der  ganzen  Zahlen  des  horizon- 
talen Fmules  gezogen  und  an  den  verticalen  Rand  deren  Wurzeln 

gescliricbeu;  ciu  Mechaniker  und  Hydrauliker,  der  häufiger  aY^ 
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bniaoht,  hätte  die  schiefen  Linien  durcii  die  Tfaeilstricbe  der  gan- 
zen Zahlen  des  verticalen  Randes  gezogen  und  an  den  horizon- 
talen Rand  deren  Quadrate  geschrieben.  Wäre  endlich  fttr  eine 
and  dieselbe  sehr  häufig  wiederkehrende  Operation  eines  der 
obigen  Producte,  beständig  mit  einem  und  demselben  Coefficienten 
zn  mnltipliciren,  so  wUrde  man  das  ganze  System  dieser  Linien 
am  den  Logarithmas  dieses  Coefficienten  verticid  verschieben, 
wenn  es  sieh  um  einen  Coefficienten  tod  a\fT  handelt,  und  hori- 
zontal, wenn  es  sich  um  einen  solchen  von  a*£  handelte.  Auf 
einer  schiefen  Linie  von  45^  durch  den  Ursprung  schneiden  sich 
die  vertioalen  and  horizontalen  mit  den  schiefen  des  Oubas  und 


Auf  einer  Linie,  die  mit  der  Horizontalen  den  Tangenten- 
wi&kel  R  bildet,  schneiden  sich  die  Verticale  a,  die  Horizontale 
a"  und  die  schiefe  Linie ,  welche  auf  der  Horizontalen  bei  o*"'*'* 
and  auf  der  Vertic|k]en  auf  «"+''>  ausmündet. 

BeiBpiel.  Welcbw  Ut  das  Oewlcht  einer  Ebeutange  von  ,09G  M.  in 
GeTierten  und  3  H.  Liege?  Wir  oebmen  das  Bpeolflache  Qewlcht  des  Eiseiu  T,S 
In  Zirkel  und  tragen  es  vom  Bchoitt  der  Horizontalen  8,S  mit  der  Veiüctlen  3  H. 
au  botiiOBt«!  anf,  die  Zlrkelspitse  trifft  anf  die  soharfe  Linie  B9  (genan  591).  Die 
Charakteristik  ist,  wenn  wir  in  Dedmetem  und  Kilo?ramm«i  reehnen, 
^  1  +  S  .  9  —  9.  Die  «ehiete  Linie  59  trifft  in  die  dritte  Soala,  alio  ist 
dia  CharakteristlkdeB  Besnltats  9^  +  a  =  1 ;  das  Gewicht  demnach  S9  Ki1<«T. 

Wfirde  ea  sich  nm  mnde  ECrper  bandeln,  so  bStte  man  lum  epeclflseben  Ge- 
wleiit  DOoh  den  L<^rlthtnnB  des  eutoprechenden  n  in  addlren. 

Alle  Arten  von  Tafeln,  mit  deren  Zahlen  zu  mnltipliciren 
oder  zu  diridiren  ist,  lassen  sich  in  Form  ron  Maassstäben  brin- 
gen, auf  denen  die  entsprechenden  Längen  direct  abgegriffen 
werden  können.  Taf.  24  und  2^  sind  Maassstäbe  fUr  die  trigono- 
metrischen Functionen ;  einen  Vortheil  dieser  graphischen  Tafeln 
den  gedruckten  gegenäber  mUasen  wir  noch  hervorheben :  die  beiden 
Segmente  irgend  eines  Punktes  auf  der  Soala  ergänzen  sich  zur 
Sealenlänge,  sie  sind  daher  die  Logarithmen  reciproker  Zahlen; 
ea  Bind  also  durch  die  Logarithmen  der  sin.  und  cos.  auch  die  der 
sec.  und  cosec.  gegeben,  als  Distanzen  vom  recbtseitigen  Rand. 

Dasselbe  gilt  von  Taf.  %  der  p^,  die  Entfernung  irgend  eines 
n  vom  rechten  Band  ist  gleich  dem  Log.  von 
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Diese  sin.  und  cos.  Stäbe  erstrecken  sich  nur  fiber  d&s  Inter- 
vall 8  bis  1  der  Charakteristiken.  Da  fUr  die  sin.  oder  tg.  ron 
Winkeln,  welche  einen  kleineren  Logarithmus  als  8  haben,  die 
Bogenlängen  genommen  werden  können ,  so  bat  man,  um  die  Lo- 
garithmen dieser  Functionen  zu  erhalten,  nur  die  Länge  einer 
Minute  oder  Secunde,  welche  Taf.  2g  zu  entnehmen  ist,  zum  Lo- 
garithmus der  betreffenden  Minuten-  oder  Secundeuzahl  zu  ad- 
diren.  Der  Stäbe  Taf.  2^,  ^  haben  wir  weiter  oben  S.  76  schon 
erwähnt. 

lu  Taf.  2q  endlich  haben  wir  noch  einige  Functionen  von 
ff  und  n  aufgetragen.  Namentlich  für  g  ist  der  oben  erwähnte 
Vortheil  der  reciproken  Strecken  beachtenswerth,  indem  man  bei- 
nahe so  häufig  —-und  .— _  braucht,  als  wie  2*j  und  Y^ig. 
ig  y2g 

Der  praktische  Techniker  wird  diese  l'afeln  nun  nach 
Belieben  erweitern  und  vermehren.  Nur  als  Beispiele  figuriren 
sie  hier  auf  Taf.  2. 

Vergleicht  man  die  Operationen  mittelst  des  Abacus  mit 
denen  mittelst  des  Kechenschiebers,  so  scheinen  jene  allgemeiner 
und  umfassender  als  wie  diese  zu  sein,  dagegen  erscheinen  sie 
uns  weniger  genau  und  praktisch:  eine  Linie  zwischen  zwei 
schiefen  Linien  zu  interpoliren,  längs  derselben  herabfabren  bis 
zu  einer  interpolirten  Vertieallinie  und  dann  wieder  hinauffahren, 
ist  Jedenfalls  viel  ungenauer,  als  die  Aneinanderreihung  der  drei 
zu  addirenden  Strecken.  Rechnet  man  hiezu  noch,  dass  der 
Rechenschieber  viel  leichter  in  die  Tasche  geschoben  werden 
kann,  als  ein  in  grösserem  Maassstabe  ausgefDhrterAbacns,  so 
begreift  man  die  grössere  Verbreitung,  die  der  Rechenschieber 
nach  und  nach  gewonnen  hat. 


14.  Verwandlung  der  Gleichungen,  die  krumme  Parallel- 
schnitte  geben,  in  solche  mit  geraden. 

Bei  der  Construction  des  Abacus  ist  es  uns  gelungen,  mit 
Hülfe  des  Logarithmirens  die  Function  s  =  xy,  die  Hyperbeln 
dai-stellt,  wenn  man  s  eine  Reihe  constanterWerthe  beilegt,  durch 
gerade  Linien  dantustellen.  Dieses  Verfahren  ist  einer  Aus- 
dehnung fähig.     Es  ist  zunächst  klar,   dass  diese  Darstellung 
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14.  VemudlmiK  der  Olefchiiiigieii  etc.  g3 

dnrch  gerade  Linien  immer  möglich  ist,  wenn  die  Gleichung  nach 
zwei  der  Unbekannten ,  x  und  y  z.  B. ,  bo  getrennt  nerdeo  kann, 
dasH  sie  die  Form 

o,  x  -\-  b^y  -{-  c,  ^  0 
annimmt,  worin  a.'  eine  eindeulige  Function  von  a:  allein,  y'  eine 
solche  von  y  und  a,  b,  c,  solche  von  s  allein  Bind.  Denn  man 
braucht  nur  x  und  y  fortlaufende  Werthe  beizulegen,  die  ent- 
sprechenden  x y  auszurechnen,  auf  die  Cooi-dinateoaxen  auf- 
tragen und  die  Theilpunkte  mit  den  ludexen  der  x  und  y  zu  ver- 
sehen.    Dann  für  fortlaufende  Werthe  von  s  die  Axenabschnitte 

—    — ^  und T^  berechnen,  auftragen,  Linien  durchziehen  und 

"(  bs 

mit  dem  Index  des  zu  Grunde  gelegten  %  versehen,  so  ist  die  Dar- 
stellung vollendet.  Das  Blatt  ist  dann  von  drei  Schaaren  gerader 
Linien,  nämlich  Parallelen  zu  den  Coordioatenaxen  und  schiefen 
Linien,  erfüllt;  und  in  jedem  Punkt,  in  welchem  sich  drei  solcher 
Linien  schneiden,  tragen  diese  drei  Linien  die  Indexe  zusammen- 
gehöriger xy  z. 

In  den  oben  behandelten  Beispielen  s  >=  —  leX  x"  ^^  x, 

y  =  y,  ffli  ^  1,  A,  ^  —  »  und  c,  =  0,  und  in  «  ■=  xy  ist 
X  =  \^x,  y  =  lg  y,  «I  =  *i  =  1  und  c,  ■=  —  lg  ». 

Ueberdie  Verwandlung  von  y  [xyz)  =  0  in  a.a:  -\-  h,y'-\~e, 
=  0  lassen  sieb  keine  allgemeine  Regeln  geben.  Utm  wird  die- 
jenige Unbekannte ,  welche  in  den  meisten  Gliedern  und  in  den 
höchsten  Exponenten  vorkommt,  als  s  behandeln  und  durch 
passende  Divisionen  die  beiden  anderen  zu  trennen  suchen.  Ge- 
lingt es  nicht,  so  wird  die  folgende  Verwandlung  unter  allen  Ver- 
hältnissen auf  unendlich  viele  Weisen  mOglich  sein. 

9  (^y»)  =  «.A  i^y)  +  *"Aa  i^y)  +  c.  =  O; 
setzt  man  jetzt; 

x'--/\(xy)  und  ^—U(xy), 
80  wird  die  R«duction  vollbracht  sein,  allein  man  wird  vielleicht 
zur  graphischen  Bestimmung  von  x'  und  y'  eine  oder  zwei  weitere 
graphische  Tafeln,  die  ebenfalls  aus  drei  Schaaren  gerader  Linien 
bestehen,  zu  Hülfe  nehmen  mflssen.  Wäre  eine  von  diesen  /i  oder 
ft  wiedemm  nicht  mittelst  eines  einzigen  Blattes  gerader  Linien 
darstellbar,  so  konnten  weitere  Blätter  zu  Hülfe  genommen  wer- 
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g4  !>>■  grmphiNiM  Bechn«!. 

den;  es  ist  ao^r  denkbar,  dass  uoendlicfa  viele  BIfttter  ange- 
nommen werden  mSssteD ,  die  Function  also  in  dem  hier  ange- 
nommenen Sinne  gar  nicht  conrergire.  Wie  dem  aher  auch  sei, 
80  wird  es  nie  zweckmässig  sein,  mehr  als  ein  Blatt  zur  Dar- 
stellung zu  verwenden,  and  gelingt  diese  nicht  mittelst  gerader 
Linien,  so  möge  maa  xu  Curven  greifen ,  denn  bei  mehreren  Blät- 
tern geht  die  graphischfe  Uebersichtlichkeit  ganz  verloren. 

Als  Beispiel  für  eine  Functioo,  die  zweier  Blätter  bedarf,  be- 
handelt Laianne  die  Function : 


und  setzt  a>-{-y  ^y,  wozu  ein  Blatt  mit  schiefen  Linien  zu  45* 
nothwendig  ist,  ir  —  ax*  kann  direct  durch  Numeration  reducirt 

werden  und  die  Function  «  =»  — r  ist  jetzt  durch  einen  Strafalen- 

y 

bOschel  dargestellt,  der  durch  den  Ursprung  gebt.  Allein  dieses 
zweiten  Blattes  bedarf  es  auch  nicht,  bringt  man  die  Gleichung 
auf  die  Form : 

y—  «a^»  ■  — +  ir  =  0, 

oder 

y  —  (ajr")    a'  +  J?  =«=  0, 

wo  2'   B>  ^ —  gesetzt  wurde,   und  man  hat  die  Gleichung  der 

geraden  Linie  zwischen  y  und  s'. 

Von  den  durch  Laianne  behandelten  Beispielen  wollen  wir 
hier  noch  einer  Tafel  fUr  Strassenauf*  und  Abträge  erwähnen,  auf 
die  wir  später  zurückkommen  werden,  und  einer  sehr  schönen 
Tafel  zur  allgemeinen  Auflösung  der  cubischen  Gleichungen ,  die 
vorher  auf  die  Form : 

X*  -f-  px  -|~  y  ^  0 
zu  bringen  sind.  Den  Grossen  ji  und  q  werden  die  Coordinalen- 
axen  zugewiesen,  und  jeder  Werth  von  x  giebt  eine  gerade  Linie 
bezüglich  der  Coordinaten  p  und  q.  Alle  diese  geraden  Linien 
umhüllen  eine  cubische  Parabel;  durch  jeden  Punkt  im  Innern 
derselben  gehen  drei  Strahlen,  durch  jeden  Funkt  ausserhalb  der- 
selben nur  einer,  so  dass  hier  das  Reich  der  imaginären  und 
reellen  Wurzeln  ausgeschieden  ist;  dieses  Verfahren  ist  natOrlicb 
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aQch  auf  die  Lösung  aller  GleicbungieD  von  der  Form 

a:' -\- px- -\-  y  =  0 
anwendbar. 

Der  Aufsatz  schliesBt  mit  geecbichttieheD  Notizen  Sber  gra- 
ptiiscbe  Darstellungen. 

Wir  glaubten  bei  der  Ausarbeitung  grapbischer  Metboden 
diesen  bedeutenden  Aufsatz  nicht  mit  StiÜBcbweigen  Obergehen 
zu  dürfen. 


Drittes  Kapitel. 
Terwandlnng  der  Flächen. 


15.  Terwfutdlnng  des  Dreieeks. 

Die  Richtigkeit  der  oben  Nr.  4  zur  Bestimniung  des  Ftächen- 
inhaltB  der  Fig.  19  und  20  (s.  S.  15)  ausgefUhrten  Hultiplication 
lasst  sieh  auch  direct  geoaietriscb  nachweisen.  Verbindet  man 
Qämlicb  C  andI)uütBu.j4,  so  ist  wegen  derParallen^^  und  BC 
der  Inhalt  des  Dreiecks  OCD=  OAB.  In  Fig.  19  ist  dann2& 
die  Basis ,  f  die  Böhe ,  in  Fig.  20  aber  2  b  die  Hohe,  f  die  Basis 
des  Dreiecks  OCD,  mitbin  ist  in  beiden  Fällen  der  Flächeninhalt 
von  OAB-'F~ 

V».2A/"=  A/.oder/-=^. 

d.  b.  wir  haben  den  Flächeninhalt  P  durch  die  Hohe  f  eines 
Rechtecks  dargostellt,  dessen  Basis  —  b  ist  Wir  sind  also  hier 
durch  Verwandlung  des  Dreieeks  AOB  auf  dieDreiecksbasis  oder 
Dreiecksböfae  ib  genau  auf  dieselbe  Weise  zu  demselben  /'ge- 
langt als  wie  frOfaer  durch  Multiplication  derselben  Höbe  mit  der 
Basis  and  dnreb  Dirieion  des  Froductes  durch  h.  Bei  compli- 
cirteren  Figuren  lässt  sich  diese  Uebereinstimmung  nicht  mehr 
nacbweisen,  und  dann  ist  die  Verwandlung  der  Figur  entschieden 
der  Bestimmung  und  Summimn^  der  Flächeninhalte  aller  ein- 
zelnen Dreiecke,  ans  denen  sie  besteht,  durch  Mnltiplication  ihrer 
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gg  Das  erBplifsabe  Beebnen, 

DimenBinnen  vorzuzieben.  Wir  wollen  also  jetzt  zeigen,  wie  be- 
liebige Figuren  durßh  Verwandlung  in  ein  Recbteck  mit  beBtimm- 
ter  Basis  oder  ein  Dreieck ,  das  das  Doppelte  dieser  Basis  zur 
Höbe  oder  Basis  bat,  gemessen  werden  kOnnen.  Man  erbält  dann 
durch  diese  Verwandlung  Linien,  welche  diesen  Fläcbeninhalten 
proportional  sind,  und  die  ganz  nach  den  Regeln  des  ereten  Ka- 
pitels behandelt  werden  können. 

Es  muBB  nicht  immer,  wie  in  Fig.  19  und  20,  irgend  eine  der 
drei  Seiten  eines  Dreiecks  als  dessen  Basis  betrachtet  werden, 
sondern  es  kann  jede  Linie  v/0|  (Fig.  45),  welche  einen  Eck- 
punkt y^  mit  einem  Punkt  0|  der  gegenüberliegenden  Seite  BC 

Flg.  45. 


verbindet,  als  solche  betrachtet  werden.  Als  Höbe  hat  man  dann 
die  orthogonale  Projection  CD  der  A  gegenüberliegenden  Seite 
B  C  auf  eine  Senkrechte  za  AB^  anzunehmen.  Diese  ProjectioD 
auf  einen  Perpendikel  wollen  wir  zum  Unterschied  der  Projection 
aui  die  Linie  ABx  selbst  die  Antiprojeotion  nennen. 

Denn  verwandelt  man  durch  Ziehen  der  Parallelen  AAy  das 
Dreieck  ABC  in  das  Dreieck  gleichen  Inhalts  .^iAC(C.^i  iat 
nicht  ausgezogen),  so  dass  Ay  B  parallel  und  gleich  AB^  ist,  so 
wird  CD  die  Höhe  des  Dreiecks  Ay  BC  sein.  CD  nimmt  seinen 
grössten  Werth  an,  wenn  es  mit  BC  zusammenftllt,  dementepricht 
denn  der  kleinste  Werth  von  A  0| ,  nämlich  die  Höbe  des  Drei- 
ecks ABC.  Dreht  man  dann  AB^,  so  nimmt  es  bis  ins  Unend- 
liche zu,  während  D  einen  Halbkreis  auf  £C  beschreibt  und  bis 
zu  0  abnimmt    Man  kann  demnach  jede  OLoge,  die  grösser  als 
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die  Höhe  dea  Dreiecks  ist,  als  Basis,  und  als  Höhe  jede  Länge,  die 
kleiner  ist  als  die  A  gegenüberliegende  Seite  B  C,  zur  Reduction 
anwenden. 

Ebenso  wie  das  Dreieck  in  A^BC  rerwandelt  wurde,  kann 
es  aocb  'm  A^BC  verwandelt  werden  und  sein  Inbalt  als  Product 

von  —  AfC .  B  Ci  abgelesen  werden;  flberbaupt  kann  die  Doppel- 
basis 2  b  als  schief  gemessene  Entfernung  der  Basis  B  C  von  der 
parallelen  AA^  zu  ihr  an  jeder  beliebigen  Stelle  gemessen  wer- 
den. Und  die  HObe  h  •='  BC^,  DC  u.  s.  w.  kann  auch  als  senk- 
rechte Entfernung  der  beiden  durch  B  und  C  geführten  Parallelen 
an  jeder  beliebigen  Stelle  gemessen  werden.  In  obiger  Figur 
sind  die  drei  durch  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  gebenden  beson- 
deren Lagen  der  Basis  und  Höhe  eingezeichnet  worden. 

Betrachtet  man  zwei  durch  denselben  Eckpunkt  gehende 
senkrechte  Linien,  z.  B,  ^i  B  und  B  Cj  als  zusammengehörig,  so 
kann  man  auch  sagen:  Fuhrt  man  durch  einen  Eckpunkt 
/f  eines  Dreiecks  zwei  Senkrechte  BAt  und  BCt,  und 
schneidet  man  auf  der  einen  durch  eine  Parallele 
AAi  zu  einer  durch  den  Punkt  0  gehenden  Seite  die 
Länge  BAi,  undaufderanderen  durch  eine  Parallele 
CC|  zu  ^..^idieLängeACiab,  sowirddurcbdasPro- 
duct  dieser  beiden  Längen  der  doppelte  Inhalt  des 
Dreiecks  dargestellt 

Ist  nun  eine  der  beiden  Linien  CO  oder  AB^  gleich  der 
Doppelbasis  26  angenommen  worden,  so  wird  die  andere  gleich 
der  Linie  faein,  die  den  Flächeninhalt  darstellt 


16.  Verwandlung  dee  Vierecke. 

Das  Viereck  ABCD  (Fig.  46,  a.  S.  88)  könnte  man  durch 
Ziehen  der  Parallelen  BB,  zu  ^  C  in  ein  Dreieck  B,  CO  verwan- 
deln (die  Linie  B,  C  wurde  nicht  ausgezogen)  und  dann  durch  eine 
beliebige  Basis  F  C  und  die  dazu  gehörige  Antiprojection  B,  E  der 
Seite  B,D  den  FlächeuiDbalt  des  Dreiecks  bestimmen,  nach  dem 
man  entweder  CF  oder  B,E  gleich  der  Doppelbasis  2ä  ange- 
nommen hatte,  erfaält  man  die  andere  Linie  als  Ulaass  /'des 
Vierecks. 
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Han  kann  jedoch  ohne  Verwandlung  zur  Reduction  des  Vier- 
ecks auf  die  Ooppelbasis  2  b  gelangen ;  man  beschreibe  (Fig.  il) 
mit  FC  =  2b  einen  Kreisbogen  von  C  aus,  ziehe  von  A  auB  eine 
Tangente  B,F  aa  denselben  und  betrachte  FC  tue  ÄntiprojeetioD 

flg.  <7. 


der  Diagonalen  ^  C,  dann  wird  (analog  der  ¥ig.  45  8.  86),  wenn 
BB,  und  DD,  parallel  zu  CA  laufen,  AB,  die  Basis  des  Dreiecks 
ABC  und  AD,  die  Basis  des  Dreiecks  A  C  D„  mithin  der  Flächen- 
inhalt ^Ä  CO  =  Vs  5^0,  .  C/*«  Vsfi^^-2*  =  Ä7^.*und 
durch  B,  D,  dargestellt  sein. 

Diese  Construction  ist  nicht  mehr  ausführbar,  wenn  CF  län- 
ger als  die  grOsste  Dimension  des  Vierecks  ABCD  ist;  dann 
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trage  man  diese  Länge  2ö  als  Basis  B,D  auf,  indem  man  von  D 
aus  mit  der  Zirkelöffnung  21)  =•  B,D  auf  der  zur  Diagonalen  A  C 
Parallelea  BB,  den  Punkt  B,  abscboeidet.  Der  Flächeninhalt 
wird  dann  durch  die  Antiprojection  CF  der  Diagonalen  j4  C  ge- 
messen. 

Ist  das  Viereck  ver-  fig-  *9. 

BchluDgen,  wie  Fig.  49, 
80  geben  obige  Construc- 
tionen  die  Differenz  (statt 
wie  in  Fig.  48  die  Summe) 
der  beiden  Dreiecke  ABC 
und  A  CD,  aus  denen  das 
Viereck  besteht.  DieBasen 
der  beiden  Dreiecke  ABC 
und  ABC  fallen  dann  auf 
einander,  ziehen  sich  ab 
und  die  längere  AB,  bezeichnet  die  grössere  Flache. 

Bei  der  Verwandlung  von  verschtungeoen  Vierecken  hat 
/'das  Zeichen  der  Fläche,  zu  deren  Begrenzung  die  von  der  ge- 
meinschaftlichen Diagonale  A  C  entferntere  Ecke  gehört. 

Gerade  so  wie  die  den  Inhalt  des  Dreiecks  in  Fig.  45  dar- 
stellenden Linien  an  mehreren  verBchiedenen  Orten  abgegriffen 
werden  konnten,  können  auch  bei  den 
Vierecken  diese  Linien  verschiedene 
L.8geD  erhalten.  Wir  wollen  sie  hier 
nicht  alle  zeichnen,  and  begütigen 
uns,  daraus  eine  einzige  bequeme  für 
das  verschlungene  Viereck  (Fig.  50) 
zu  zeichnen,  den  Nachweis  der  Ricfa- 
tigkeit  dem  Leaer  ttberlassend.  A^-. 


FtR.  50. 


17.   Terwandlnng  mehr  als  vierseit^er  Polygone. 


Zieht  man  durch  eine  Ecke  1  (Fig. 51,  s.S. 90)  eine  Parallele 
13,  zur  Diagonalen  02,  welche  die  beiden  nächsten  Endpunkte 
Tsibindet,  bis  zu  ihrem  Darchachnitt  2^  mit  der  zweiten  Seite  2  3, 
»  wird  das  Dreieck  0\i  dem  Dreieck  0  2, 2  (2,0  ist  nicht  am- 
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90  l^M  graphisehe  Becbnen. 

gezogen),  mithin  auch  das  Polygon  0  2,  3  4  ...  dem  gegebenen 
Polygon  0  l  2  3  i  gleich  sein.  Der  Eckpunkt  1  ist  also  eliminirt, 
und  das  neue  Polygon   hat 
•^K-  *'■  ein  Eck  weniger.    Auf  die- 

selbe Weise  kann  nun  auch 
der  neue  Eckpunkt  2)  da- 
durch eliminirt  werden,  dass 
man  2i  3i  zu  03  parallel 
zieht.  Auf  diese  Weise  fort- 
fahrend kann  man  ein  Poly- 
gon von  beliebig  vielen  Sei- 
ten in  ein  Viereck,  hier  03, 4  5 
verwandeln  und  dieses  dann  nach  Kr.  It!  S.  88  auf  die  Basis  2t> 
reduciren. 

Bei  dem  oben  beschriebenen  Verfahren  wurde  der  Eckpunkt 
0  in  der  Art  festgehalten ,  dass  jede  neue  Seite  eines  jeden  neuen 
Polygons  durch  diesen  Punkt  geht;  es  lässt  sich  aber  auch  statt 
eines  Eckpunkts  eine  Seite  festhalten. 

Auf  Taf.  3)  ist  diese  Operation  an  einem  Eisenhahnprofil  vor- 
genommen worden.    Es  wurde 

1  l,  parallel  zu  2  0 

2  2,       „         „3  1, 

3  3,       „         „4  2, 

4  4,       „         „5  3, 

5  ö       „         „  ^i, 

gezogen  und  so  schliesslich  die  Linie  ^D  bestimmt,  welche 
gleiche  Flächeninhalte  rechts  und  links  absehneidet.  Die  Richtig- 
keit dieser  letzteren  Verwandlung  bedarf  keines  weiteren  Nach- 
weises und  es  genllgt  hier,  den  Gang  anzudeuten.  Wird  auf 
dieselbe  Weise  der  obere  Theil  des  Profils  auf  die  Linie  B  C  ver- 
wandelt, so  hat  man  nur  mehr  das  Viereck  j4BCD  aufdieDoppel- 
basia  2  J  zu  reduciren ,  um  f,  das  den  Inhalt  des  ganzen  Profils 
darstellt,  zu  erhalten. 

Die  hier  angedeutete  Art  und  Weise,  den  Flftcheninhalt  zu 
bestimmen,  ist  wohl  die  zweckmilssigste  bei  allen  gegebenen 
Querprofilen  der  verschiedenartigsten  Form.  Mit  etwas  Uebuog 
erlernt  man  die  Verwandlungen  ganz  mechanisch  auszufahren, 
indem  man  immer  nur  die  Spitze  des  Zirkels  oder  des  Bleistifts  in 
1,  2,  3, 1,  etc.  einsetzt  und  ohoeNumeriren  und  ohne  Linien  ziehen 
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die  Operation  aneftlhrt.  Liegt  z.  B.  der  Winkel  bei  3  3,  so  wird 
mit  dem  Stift  der  Winkel  an  dem  Punkt  3,  festgehalten ,  während 
man  den  Winkel  sammt  dem  Lineal,  an  den  er  nachher  gleiten 
soll,  um  3,  drehend  auf  den  zweiten  Punkt  ä  bringt,  dann  litsst 
man  den  Punkt  3,  los  und  Terscbiebt  am  Lineal  den  Winkel  nach 
dem  näcb8t«n  Punkt  4  und  der  Punkt  4,  ist  beetimntt  u.  s.  f. 

Dieses  Verfahren  ist  ganz  mechanisch  und  man  hat  nicht  im 
Mindesten  auf  die  Form  der  Begrenzung  Rücksicht  zu  nehmen, 
nnil  es  ist  einerlei ,  ob  der  Linienzug,  den  man  verwandelt,  sich 
nach  rechts  oder  links  wendet.  Construotionen  aber,  die  so  ganz 
mechanisch,  ohne  irgend  eine  Beachtung  der  Lage  der  verschie- 
denen vorkommenden  Linien  ausgeführt  werden  ktinuen,  haben 
immer  auch  eine  ganz  allgemeine  Geltung,  und  wirklieb  verwan- 
delt diese  Methode,  bei  etwa  vorkommenden  Verschliagungen, 
mit  BerOcksiehtigung  des  Zeichens,  die  Fläche.  Wird  z.  B.  genau 
wie  oben  beschrieben,  bei  Verwandlung  des  Taf.  3,  aus  Auf-  und 
Abtrag  bestehenden  Profils  verfahren ,  so  gleicht  sich  ganz  von 
selbst  Auf-  und  Abtrag  aus  und  das  verwandelte  Profil  AB  CD 
ist  gleich  der  Differenz  der  zwei  Flächen.  Ob  zwei  Flächen 
gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinnes  seien,  erkennt  man  daran, 
ob  der  sie  fortlaufend  umfahrende  Linienzug,  den  man  verwan- 
delt, die  einzelnen  Flächen  in  gleichem  oder  in  entgegengesetztem 
Sinne  amführt.  So  ist  der  Sinn  3  4  ABCO,  in  welchem  der  Auf- 
trag umfahren  wird,  der  entgegengesetzte  vom  Sinn  CO  1  2  3  4, 
in  welchem  der  Abtrag  umfahren  wird,  wie  es  durch  die  Pfeile  im 
Innern  einer  jeden  Figur  angedeutet  ist.  Der  Sinn,  in  welchem 
die  SchluBsfignr  A  B  CD  umfahren  wird ,  bezeichnet  die  Flächen, 
dereD  Summe  die  grössere  ist.  Wären  z.  B.  mehr  Ab-  als  Auf- 
tra^flächen  vorhanden  gewesen  und  in  Folge  dessen  die  Linie 
AD  Dach  AD,  gefallen,  so  würden  in  der  Tbat  ABCD.A  und 
C  0  1  2  3  4  gleichen  Sinnes  sein. 


18.  ParabeltÄfel  fOr  Auf-  und  AbtragBproflle. 

Die  Querprofile  der  Strassen  und  Eisenbahndämme  sind 
■neiatens  Vierecke,  welche  auf  drei  Seiten  von  geraden  Linien 
gleieber  Bichtung  und  Lage  nnd  auf  der  vierten  von  der  Terrain- 
lioie  begrenzt  sind,  dieren  Lage  und  Richtung  sich  Sndert. 
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Da  die  Flächen  dieser  Profile  ausserordentlieh  häufig  zu  be- 
rechnet] sind,  so  hat  man  sie  fUr  verschiedene  Lagen  und  Ricb- 
tungen  der  Terrainlinie  im  Voraus  berechnet,  tabellarisch  ge- 
ordnet und  auch  graphisch  in  der  Art  aufgetragen  >  daas  man  den 
Ftäcbeninhalt  der  Profile  unmittelbar  auf  der  Horizontalen  ab- 
greifen kann ,  welche  durch  den  Terrainpunkt  gebt.  Wir  wollen 
hier  zeigen,  wie  eine  solche  graphische  Tafel  statt  gerechnet  con- 
Btruirt  werden  kann.  Wie  gewöhnlich  verwandeln  wir  nur  du 
halbe  Profil  ^0C/>  (Fig.  52)  und  betrachten  dasselbesU  Differenz 

Fig.  52. 


der  Dreiecke  0  CD  und  0  BA.  Diess  hat  den  Vortheil,  die  gra- 
phische Tafel  für  alle  Profile  gleicher  Böschung  benutsen  zu 
können,  indem  man  mittelst  einer  einzigen  Parallelen  zu  OD^  den 
fUr  jede  Profilgattung  constanten  lubtüt  OAB  itber  der  oberen 
Begrenzung  AB  abziehen  kann.  Unsere  Aufgabe  besteht  nun 
vorerst  nur  darin ,  alle  Dreiecke  0  CD,  OCyDi  ...  auf  eine  ge- 
meinsohafttiche  Doppelbasis  OD  so  zu  reducireu,  dass  die  Spitzen 
der  reducirten  Dreiecke  auf  die  Horizontalen  durch  DDxD^ 
fallen. 

Man  projicire  den  Fuss  aller  Böschungen  CC,Ct  durch  yer- 
ticale  auf  die  Horizontallinie ,  die  durch  D  den  Fuss  der  Doppel- 
basia  geht,  nach  EE,Et,  so  werden  die  gegebenen  Dreiecke 

OCD,   OC,Dt,  OC^D, den  Dreiecken   OBD,   0£, />„ 

OE^D^  etc.  gleich  sein,  und  diese  den  Dreiecken  OED,  OS^  B, 
05i/>  (weder  die  Linien /),£„ />i£|  noch  D^Sx,  />i53  wurden 
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aasi^ezogeD)  etc.,  wenn  die  Punkte  E E^  E^  auf  die  Horizontalen 
ÜE,  ßSi,  />5g  TOD  0  aus  projicirt  werden.  Diese  letzteren 
Linien  stellen  also  den  Fläebeninfaslt  der  aufeinanderfolgenden 
Dreiecke  dar;  um  ihn  zu  erhalten,  bat  man  sie  nur  mit  ■/>  0"  als 
Basis  zu  moltipliciren. 

Verbindet  man  alle  S  durcb  eine  Curre,  deren  Natur  wir  so- 
gleich ermitteln  werden,  so  ist  durch  diese  der  Flächeninhalt 
aller  Profile  gleicher  Böschung  und  gleicher  Neigung  des  Getän- 
des  gegeben. 

Die  Funkte  £5, 5.  ...  kOnnen  als  Schnitte  des  Strahlen- 
bUacbels  0  {DEExE^  ...oo)  und  des  FarallelatrablenbascheU  oo 
{ODD^Di  ...OQ,)  betrachtet  werden.  Beide  StrablenbUschel  sind 
demselben  geraden  Oebilde  OCCyCn  ...  ooj  projectivisch,  mithin 
ist  der  Ort  aller  S  eine  Curre  zweiter  Ordnung. 

Da  dem  gemeinscbaftlichen  Strahl  0  <x>  als  Strahl  des 
BOsehelB  0  betrachtet,  die  uneudlich  ferne  Gerade  co  coi  des  Pa- 
lallelstrablenbQschels  CO  entspricht,  so  berührt  die  Curve  diese  im 
Punkt  CO ;  sie  ist  also  eine  Parabel  und  0  oo  ein  Darebmesser. 

Dem  gemeinschaftlichen  Strahl  <xO  alsStrahldesFarallelen- 
strahlenbilBcfaels  betrachtet,  entspricht  der  Strahl  OD  des  Bu- 
scheis 0  :  OD  ist  also  eine  Tangente,  welche  die  Curre  im  Punkt 
0  berührt. 

Da  die  Tangente  00  senkrecht  auf  dem  ihrer  Richtung  con- 
jugirten  Durchmesser  0  co  steht,  so  ist  dieser  letztere  die  Aze  der 
I^rabel. 

Diese  Parabel  ist  demnach  roUst&ndig  bestimmt  and  kann 
fUr  jede  gegebene  Böschung  und  Geländeneigung  leicht  coastmirt 
werden. 

Aendert  man  die  Böschung  oder  ändert  man  die  Neigung  des 
GeliUidee,  so  erhält  man  eine  andere  Parabel,  Gonstruirt  man 
nun  fttr  verschiedene  stetig  aufeinanderfolgende  Neigungen  des 
GelSndes  die  dazu  gehörigen  Parabeln,  so  kann  man  durch  Inter- 
polation für  alle  Neigungen  des  Geländes  den  Flächeninhalt  des 
Profils  anf  der  Horizontalen  abgreifen,  die  durch  den  Fuss  seiner 
Mittellinie  gebt 

Wenn  sich  die  Böschung  ändert,  so  ändern  sich  eben&lls  die 
Parabeln  ;  allein  da  die  Aenderung  des  Flächeninhaltes  in  Folge 
der  BSscbungsänderung  genau  derselben  Art  als  die  in  Folge  der 
Aenderung  der  Neigung  des  Geländes  ist,  so  dass  die  lohalte  aller 
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Fig.  53. 


Profile  OCD,  OC^D  und  OC^D  (Fig.  53),  bei  denen  die  Diffe- 
renzen t  —  a  der  Neigungütangenten  und  der  BöBchungBtangenten 
dea  Geländes  gleich  gross  sind,  eben- 
falls gleich  gross  sind :  so  tbut  mu 
am  besten ,  zum  Index  der  Farabelu 
nicht  etwa  die  Neigungen  des  Gelän- 
des oder  der  Böschungen,  sondera 
diese  Tangentendifi'erenz  t  —  a  selbat 
zu  nehmen.  Auf  diese  Weise  erhall 
man  eine  und  dieselbe  graphische  Pa- 
rabeltafel, welche  fUr  alle  Neigungen 
der  Böschungen,  des  Geländes  und 
für  alle  ProfilbOhen  dienen  kann. 

Da  die  Tangentendifferenz  %  —a 
als  Index    der  Flächeatafel   dieueo 
soll,  80  ist  es  am  zweckmässigsten ,  diese  Differenzen  in  arith- 
metischer Reihe  auf  einander  folgen  zu  lassen.     Dies  ist  nicht 
allein  bequem,  um  ohne  graphisches  Auftntgen  der  GelSnde- 
neiguDg  den  Inhalt  aus  der  Tafel  dircct  abzulesen,  sondern  es  er- 
leichtert noch  ungemein  die  Gonstruction  der  Tafel  selbst,  indem 
dann  alle  Strahlen  des  Büschels  0  (Fig.  52  S.  92)  durch  die  ver- 
schiedenen Parabeln  in  gleiche  Theile  getbeilt  werden.     Es  sei 
0  C  (Tai.  3f )  irgend  ein  Strahl ,  welcher  die  Horizontale  D  C  des 
Fusepunktes  D  der  Doppelbaais  OD  im  Punkt  C  schneidet,  und 
den  Winkel  arc.  tgt  mit  der  üorizontalen  bildet,  dann  wird  dieser 
Puukt  ein  Punkt  der  Parabel  t  sein,  denn  die  Höhe  OD  des 
Dreiecks  OCD  ist  bereits  gleich  der  Doppelbaais,  mithin  bedarf 
es  keiner  Keduction  mehr,  und  sein  Inhalt  wird  durch  CD  dar- 
gestellt   Wir  ändern  nun  die  Tangentendifferenz  w  um  i,  indem 
wir  tg  Dt  CD  =^  S  machen ;  es  ist  dann  der  Inhalt  des  Dreiecks 
OCDi  auf  der  Parabel  T  —  <J  abzulesen ,  und  wir  erhalten  einen 
Punkt  derselben,  indem  wir  es  durch  Ziehen  der  Parallelen  D^Cy 
in  das  Dreieck  OC^D  rerwandelu,  dessen  Hübe  gleich  der  Doppel- 
basis OD  ist,  80  dasa  D^  C,  das  Maass  des  Dreiecke  OCD^  ist. 
Da  nun  von  Conatructionswegen  f7,  auf  dem  Strahl  0  C  und  auf 
der  Horizontalen  des  Terrainpunktea  Di  Hegt,  so  ist  C,  ein  Punkt 
der  Parabel  t— rf  auf  dem  Strahl  OC .  OD^D  und  OC,  C  sind 
also  ähnliche  Gebilde,  und  wenn  die  Unterschiede  DDx,  D^  />^etc. 
der  Tangentendifferenzen  gleich  grosa  sind ,  so  werden  es  auch 
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die  Segmente  CC|,  CiCj  etc.  sein,  welche  die  Parabeln  auf  dem 
Strahl  0  C  abschneiden.  Um  die  Punkte  2U  erhalten,  in  welchen 
andere  Strahlen  OB,  OE  von  denselben  Parabeln  geschnitten 
werden,  hat  man  die  Schnitte  H,  K  dieser  Strahlen  mit  der  Hori- 
zontalen, welche  durch  den  Schnitt  Cder  treffenden  Parabel  mit 
dem  Strahl  OC  geht,  parallel  zur  gemeinschaftlichen  Tangente 
OD  auf  diesen  nach  G  und/,  ond  diese  Punkte  horizontal  (parallel 
zum  gemeinschaftlichen  Durchmesser)  auf  die  Strahlen  0(H K)z\i 
projiciren,  um  die  gesuchten  Parabelpunktc/t,  E  zu  erhalten.  Der 
Beweis  lässt  sich  ganz  wie  oben  daraus  ableiten,  dassdieStrahlen- 
bUschel  cc(0GC7cx),)und  0  (D  HC K <x}  dem  geraden  Gebilde 
0  CCIix>3  projectiviseh  sind. 

Aus  diesen  Constructionen  köunte  auch  noch  direct  gefolgert 
wei-den,  dass  alle  Strahlen  von  0  durch  die  Parabeln  in  ähnlichen 
Gebilden  OB^BiB..,  OCtCfC,  OE^E^E  geschnitten  werden, 
wenn  es  nicht  unmittelbar  schon  daraus  hervorginge,  dass  0  ein 
Aehnlichkeitscentrum  der  ähnlich  gelegenen  Parabeln  ist.  Aus 
letzterem  folgt  aber  noch,  dass  alle  Strahlen  des  Büschels  0  von 
den  Parabeln  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten  werden.  Diese 
sind  demnach  auch  gleich  dicht  auf  einem  Strahl,  wenn  sie  ihn  in 
gleiche  Segmente  theileo.  Will  man  daher  die  Unterschiede  der 
Tangen tendifTerenzen  auf  den  Strahlen  von  der  Verticalen  aus- 
gehend  gegen  die  Horizontale  hin  abnehmen  lassen,  so  hat  diese 
Abnahme  auf  die  ganze  Länge  des  Strahles  hin  in  gleicher  Weise 
zu  geschehen.  Länge  eines  ganzen  Strahles  hin  hat  der  Unter- 
schied der  Tangenteodifferenzen  von  0,01 ,  z.  ß,  auf  0,0-2,  dann 
auf  0,05  und  0,10  zuzunehmeD. 


19.  Gonstmctioii  nnd  Benntznog  der  Farabeltafel. 

Mittelst  der  eben  entwickelten  Grundsätze  und  einiger  ein- 
fachen Rechnungen  ist  es  nun  leicht,  die  Parabeltafel  zu  con- 
stniiren.  Wir  nehmen  auf  dem  Millimeterblatt  Taf.  4,  daa 
2,4  Decimeter  lang  and  1,8  breit  ist,  den  oberen  Rand  als  Ab- 
scissen-  und  als  Axe  der  Parabeln,  den  linken  verticalen  Rand 
als  Ordinaten-Axe  und  als  gemeinschaftliche  Tangente  aller  Pa- 
beln  an,  und  werden  den  Schnitt  dieser  beiden  Linien,  den  Ur- 
apruDg  der  Coordinaten  mit  0,  alle  Punkte  mit  (ttf)  bezeichnen. 
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Die  Gleichungen  der  zu  construirenden  Parabeln  OBCz.  B. 
ergeben  sich  einfach  aus  der  Proportion  ^rp  —  ^-^  oder  (Fig.  54) 


-  =  -7^ ,  oder  —  -= 


wenn  wie  auf  Taf.  ,4  £  :=  a,  d.  h. 


GOF  =  45'  gemacht  wird,  denn  dann  ist  die  Ordinate  y  des 
Punktes  B  ^  OF  ^  FG  =  D  H  and  die  Gleichung  der  Pa- 
rabel wird : 

ys  =  aar. 

Mittelst  dieser  Gleichung  wurden  die  Ordinaten  aller  Parabeln 
der  Taf.  4  der  Paraineter  100,  50,  30  und  20  direct  fUr  Ordinaten- 
diflferenzen  von  0,1  bis  0,2  gerechnet. 

Für  alle  folgenden  Parabeln 
wurden  die  Schnitte  derselben 
mit  den  aufeinanderfolgenden 
Strahlen  von  0  bestimmt.  FUr 
den  ersten  dieser  Strahlen  z.  B., 
der  den  unteren  Rand  des  Blattes 
bei  0,18  schneidet  und  dessen 
Gleichung  demnaeb : 


c  » 

J 

n 

i 

"■v 

?• 

ist,  hat  man 


=  10:1 


y  =  V  =  o,i.<., 


und     w  =  -i  =  0,01  . 


Die  Parameterdifferenz  A  a  der  auf  diesem  Strahl  auslaufenden 
Parabeln  ist  =  1,  demnach  die  Ordinatendifferenzen  gleich  0,1 
{1  Centimeter)  und  die  Abscissendifferenzen  =■  0,01  (I  Millimeter). 
E^  geht  demnach  eine  Parabel  durch  jeden  Schnitt  des  Strahles 
r  =  10  mit  einem  Gentimeter  und  Millimeter. 

Hierauf  wurde  —  =  0,12  gesetzt.  Der  entsprechende  Strahl 

schneidet  den  unteren  Rand  mit  der  Parabel  15  in  0,316  und  die 
der  Pararoeterdifferenz  A  a  =>  1  entspreehende  Ordinatendifferenz 
Ay  ist  —  0,12;  und  die  Parabeln,  die  durch  den  Schnitt  des 
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Strahls  10  mit  der  Horizontalen  0,1 ,  0,2,  0,3  ...  giageo,  gehen 

aach  durch  den  Schnitt  des  Strahls  -fi--,ä    ^^^  '^^'^  Horizontal- 

linien  0,12,  0,24,  0,36  u.  a.  f.  Die  zwischen  diesen  Strahlen  be- 
fiodlicben  ParabelstUcke  kOnoeo  daher  direct  eingezeichnet  wer- 
den, sie  laufen  alle  mit  einander  parallel,  bo  dasa  ein  an  einem 
Lineal  verschiebbarer  Winkel  nur  einmal  angelegt  zu  werden 
braucht,  um  die  schon  vorhandeiien  ParabelD  zu  rerlängem.  Die 
AbBcissendifferenzen  der  Parabelschnitte  auf  dem  letzten  Strahl 

sind  Ajt  ^  — —  =  0,014,4;  erst  die  Parallele  a  «=  25  geht 

durefa  den  Schnitt  derVerticallinie  0,36  mit  dem  Strahl.  Oa  dieser 
Schnitt  aber  das  Blatt  fällt,  so  enthält  der  Strahl  keinen  Schnitt 
TOD  Verticallinien  mit  einer  Parabel. 

Auf    dieselbe  Weise    wurden    weiters    nun    die    Parabeln 

zwischen  den  Strahlen —  =  0,12  und  0,13  gezogen  u.  s.  f.  Wir 
begnügen  uns  hier  damit,  die  Werlhe  von  — ,  Aa,  A;r  und  Ay 

fUr  diejenigen  Strahlen  zu  geben,  auf  denen  neue  Parabeln  auf- 
treten und  die  also  Dichtigkeitsgrenzen  bilden- 


A<t    1  0,6        0,2  0,1  0,05        0,02  0,01  0,005      0,003     0,003 

Ay   0,1        0,1        0,06        0,05        0,04        0,034        0,034        0,03        0,016      0,03 
Az    0,01      0,03      0,018     D,03S      0,032      0,09BB      0,OS76      0,0S        0,198      0,45 

Die  AbsciBsen  der  Schnitte  der  Strahlen  mit  dem  oberen  Rand 

erhält  man  durch  Mulüplication  von  1,8  mit  — ;  und  die  mit  dem 

1  • 

Seitenrand  durch  Division  von  2,4  mit  ■ — . 

X 

Gegen  Ende  werden  die  Schnitte  der  Strahlen  mit  den  Hori- 
zontalen sehr  schief,  auf  der  anderen  Seite  aber  sind  dann  auch 
die  Entfernungen  der  Parabeln  auf  denselben  viel  grösser,  viele 
derselben  liegen  auf  Ereozongspunkten  der  Netzlinien,  und  man 
erhält  dann  einfach  die  tibrigen  Punkte  durch  Theilung  der  Ent- 
fernung dieser  Netzpunkte  von  0  in  eine  kleine  ganze  Zahl.    So 

gehen  z.  B.  auf  dem  Strahl  —  =   4  alle  Parabeln  durch  solche 

7 

D.gitizecbyG00glc 


9tl  Cu  gnphUdie  tUchneu. 

KreuzuDgspunkte ,  jeder  ftlnfte  Strahl  durch  eine  Kreazimg  yon 
CentimeterlinieD ,  insbesondere  erhält  man  durch  MultiplicaÜon 
der  A  mit  20  fttr  die  Goordinttten  des  Schnitts  fC  der  Parabel 
a  =  0,1  mit  dem  Strahl  ar  =  1,6  und  -=  0,4. 

Da  eine  Parabel  durch  den  Scheitel,  ihre  Axe  und  irgend 
einen  ihrer  Punkte  vollkommen  beetimmt  ist,  so  gelangt  man  zu 
den  auf  Taf.  4  verzeichneten  Parabeln ,  welches  auch  die  Basis 
sein  mag,  auf  die  man  die  Flächeninhalte  zu  reduciren  beab- 
sichtigt; diese  Tafel  kann  daher  zur  Reduction  auf  alle  mQglichen 
Basen  dienen ,  denen  sie  einfach  durch  die  Bezeichnung  der  Pa- 
rabeln angepasBt  wird.  Soll  jede  Parabel  mit  der  Tangenten- 
dififerenz  i  —  a  (Pig.  53,  S.  94)  der  Böachungs-  und  Gelände- 
neigungen  bezeichnet  werden ,  so  muss  die  Parabel  den  Index  1 
erhalten ,  welche  durch  den  Punkt  (2  i,  2  b),  dessen  Coordinaten 
gleich  der  Doppelbasis  sind,  geht.  Taf.  4  wurde  fUr  eine  Ke- 
ductionsbasis  von  5  Ctm.  oder  eine  Doppelbasis  von  10  Ctm.  be- 
ziffert, und  die  Parabel,  welche  durch  die  Sicke  des  Decimeters  0 
geht,  mit  1  bezeichnet.  Denn  es  ist  klar,  dass  jetzt  das  recht- 
winkelige Dreieck,  dessen  Hypotenuse  Ol  (auf  der  Linie  OC)  ist, 
keiner  weiteren  Reduction  mehr  bedarf,  weil  jede  seiner  Gatheten 
schon  der  Doppelbasis  gleich  ist,  und  sein  Flächeninhalt  daher 
auch  durch  diese  dargestellt  wird.  Der  Index  aller  anderen  Pa- 
rabeln ergiebt  sich  durch  die  proportionale  Bezifferung  aller 
Strahlen  des  ßtlschels  0. 

Zum  Schluss  erläutern  wir  den  Gebrauch  dieser  Flächentafel 
durch  ein  Beispiel: 

Es  seien  die  Inhalte  des  Auf-  und  Abtrags  fUr  das  Normal- 
protil  Taf.  3$  zu  beBtimmen. 

Wir  verwandeln  das  Dreieck  über  dem  Auftragsproül  in  das 
Dreieck  AOAy  und  das  unter  dem  Äbtragsprofil  in  das  Dreieck 
BBy  Oy,  die  Hühc  dieser  Dreiecke  ist  gleich  der  Basis  b,  die 
Hälften  ihrer  Basen  /'  und  /i  stellen  daher  ihren  Flächeninhalt  dar 
(6,75  und  12,4  Quadratctm.). 

Der  Ursprung  der  Coordinaten  fflr  die  Verwandlung  des  Auf- 
trags ist  daher  auf  Taf.  4  der  Punkt  M,  dessen  Abscisse  gleich  f, 
und  dessen  Ordinate  gleich  OL  (Taf.  Sg)  ist;  und  fUr  die  Ver- 
wandlung des  Abtrage  ist  es  der  Punkt  N,  dessen  Abscisse  gleich 
/'und  dessen  Ordinate  gleich  O^L  ist. 

Soll  nun  z.  B.  fUr  eine  Auftragsbllhe  LP  und  eine  Neigung 
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des  Geländes  0,53  der  Inhalt  dee  Proßls  (Taf.  3,)  bestimmt  wer- 
den, so  findet  Bich  derselbe  als  Äbscisse  PQ  (Taf.  i)  des  Punktes 
der  Parabel  0,67  —  (—  0,53)  —  1,2,  dessen  Ordinate  MP  gleich 
der  HShe  L  P  (Taf.  3^)  ist.  Er  muss  natürlich  mit  dem  zur  Probe 
construirten  Inhalt  f„  übereinstimmen.  Der  wirkliche  Inhalt  ist 
gleich  PQ  .b^  3,66  .  5  =  18,3  Quadratctm. 

Die  Parabel  kann  auch  auf  graphischem  Wege  bestimmt  werden. 
Der  Strahl  OCf  (Taf.  4) ,  der  mit  der  Horizontalen  einen  Winkel 
bildet,  dessen  Tangente  <=  v-^a  ist,  schneidet  jederzeit  die  Ho- 
rizontale Z>|  C|,  deren  Ordinate  ■—  äd  =  10  Ctm.  ist,  in  den  zu- 
gehörigen Parabeln;  denn  das  Dreieck  0^  OCi  bedarf  dann  keiner 
Verwandlung  mehr.  Uan  trage  also  ein  fUr  allemal  die  am  Band 
2b  =  OR  gemessene  Neigungstangente  der  eonstanten  Böschung 

R  T  (hier  bei  IVainaliger  Böschung  -y-^  =  6,7   Ctm.)   auf   und 

ziehe  davon  die  ebenfalls  am  Rand  OR  ■=  ib  gemessene  Tan- 
gente der  Neigung  desGeländes  TU  (bier  —  10  .  0,53  =  —  5,3) 
ab,  so  wird  RÜ  =-  2  b  (r  —  a)  sein ;  und  U  wird  ein  Punkt  des 
Strahles  0  C,  sein,  der  in  C,  die  treffende  Parabel  angiebt 

Auch  ohne  Auftragen  von  3fP  kann  der  Flächeninhalt  auf 
rein  rechnerischem  Wege  ermittelt  werden: 

Zur  AaftragshShe  /.  P  <=-  5,1  Ctm.  (Taf.  3s)  addire  man  die 
constante  ErgäozungshOhe  OL  =-  2,65,  dann  findet  man  (Taf.  4) 
die  zur  Ordinate  7,75  gehörige  Äbscisse  des  Punktes  ^  der  Parabel 
1,2,  deren  Index  nun  eben  rechnerisch  ermittelt  wurde ,  gleich 
5  Ctm.,  einem  Flächeninhalt  von  5  .  5  ^  25  Quadratctm,  ent- 
sprechend. Hievon  geht  der  ein  für  allemal  bestimmte  Inhalt 
6,75  des  Ergänzungsdreiecks  ab,  und  es  bleiben  18,25  Quadratctm. 
als  Inhalt  des  Profils.  Alles,  was  hier  vom  Auftrag  gesfigt  wurde, 
gilt  wörtlich  auch  von  Abtragsprofilen.  Kaum  brauchen  wir  noch 
zu  erinnern,  dass  die  jetzt  erläuterte  parabolische  Flächentafel 
zur  gegenseitigen  Bestimmung  je  zweier  Wertbe  dienen  kann,  die 
durch  die  Relation  y*  =  «  .  2  *  a-,  wo  »  den  Index  der  Parabel  be- 
zeichnet, gegeben  sind.  Die  Parabel  0,1  z.  B.  geht  durch  alle 
Punkte,  deren  Ordinaten  gleich  den  Wurzeln  der  Absciseen  sind, 
also  durch  die  Punkte  (1,1)  (4,2)  (9,3)  (16,4)  etc. 
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30.  Die  Formeln  für  Änf-  und  Abtragsprofile,  und  ihre 
DarBtellang  durch  gerade  Linien. 

wie  oben  scboD  erwähat  vrurde,  hat  man  trüber  snr  Berecbnnng  der 
QnerBChnfttsfläiiheii  Tafeln  mit  doppeltem  Elngjing  coDBtrnirt,  denen  (Srgegebeao 
Aattraga-  oder  AbtragahÖhe  and  gKRebene  NeiguoK  des  Oeländes  der  entsprechende 
FlScheniuhalt  entnommen  werden  konnte.  Trotzdem  dasa  die  BereohauaR  solcher 
Tafeln  beut«  niebt  mehr  praktisch  ersebeint,  wegen  der  Aendenineen,  die  an  den 
ProBlen  beetindig  vorinnehmen  alnd ,  nnd  weil  anf  dorn  Wege  der  VerwandianK 
und  Umfahreni  mittelst  dea  Planlmeters ,  den  wir  in  einer  der  folgenden  Nummern 
werden  kennen  lernen,  die  Inhalte  beinahe  bo  scboetl  ala  wie  mittelst  einer  HDlfa- 
tafel  ermittelt  werden  kSnnen,  ao  wallen  wir  dennoch  hier  kurz  lelRsn,  wie  die  für 
diese  Berechnungen  dienenden  Poroieln  entwickelt  werden  kSnncn. 

E«  sei  a  die  trigonomelrlBChe  Tangente  des  NeignngBWJnkel*  der  letttea 
Profil begren zun g  gegen  die  Horizontale,  in  Fig.  ü  nnd  56  sind  es  die  Mechiingen 

Flg.  bi.  Fig.  56. 


des  Profils,  r  die  in  demselben  Sinne  gemessen elNeignngatangente  des  Oeländes. 
Femer  aei  h  die  Auftragshöbe,  c  die  constante  II5he,  welche  die  U5he  A  Kiim  Hnf;- 
mcnt  orgSnst,  das  von  der  Bdscbong  a  und  dem  Gelinde  r  auf  der  HlttelÜnle  aus- 
geschnitten worden,  nnd  x  die  horisontalgemeaseoe  Eotfeninng  des  Schnittpaaktea 
dieser  Linien  von  der  verticslen  UlttelÜnia  des  Profils,  so  hat  man  : 

[st  endliob  C  der  eonstante  Inhalt  der  FiSohe,  welcbe  das  ProSl  lum  Dreieck, 
Ewisclieo  D  nnd  (,  ergSnzt,  die  wir  in  den  Fig.  SS  n.  56  schraffirt  haben ,  die  dort 
negallr  ist,  die  aber  auob  positiv  sein  kann,  f.  B,  wenn  das  Qelände  anf  der  Ora- 
bcQSOhle  anamünden  aollte,  so  erbSlt  man  den  Inhalt  der  Qnersohnitttifläcbe : 

Dleae  Gleichung  bestätigt  die  oben  gefundenen  Besoltate.  Betracbtet  man  k  +  e 
als  variable  Absclsse  and  Irtgt  man  am  Ende  derselben  in  Irgend  einem  Haaasstabe 
F,  oder  wenn  man  sieb  graphisch  ansdrüeken  will ,  F  gethellt  durch  irgend  eine 
Verwsndiungsbuis  ale  Ordinale  auf,  so  wird  der  Ort  der  Endpunkte  derwlben, 
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ireti  Fnnrin  der  ersten  Potenz  «orkommt,  eine  Panbel  sein.  IMeLInle  dertA-f-c) 
ist  die  Axe  der  Par&bel.  Der  Parameter  der  Parabel  ist  weder  eine  Fnnotion  vonr, 
nocli  TDn  n,  sondern  ron  a  —  r,  man  gebt  also  von  einer  Parabel  tu  einer  andern 
ober,  ireDB  man  die  BSacbnng  oder  die  Gel&ndeneifning  ändert ;  fflr  dasselbe  n  —  i 
erfailt  man  aber  immer  dieselbe  Parabel.  Die  abinilebende  constnnte  FISche  C 
wird  einfach  doreh  ParBllelverHObiebnng  der  Abtcissenaie  IxrCckalchtigt. 

Diese  Formeln  gelten  nur  Innerhalb  gewisser  Grencen,  ea  mnas  nalürlich  6as 
Gelände  die  treffende  ProflIbegreninng  schneiden.  Sind  xy  dii?'  Coordinaten 
einer  Profliecke,  so  mnss  h^y  ±xtga  sein,  wenn  das  ÖelSnde  durch  diesen 
Eckpunkt  gehen  soll,  und  ist  demnach  dte  entsprechende  Orente.  Für  gewisse 
Werthe  von  h,  die  sich  aus  den  Grenzen  ergeben,  schneEdet  das  Gelände  die  Profll- 
begreniimg  ein  zweites  Hai,  so  dans  dann  das  Profil  Rowohl  Anrtrag  als  auch  Ab- 
trag enthält.  Die  nea  hinzukommende  Fläche  rnnss,  wie  steh  das  ron  selbst  ver- 
steht, besonders  berechnet  werden ,  dann  aber  sn  der  dnrcb  die  Formel  gegebenen 
Fläche  addlrt  werden ;  denn  die  Formel  giebt  mathematisch  conseqnent  Tortarbei- 
tend  den  Inhalt  der  verschlnngenen  Fignr,  d.h.  die  DUTereni  äee  Auf-  and  des 
Abtrags,  nämlich  die  FISche  0,  wenn  Anf-  nnd  Abtrag  sieh  anegldchen ;  es  mnss 
also  in  diesem  Fall  die  hinzugekomrosne  Fläche  anch  lur  Fläche  0  addlrt  werden 
nm  die  richtigen  Flächen  in  erhalten. 

Taf.  S,  haben  wir  anch  nach  Laianne'»  Hethodea  diese  Inhalte  durch  gerade 
IiiDien  dargestellt ;  in  der  vereiafaehten  Formel : 

F— — A».  —^ — 
a  a  —  t 

raasen  wir  —  A*  als  Coefflcienten  der  Abacisse  ■   __■  -  anf,  dann  Ist  dte  Gleichung 

d«r  Ordinate  F  eine  gerade  Linie.  Als  Einheit  Kr  die  Zahl  haben  wir  U3»i 

aagaunaam,  also  -^—~ —  sufgotragen,  nnd  s  an  die  Verticale  ,oi ;  i  an  ,0S  ■ 
,5  sn  ,04;  ,S9  an  das  Ende  der  Tafel  0,S  geschrieben.  Als  Haasutab  fllr  dte 
Fliehen  wurde  ,001™  Kr  IP"  angenommen;  ea  wurden  demnach  anf  dem  Rand 
rechts  der  Verticalen  ,3G  die  Segmente  F— —A' .  — —  — 2Ä»  oder  die  HBhen 
,003  ,008  ,018  0,03a  ,0b  ,71™  aufgetragen,  die  erhaltenen  Punkte  mit  dem  Vt- 
spmag  verbunden ,  die  Strahlen  des  erhaltenen  B&schels  mit  den  entsprechenden 
i  <=^  1,  s,  3,  4,  5,  Sbeieiehnet,  Stahlen  eingeschaltet,  wo  es  thunlich  ersohjen 
danit  der  Btrahlenbfisehel  aaf  mehrere  Strahlen  fortgesetzt,  nnd  die  Tafel  war 
vollendet. 

Uese  Tafel  ist  gewiss  viel  leichter  la  construlren  als  die  Parabeltafei  allein 
sie  beritct  nicht  mehr  dle«elbe  graphische  Unmittelbarkdt.  Die  HOben  sind  Pro- 
dncte  der  Beohnnog  nnd  mlasen  durch  Rechnung  ergänat  werden ;  man  kann  nicht 
mefar  wie  anf  Taf.  4  die  sn  ergänzende  Ordinate  Af  oder  N  abziehen  nnd  von  dort 
ane  die  Hühen  mit  dem  Zirkel  al^eifen,  soudem  es  muss  die  Ergänaungehibe 
von  M  des  Profils  Taf.  3$  mit  S,««  ffir  den  Anftrsg  nnd  die  HShe  von  N  mit 
4, SS"  fQr  denAbtrag  znrProfllhShe  in  Zahlen  addlrt  werden,  und  so  bestimmt  gicb 
erst  der  den  FlScbeninbalt  abschneidende  Strahl.  Dagege"  können  die  Ergänzungs- 
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dreiecke  der  Fliehen  mit  6,ia?'"  and  l»,*<i'"  für  Auf-  und  Abtrag  direct  milteUt 
llorliODtalliaieii  abgeachDittea  werden,  weil  die  Verticalltninn  dea  FläoheBubklten 
direct  proportioDal  elod,  es  gegchali  so  Taf.  3j .  Um  nnn  mittelat  dieser  TaTel  iaa 
Anftragsprofli  von  Seite  98  Ta(.  3,  in  berechnen,  ermittle  man  die  totale  H5he 
des  Prodis  —  T«,?;  der  eutsprechende  Strahl  achneidet  auf  dem  Neigoogs- 
verhältaiss  a  —  r  —  1,3  mit  der  HoritoDlalen  Toa  6,75  Het.  den  Fl&oheninhalt 
aus,  wie  das  anf  der  Fignr  bei  PQ  angedeulct  igt. 

Ale  allgemeine  Flächentafel  ist  Taf.  4  weitaus  vonuiiehec ,  die  Para- 
beln seigen  anoh  viel  anachaalicher  das  QeaetE  des  Wachsens  der  Inhalte,  als  wie 
die  reoiproke  Eintheitnng  der  AbaclBaen  anf  Taf.  S,. 

Handelt  es  lich  dagegen  am  die  Herstellung  einer  Tafel  fSr  ein  ipeciellea 
I^ofil,  80  wird  ea  nach  der  Form  Taf.  3^  viel  leichter  sein.  Man  wird  in  k  sogleich 
die  ErgSnznngahShe  e  addireu ,  den  Strahl  h  -\-  c  mit  dem  Index  k  Tersehen, 
und  die  EinUiellnng  der  Flicbenordinaten  erat  von  derConelsnteC  desErgsDiangs- 
dreiecka  ans  vornebmen.  Dann  wird  der  Strahl  der  HShe  h  anf  der  Ordinate  der 
Nfignng  t  —  a  den  Flächeninhalt  direct  abecfanelden. 

Wie  wir  oben  Seite  84  schon  bemerkten,  hat  übrigens  Lalaiine  fOr  Darstel- 
lung dieser  Flächeninhalte  die  Parabeln  twihehalten. 

Später  werden   wir   noch   den 
f^   j7,  Inhalt  ansgedrfickl  durch  die  U&hen 

h  nnd  h'  Fig.  S7  brauchen.  Wir 
nehmen  die  durch  die  Figur  ange- 
deutete Ternandlnng  in  die  eohraf- 
drte  Fläche  vor.  Dann  erhält  man 
den  gesuchten  Flächeninhalt  einfach 

F-is(i  +  i)  +  i^. 

IMeae  Formel  kann  man  In  dl«  fol- 
gende Form  bringen : 

wenn  man  den  Inhalt  dea  unten  boriiontal  begrensten  ProSla  der  HShe  ---{k  -\-  h") 
mit  F"  beieichuet. 

— — (  — ^ —  )  aber  Ist  der  Inhalt  eines  rechtwinkeligen  kleinen  Dreiooks, 
deaeen  Bfpothenaae  die  BOsehung  nnd  dessen  Höhe  gldch  der  halben  Hfthen- 
differeni  -— (A  —  A')  ist. 

Im  anthographlrten :  ,Reaieü  de  not«*  dei  ancitru  eäntE-mgenintr*  de  Lau- 
«owte  IS  Die.  69*  schlägt  Ben  Ed.  Ptllit  vor,  eintach  Tafeln  fBr  Piofll-InhaJte 

bei  horiiontalem  Gelinde  tu  berechnen ,  F'  neben  der  HOhe  — (A  -(*  '^')  *iifkn- 
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BcbligsQ  nnd  mit  den  Inhalten  des  eben  beielchneteo  kleiuen  Drelucka  zu  corri- 
giren,  die  zu  dieeem  Behufe  (Qr  die  verachiedenen  UEhendiSeienKu  ebenWIii  in 
einer  Tafel  inBammunBeBteUC  werden  kÜDDtcn. 

Wir  macLen  daraaf  aarmerkMm,  daas  die  zur  Berecbaung  der  mitlleren  Höhe 
und  halben  H&hendiffereDz  —{h  —  h')  Dotbwendige  äuwere  Höhe  h'  weder  ans  der 
VenneMnng  noch  ans  dem  NWeilenent  sich  ergiebt,  sondem  durch  Zeichnen  des 
ProSlB  constmlrt  werden  maae,  nnd  dau  die  BennUung  der  Tareln  nur  dann  vor- 
theilhaft  sein  kann,  wenn  dadnrcb  Jene»  Zeiclinen  erspart  wird. 

Immerhin  glanbten  wir  diesen  Vorschlag  hier  tnitthellen  zu  mnsien,  und  t«- 
merken  noch,  das«  Herr  PeitU  das  ganze  und  nicht  das  halbe  Profil  behandelt  hat. 
Die  Form  der  obigen  QleichuDgen  Sndert  sich  dabei  gar  nicht. 


31.  Verwandlnitg  von  Kreisflächen. 

Bei  Verwandlung  einer  von  einem  Kreisbogen  begrenzten 
Fläche  moBB  man  stets  von  der  Eigenschaft  des  Kreises  Gebrauch 
macheo,  dass  der  Flächeninhalt  eines  KreissectOTS  gleich  dem 
FlächeDinhalt  eines  Dreiecks  ist,  das  den  Mittelpunkt  zur  Spitze 
und  ein  dem  Kreisbogen  gleich  langes  StUck  der  Tangente  zur 
Basis  hat. 

Das  einzige  praktische  Verfahren,  einen  Bogen  auf  einer  Tan- 
gente zu  strecken ,  besteht  darin,  eine  beliebige  Sehne  auf  dem 
Bogen  und  auf  der  Tangente  gleich  oft  umzuschlagen,  und  die 
Rest«  am  Ende  zu  addiren.  Da  fragt  es  sich  nun,  wie  gross  darf 
der  Bogen  s  genommen  werden,  wenn  beim  Hessen  des  Bogens  / 
durch  Umschlagen  der  Sehne  von  o  der  Fehler  nicht  grösser  als 
d  sein  soll. 

Die  Differenz  zwischen  Bogen  und  Sehne  ist,  wenn  wir 

2r  sin.  -^-,  wo  r  den  Radius  des  Bogens  bezeichnet,  durch  eine 
Reihe  ausdrücken  und  vom  Bogen  a  abziehen 


.  6  r>  4  .  6  .  8  .  10  r» 


+  ■ 


Der  Fehler  rfwird  nun  gleich  ^mal  dieser  Differenz  sein, 
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d  =  - 


24  r» 


24  r»' 


indem  der  Bogen  a  immer  so  klein  aageDommen  werden  muBH, 
dass  das  zweite  Glied  der  Differenz  gegen  das  erste  vernachlfiesigt 
werden  kann.     Hieraus  folgt  nun 

247" 


Fttr  gew5hnlicheB  Reissrechnen  wird  wohl  </i(,a  oder  der  Ab- 
nindung  wegen  Vm  Centimeter  eine  genügende  Genauigkeit  sein, 
subBtituirt  man  diesen  Werth  fllr  d,  so  erhält  man 

2  a^-'^ 

wo  /  in  Ceotimeteni  ausgedruckt  werden  muss.  Ist  z.  B.  der  zu 
messende  Bogen  4  Ctm.  lang,  so  muss  s  =  i/^r,  ist  er  dagegen 
25  Ctm.  lang,  so  muss  a  =  i/io'*  genommen  werden. 

Wir  empfehlen  a  nie  kleiner  als  diese  Formeln  es  erheisoheo 
anzunehmen,  weil  man  durch  zu  häufiges  Umschlagen  einer  Sehne 
an  (renauigkeit  wieder  einbUsst,  was  man  durch  die  kleinere  Seh- 
nen- und  Bogendifferenz  zu  gewinnen  ho£fle. 

Bei  dem  Strecken  eines  Bogens  JB  (Fig.  58)  auf  der  Tan- 


gente ist  es  zweckmässig,  bei  dem  dem  Bertlhrungspunkte  ^  ent- 
gegengesetzten Ende  B  mit  Umschlagen  der  l^ge  a,  die  hier 
etwa  Va  des  Radius  r  angenommen  wurde,  zu  beginnen  und  um- 
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lUBchlageo,  bis  A  in  eine  Strecke  too  a  fällt,  von  dem  dann  A 
nächatliegenden  Endpunkt  von  a  schlägt  man  dann  dieecB  eben- 
«oviele  (hier  7)  Male  auf  derTangente  hinaus,  ah  man  ee  auf  dem 
Bogen  herumgeBchlageD  hatte.  Aus  leicht  begreiflichen  GrUndeo 
ist  diesB  viel  genauer,  als  das  Strecken  durch  Eüntheilen  des  Bo- 
g8DB  in  eine  gewisse  Zahl  gleicher  Theile  bewirken  zu  wollen. 

Wir  hatten  die«  Rr  prsktisaher  als  wie  das  Conetralren  der  LiDge,  nm 
nelehe  die  balbe  Behae  eines  Bogen»  verfirdeaert  werden  mass.  So  8ch]i{[t  i.  B. 
Herr  Rcäm.  Himaeek  in  der  Zeitschrirt  des  dsterreichischen  log.-  n.  Arch.-Veruine 
ISTI  vor,  den  B(«on  nach  der  Formel : 

'-■/"+?*" +  -Ir 

m  coiutriiiren.  |/7'  -\-f'  ■■'  gleich  der  Sehne  des  hallien  BogeoB  nnd  ^  ist 
der  Abschnitt  des  recht wjnheligen  Dreiecky,  dessen  Höhe  ^^/nnd  dessen  anderer 
Abschnitt  ^  3^  ist.    8etit  niEui  -~-  ^  i  nnd  entwickelt  man  «,  so  flndet  man: 

während  es  nach  8.  108  sein  solltei 

—  ""  + f  •■-!'• +i- '■ 

0er  Fehler  ist  also  kleiner  «Je  -j^y  derLSage.  Bei  einem  Halbkreis  von  ,oa  met. 
Dnrchmetaer  erb&lt  man  deo  nninlisugen  Fehler  von  ,001. 

Es  ist  abo  richtiger  nnd  praktischer,  die  LSnge  a,  womit  man  die  Bogen 
messen  wiU,  so  klein  aninnehmen,  dass  sie  keiner  Correction  bedarf,  als  wie  den 
Bogen  mit  seiner  halben  Unge  su  messen,  dieses  Maass  aber  vorher  m  corrlgiren. 

Will  man  aber  bei  sehr  kleinen  r  die  Bogenlinge  rechnen,  so  that  man  am 
besten,  sich  der  richtigen  Fonnetn  von  S.  108  lu  bedienen. 

Der  Inhalt  des  Sectore  ist  gleich  dem  desDreiecks  AOC,  dag 
nach  irgend  einer  der  früheren  Regeln  auf  jede  beliebige  Doppel- 
basis reducirt  werden  kann. 

Der  Inhalt  des  Segmentes  AB  ist  gleich  der  Plächen- 
differenz  OAC  —  OAB  oder  gleich  dem  des  verschlungenen 
Vierecks  ACOB,  dessen  Inhalt  nach  Nr.  16  S.  89  durch  '/,.il>.f 
dargestellt  werden  kann. 

Es  ist  nicht  gerade  nothwendig,  dass  die  Tangente  durch  den 
ÄntaDgspnnkt  des  Bogens  gebe,  sondern  sie  kann  an  jedem  be- 
liebigen  Punkt,  wie  in  Fig.  59,  den  Bogen  berühren,  es  wird  dann, 
wie  es  in  der  Figur  angedeutet  ist,  C  T  nach  A  T  und  V  T  nach 
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B  T  gestreckt  {T  BerUbrun^puakt  der  TaDgeDte\  Der  lohalt  des 
Sectors  ist  dann  gleich  OAB  und  der  des  Segmeots  gleich 
AOB—  OCD  oder  gleich  dem  Inhalt  der  Figur  OAB  OD  CO, 
in  der  das  Viereck  ABFE  in  einem,  die  Dreiecke  OEC  und  ODF 
im  entgegengeaetzten  Sinn,  das  innere  Dreieck  OEF  aber  gar 
nicht  mehr,  umfahren  erscheint.  Die  Verwandlung  in  ein  Viereek 
j4BD,C,  wird  wohl  am  leichtesten  dadurch  bewirkt  werden,  dass 
man  durch  Ziehen  von  0  C,  parallel  zu  CA  und  0  D,  pu^lel  zu 
DB  die  negativen  Dreiecke  AOC  und  BDO  nach  AC,C  uad 

flg.  59. 


BDD,  bringt    Der  Inhalt  dieses  Vierecks  ABD,C,  oder  der  des 
Segments  wird  dann  durch  —  2£  .  /'gemessen. 

3S.  Yerwandlang  eines  OewSlbbogens. 

Efi  ist  der  Flächeninhalt  des  GkiwJilbbogens  (Taf.  3,)  auf  die 
Doppelbasis  2  £  zu  reduciren. 

Durch  Streckung  der  beiden  das  Gewölbe  begrenzenden  Bo- 
gen auf  die  Anfangstangente  A  B  und  2  3  erhält  man  den  Inhalt 
des  äusseren  Sectora  °=  OAB  und  des  Innern  13  2,  Der  Inhalt 
des  Gewölbes  ist  nun  gleich  dem  Inhalt  des  äusseren  Sectors  OAB 
weniger  dem  Inhalt  der  beiden  Dreiecke  OAIC  und  3  2  1,  also 
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weoi^r  der  Figur  0^432  1  CO.  Wenn  man  sie  abzieht,  so  erhält 
man  die  Figur  AB0C\2ZA,  in  welcher  die  vom  Dreieck  OAB 
übrig  gebliebenen  Flächen  sehraffirt  und  in  gleichem  Sinn  um- 
fahren sind.  Die  Ober  dieses  Dreieck  hinausfallenden  Theile  der 
abzuziehenden  Flächen  sind  punktirt  und  im  entgegengesetzten 
Sinne  umfahren.  Am  einfachsten  verwandelt  man  diese  Figur  in 
ein  Viereck,  indem  man  nach  Nr.  17  S.  91  den  Zug  CX'iZA 
analog  Taf.  3^  in  die  Linie  C,A  verwandelt;  man  erhält  dann  das 
verschlungene  Viereck  ABOC,,  dessen  Inhalt  durch  das  halbe 
Product  der  Linien  2  b  und  f  dargestellt  wird. 

Die  Figur  sieht  etwas  einfacher  aus,  tat  es  aber  nicht  viel, 
wenn  man  nur  die  eine  Hälfte  des  Gewülbbogens  vornimmt  und 
verwandelt  Ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  verfahrend,  erhält 
man  als  Flächeninhalt  des  halben  Gewölbes  (Ti^.  S?)  die  Figur 
ABC0^2\A,  die  eben  so  viele  Seiten  als  Taf.  3«  hat.  Ver- 
wandelt man  dann  den  Zug  A12Z0,  ähnlich  Fig.  51  S.  90,  in 
die  Linie  AC,,  bo  erhält  man  als  Flächeninhalt  des  halben  Ge- 
wölbes das  durch  die  Linien  2  t  und  f  dargestellte  Viereck 
ABCC,. 

Sehr  binflg  sind  in  F^Ien  wie  tn  den  eben  be- 
buidelt«n  die  Kreiebagen  dnrcb  ibre  Spkanifeite  imd 
ihren  PTell  gegeben,  ond  es  toüeo  d«nn  »ds  diesen  die 
BogenlSngen  ond  die  Inhalte  des  Sectora  and  des  Seg- 
ments berechnet  werden.  Beieichnet  man,  aiehe 
Flg.  60,  den  Ffeil  mit  /,  die  halbe  Spannweite  mit  l, 
den  halben  Centriwinkel  mit  a,  bo  bereebnat  man  tu- 
niehet  a  aa« : 

■'       2/       a  •'        a   '  \  it       '/ 

Woran«  nah  die  halbe  BogenläDge  *,  ier  Inhalt  des  halben  Beetora  5,  and  der  des 
halben  Segments  Sg  wie  folgt  ergiebt; 


Hb 

60. 

t 

f_ 

^ 

t 

/ 

/ 

y 

/ 

T'(r-/). 
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Int  das  Verbälmiss  ~4~  "*  '  ^"^^  i^Mn,  ho  int  es  xweckmäbsig,  diese  Ausdrücke 
In  Reihen  ron  t  zu  ontwickelp.     U.in  erhält: 

—a~  I—  — 1».4-  ~i» ^i'H 

'  -  "      ='  C'  +  TT  -  T5   +  T^T  -  T.fl-  ■■■■) 

'  a  1     ■' V  I*^1.ST^  1.3.5  3.B.7^S.7.9^  / 

s,_s,^-l-,/(-i— ,)_„/(4-+Ji-^+^_....) 

Soll  der  Pfeil  aas  ^annweite  und  Badins  berechnet  werden,  so  hat  man : 
DrBckt  man  den  Pfeil  des  halben Bo|[ens/,  dnrcb/nnd  r ans,  soerhiltman: 

/.  = ,  _  l/^TTV  _  _L/ 4.  J^  +  _L£^  +  „'ii/L  + . . . . 


^  des  Preilea  des  gsnien  Bogens  gesetst  Verden.  Anf  diesem  Terhältnlaa  bembt 
die  Zlmmermannsregel  dea  EinTiertelne,  welche  In  sebr  vielen  Fillen,  i.  B.  t»el  der 
Bestimmong  von  Cnrrenponkteu  swlschsD  den  vorbandeoeD  Cori>enpnbIen  sehr 
gute  Dienste  leistet. 

S3,  Verwandlung  von  Fl&chen,  die  von  beliebigen 
krummen  Linien  begrenzt  sind. 

Bei  diesen  VerwaDdlungen  betrachtet  man  kürzere  Strecken 
des  krummen  Umfanges  als  Parabelbogen. 

[.ig_6i_  Der  Flächeninhalt  eines    Pa- 

^  rabelsegments  (Fig.  61)  ist  gleich 

^^?Wr^f\  der  Sehne,    multiplicirt    mit  -^ 

■f-"      ^^    f  j^'v^        des  Pfeils,  also  gleich  dem  Inhalt 

t-  ^  eines  Dreiecks,  das  die  Sehne  zar 

4 

Basis  und  -^f,  wo/* die  Länge  des  Pfeiles  orthogonal  gemessen 

bezeichnet,  zur  Höhe  hat. 
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Sind  viele  derartige  VerwandluDgen  vorzunehmen ,  so  wird 


ProportionalziTkelB  vorgenommen. 

Hsn  theile  nun  eine  krumme  Linie  (Fig.  62)  in  so  viele  kleine 
Theile,  dasB  jeder  einzelne  Bogentbeil  als  Parabelbogen  betrachtet 
werden  kann,  und  verwandle 
die     Parabelsegmente    ttber  *' 

den.zwei  aufeinanderfolgende 
Punkte  verbindenden  Sehnen 
so  in  Dreiecke,  das»  die  Spitze 
eines  jeden  neuen  Dreiecks 
auf  der  Verwandlungslinie 
des  vorausgegangenen  Seg- 
mentes liegt  So  erhält  man 
statt  des  Bogens  ein  Polygon, 
das  gerade  so  viele  Seiten 
hat  als  Segmente  angenom- 
men wurden,  und  das  den- 
selben Flächeninhalt  als  der 
Bogen  einschliesst.  Das  Ver- 
fahren wird  durch  einen 
Blick  auf  Fig.  ü2  klar  wer- 
den ,  wo  von  A  gegen  B  hin  verwandelt  wurde.  Das  Polygon 
kann    dann  nach  den  vorausgegangenen  Regeln  reducirt  werden. 

Ueber  die  Grösse,  die  man  den  Segmenten  geben  darf,  um 
sie  noch  als  Parabelsegmeate  betrachten  zu  dürfen,  kann  natär- 
lich  oichls  gesagt  werden ,  so  lange  die  Natur  der  Curve  unbe- 
kannt ist,  die  verwandelt  werden  soll.  Wir  beschränken  uns  da- 
her hier  darauf  zu  untersuchen,  wie  gross  der  Fehler  wäre,  den 
man  beginge,  wenn  man  auf  diese  Weise  den  Inhalt  eines  Kreis- 
segments bestimmte. 

Der  Inhalt  eines  ganzen  Kreissegments,  ausgedruckt  durch 
den  Pfeil  f  und  die  Sehne  2  /  ist  laut  voriger  Nummer : 


Nimmt  man  also  diesen  Inhalt  als  Parabelsegment  =  %ft  an,  so 
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wird  eia  Fehler  begsugen,  derkleioerist,  als  Vt'^  '^>(  /  )    *^^^^ 

kleiner  als  1^}  mal  den  Flächeninhalt;  ein  VerhältDiss,  das  sich 

leicht  dem  Gedächtniss  einprägt  Ist  also  der  Pfeil  '/lo  der  Sehne, 
so  ist  der  Fehler  kleiner,  als  Vioa  des  Segmentinhalts. 

'  um  Übrigens  noch  etwas  Bestimmtes  vor  Augen  zu  fahren, 
wollen  wir  uns  denken,  es  werde  alles  auf  eine  Basis  von  1  Centi- 
meter  oder  Doppelbasis  von  2  Centimetern  redueirt,  und  es  sei 
'/loo  Centimeter  die  Genauigkeit,  mit  der  die  Höhen  abgegriffen 
werden  können,  so  wird  ein  Quadratmillimeter  die  erzielte  Ge- 
nauigkeit sein.     Setzt  man  also 

1 -'/."•'/.  (^)'. 

so  erhält  man,  wenn  nach  einander  gesetzt  wird: 


/•- 

1, 

2, 

3,         4, 

5,    Hillin. 

-=4/- 

0,54 

4,3 

14,4      34,1 

66,7  Hillim. 

M/- 

0,54 

2,1 

4,8        8,5 

13,3 

r-Hüf+W 

-  0,54 

2,1 

10,1      38,4 

113,6  Hillim. 

CeDtri  Winkel 

150»,8' 

86»,26  45»,14  26«,23' 

11»,25- 

Trägt  man  diese  Segmente  auf,  so  erhält  man  die  Fig.  63,  wo 
bei  allen  Segmenten  1  QuadratmilÜm.  gefehlt  wird,  wenn  mau 
den  Flächeninhalt  durch  Multiplication  der  Basis  mit  Va   ^^^ 


Hohe  bestimmt.  Bei  gewöhnlichen  graphischen  Constniotionen 
wird  man  wohl  die  drei  letzten  Segmentformeonacht^meo  dürfen. 
Diese  dem  Gedächtnis»  sich  einprägend ,  bildet  man  bei  Einthei- 
lung  eines  Bogens  in  StUcke  ähnliche  Segmente  nach  demGefUhl. 
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24.  Befitinunang  des  Inhalte  einer  von  beliebigen  GnrTen 
begrenzten  Fläche  durch  Addition  der  Ordinalen. 

Eiae  sehr  eiofache  und  häufig  in  der  Praxis,  z.  B.  bei  HeBsung 
TOD  FlusBprofilen ,  Anwendung  findende  Methode  besteht  dario, 
dass  man  die  in  gleichen  Entfemongen  gemeBBenen  Ontinaten 
Bummirt,  und  die  Summe  mit  ihrer  constanteu  Entfernung  6  multi- 
plicirt;  wobei  man  natürlich  die  Ordioate  in  der  Uitte  einer 
Strecke  b  zu  mesBen  oder  gemessen  sich  zu  denken  hat.  Da  diese 
Methode  äusserst  einfach  ist,  und  da  auch  wirBie  häufig  anwenden 
werden,  so  wollen  wir  untersuchen,  wie  gross  der  Fehler  ist  den 
man  so  verfahrend  begebt. 

Der  also  bestimmte  Flächeninhalt  ist  gleich  dem  Inhalt  des 
mittelst  Tangenten  an  den  Endpunkten  der  Ordinaten  A,  A^ . . .  A,^i 
hn  (Fig.  64,  wo  der  Index  2  auf  der  Mitte  von  i  stehen  sollte)  der 

Fig.  64. 


^"1 


■'•^ 


^ 


Carre  umBchriebeDen  Polygons,  wobei  Torausgesetzt  wird,  dass 
zwei  aufeinanderfolgende  Tangenten  sich  auf  der  Ordinate  ihrer 
Mitte  schneiden,  was  auch  annähernd  der  Fall  ist  Wogender 
Gleichheit  der  über  diesen  Tangenten  ^L  und  der  Über  den 
Linien  KD,  welche  zur  Abscissenaxe  parallel  laufen,  liegenden 
Flächen,  kann  man  die  Fläche,  zu  der  man  gelangt,  durch  die 
staSelAfrmig  gebrochene  Linie  KPEF  ete.  sich  begrenzt  denken. 
Der  Inhalt  dieser  Fläche  ist  grosser  aU  der,  den  die  Gurre  ein- 
Bchliesst.  Kleiner  als  dieser  Inhalt  ist  der  durch  die  Sehnen 
AMN  eingeschlossene.  Dieser  Inhalt  ist  aber  gleich  der  von  der 
staffeiförmig  gebrochenen  Linie    ABCDDF  eiogeschloasenen 
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Fläche.  Die  Differena  zwischen  dem  Inhalt  des  eingeschriebenen 
Sehnen-  und  dem  umschriebenen  Tangenten-Polygons,  summirt 
sich  also  in  den  am  Anfange  und  am  Ende  des  Profils  Bchr&J^rten 
Kechtecken  und  ihr  Inhalt  ist  ■=  '/<  ^  (^i  —  Ao  -^-  A.  —  A,), 

Hat  man  die  Ordinaten  so  nahe  aufeinanderfolgend  gemessen, 
dass  die  zwiscbenliegenden  Bogeustflcke  als  Parabelbogen  be- 
trachtet werden  können,  Bowlrd  dieCurve  alle  Dreiecke  zwischen 
den  Sehnen  und  Tangenten  so  theilen,  dass  die  Fläche  zwischen 
Sehne  und  Gurre  doppelt  so  gross  als  die  zwischen  Gurre  und 
Tangente  ist.  Die  umschriebene  Tangentenfläcbe  ist  also  um  *,'j 
des  Inhalts  der  beiden  Rechtecke  zu  gross.  Uan  hat  also  den  In- 
halt des  Profils 

F=6(sh—  ■/„  (Ä,  —  A„  +  A,  —  A,)) 

Wohl  in  den  meisten  Fällen  wird  man  den  hier  bestimmten 
Fehler  ganz  rernachlässigen  kdnnen,  wird  er  aber  berücksichtigt, 
so  ist  diese  Poncelet'eehe  Quadratur  (siehe  Parmentier,  NouveUes 
onnales  de  mathematiquet  Ort.  1S55)  genauer  als  die  alte  Sänp- 
Mfi'sche,  wie  der  folgende  Vergleich  mit  der  Simpsoh'seheD  For- 
mel zeigt:  diese  setzt  zwischen  den  einzelnen  Farabeltrapezen 
durchaus  keinen  Zusammenhang  voraus,  sondern  es  wird  der 
Flächeninhalt  zwischen  zwei  geraden  Ordinaten  gleich  dem  durch 
deren  Endpunkte  bestimmten  Trapez  =  */i(Ag,-|-Ag,.,.2)iund  dem 

darüberstehenden  Parabelsegroent  =  »/,  (Agi+i '-  -^—--b), 

also  im  Ganzen  gleich  =  '/fl(Aif -|- 4A8,-+j  -j-  Aa.+g)*  gesetzt; 
werden  jetzt  alle  diese  Trapeze  summirt,  so  kommen  die  erste 
und  die  letzte  Ordinate  ha  und  A,  nur  ein  Mal ,  alle  zvrischen 
liegenden  geraden  Ordinaten  aber  zwei  Mal,  ein  Mal  fflr  das  vor- 
ausgehende, ein  Mid  fUr  das  folgende  Trapez  vor.  Die  ungeraden 
Ordinaten  behalten  ihren  Coef6cienten  i,  die  Summenformel 
lautet  dann  so : 

F-t/,(A„-f-4A,+2A,  +  4A,4-.--4A, +A,)*. 

Will  man  diese  Formel  mit  der  obigen  vergleichen,  so  muss  naan 
specielle  Formen  annehmen.'  Gesetzt,  es  handle  sieb  um  die 
FUlchenbestimmung  eines  Parabel  bogens,  dann  werden  beide  For- 
meln das  gleiche  und  richtige  Resultat  liefern. 
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Wir  wollen  jetzt  einmal  Torausaetzen,  alle  geraden  Ordinalen 
seien  gleich  gross,  ebenso  die  ungerades,  die  letzteren  aber  um 
eine  bestimmte  constanfe  Länge  grösser  als  jene;  dann  giebt  die 
Säaptim'Bciie  Formel  eine  Folge  von  unten  mit  Bogen  begrenzten 
Lamellen,  welche  bei  den  geraden  Ordinaten  der  Fläche  Spitzen 
zukehren,  während  sie  bei  den  angeraden  abgerundet  sind. 

Parmeniieri  Formel  aber  giebt  eine  Fläche,  die  bei  den  geraden 
und  bei  den  ungeraden  Ordinaten  vom  Parabelbogen  begrenzt  ist, 
die  zwischen  je  zwei  Ordinalen  eine  gemeinscbaftliehe  Tangente 
besitzen  und  zwischen  den  Endpunkten  der  Ordinaten  unduliren. 
Das  Letztere  aber  ist  in  der  Kegel  die  TOrhandene  Begrenzung  der 
Fläche,  die  bestimmt  werden  soll.  Also  wird  in  allen  Fällen ,  in 
denen  die  Bogen  mit  ihren  bei  den  Enden  einspringenden  Ecken 
nicht markirt  sind,  die  5i>n;w(Mi'Bche  Formel  ungenauere  Re- 
sultate geben.  Noch  viel  grOsser  vrtire  der  Fehler,  wenn  die 
Ecken  wirklich  markirt  wären,  aber  sieb  bei  den  ungeraden  Ordi- 
naten befänden.  Denn  dann  müssen  die  geraden  Ordinaten  vier- 
fach eingeführt  werden,  die  Formel  mUsste  lauten : 

■/.(■■■■  2*,,-, +4*,, +4*,,+,  +....)4, 

und  der  Fehler,  den  sie  begeht,  wäre: 

'/.(■■■  2As.-i-2Ä„.  +  2A«+, )*, 

also  sehr  bedeutend. 

An  dieser  Schlnssfolgerong  ändert  sich  nichts,  wenn  die  Or- 
dinalen nicht  abwechselnd  grösser  und  kleiner  sind ,  sondern  ein 
Mal  unter  und  ein  Hai  über  einer  grösseren  durchlaufenden  Pa- 
rabel, wie  sie  zuerst  angenommen  wurde,  liegen.  Immer  wird  die 
5ränt^on'sohe  Formel  als  Begrenzungslinien  halb  so  viel  Parabeln 
als  Ordinaten  geben,  welche  bei  den  geraden  Ordinaten  Ecken 
geben,  während  die  obige  Summenformel  eben  so  viele  Parabeln 
als  Ordinaten  giebt,  die  in  der  Mitte  zwischen  je  zwei  aufeinander- 
folgenden Ordinaten  eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben.  Die 
Begrenzungslinie,  die  sie  voraussetzt,  schmiegt  sich  daher  einem 
welleoförmigen  Gelände  oder  einer  krummen  Verbindungslinie 
der  einseinen  Punkte  viel  inniger,  als  die  Simpton'nohe  an. 

Ueberhaupt  ist  durchaus  kein  Grund  vorhanden,  in  diese 
Formel  die  ungeraden  Ordinaten  mit  dem  doppellen  Gewicht  als 
wie  die  geraden  einzofübren. 
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Wollte  maD  aber  einmal  die  geraden  nnd  einmal  die  un- 
geraden verdoppeln  und  aus  beiden  Resultaten  das  Mittel  nehmen^ 
Bo  würde  die  Formel  in  die  obige  tibergehen,  die  also  auf  ein- 
fachere Weise  eis  genaueres  Resultat  giebt 


25.  Maximalflächen  bei  g^ebenem  Umfimg. 

In  der  Hydraulik  begegnet  man  häufig  derAufgiibe,  ein  Profil 
von  gegebenem  Pläeheuinhalt  so  zu  construiren,  dass  das  Verhält- 
nias  der  Fläche  zum  benetzten  Umfang,  d.  fa.  der  Profilradius  ein 
Maximum  sei.  Gegeben  sind  in  der  Regel  die  Böschungen  oder 
die  Richtungen  der  PolygODseitea. 

Id  allea  Lehrbüchern  derGeometrie  wird  der  Fall,  in  welchem 
die  Längen  der  einzelnen  Seiten  statt  deren  Richtungen  ge- 
geben sind,  behandelt  und  bewiesen ,  es  müssen  alle  Eckpunkte 
des  Profils  auf  einem  Halbkreis  liegen,  während  der  Fall,  In 
welchem  die  RtchtuDgeu  gegeben  sind,  ignorirt  wird.  Dass  nun 
in  diesem  reciproken  Fall  die  Seiten  des  Polygons  einen  Halb- 
kreis berühren  müssen,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Oberfläche  des 
Wassers  liegt,  hat  Slemer  voUständig  in  Crelte»  Journal  Bd-ÄXIF 
bewiesen ;  da  es  jedoch  schwer  ist,  diesen  Beweis  zu  verstehen, 
ohne  die  vorausgehenden  31  Seiten  durchzustudiren,  da  femer 
diese  Sätze  nur  sehr  wenig  bekannt  zu  sein  seheinen,  so  wollen 
wir  es  versuchen,  in  Folgendem  den  Satz  direct  zu  beweisen. 

Es  sei  ^t  ^1  Bi  j4t  ein  beliebiges  Profil  mit  drei  Seiten  und 
der  Wasaeroberfläche,  dessen  Seiten  parallel  mit  den  gegebenen 
Sichtungen  laufen ;  forschen  wir  nach ,  ob  nicht  mit  den  gleichen 
Seitenriehtungen  und  demselben  Umfang  ein  anderes  Profil  con- 
struirt  werden  könnte,  dessen  Querschnittsääche  grosser  wäre. 
Wir  schlagen  die  Seiten  ^i  B,  nach  CBi  herunter  so,  dass  C  C 
gleich  dem  benetzten  Umfang  ist.  Wir  führen  durch  Bi  die  Pa- 
rallelen BiBt  zu  Cj4„  verbinden  C  mit/;,.  Dann  ist  nach  Grund- 
sätzen der  Flächenverwandlung  der  Inhalt  des  4  Seit«  <^|  Bf  Bt  ^x 
gleich  dem  des  4Seits  C/>|  01  C,  mithin  um  ODyDx  kleiner  als 
das  Dreieck  COC.  Wir  fuhren  jetzt  die  Horizontale  AA  durch 
die  Spitze  0  des  Dreiecks  COC,  ziehen  AB  in  der  gegebenen 
Richtung,  dann  ist  wegen  der  Aebnlichkeit  der  Dreiecke  ABC 
und  A^  Bf  C  auch  A  B  =  CB  und  der  benetzte  Um^g  des  Vier- 
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otk»^BB^=.  CC«  dem  des  Vierecks  ^,  »,Ä,  ^,.  Verwan- 
delt man  dieses  Vienieit  wie  oben,  indem  man  Parallelen  zu  CA 
durch  B  zieht,  so  gehen  diese  Parallelen  durch  den  Punkt  0. 
Denn  w^en  des  ParaUelismuB  aller  Seiten  sind  die  Dreiecke 
AiDfB,  und  AOB  ähnlich,  mithin  auch  die  ganzen  Tierecke 
^t  CBi  Dt  r^  ACBO.  Da  die  Vierseite  aber  xndem  noeh  per- 
speetiriseh  Itegen,  so  liegen  auch  die  Punkte  C/},  0  in  einer 
geraden  Linie.  Das  Resultat  der  Verwandlung  ist  also  Vierseit 
^BBA  gleich  Dreieck  COC.  Da«  Viereeit ,  dessen  horizontale 
Seite  durch  0  geht,  ist  also  um  das  Dreieck  0/>,  D^  grösser,  als 
wie  das  Vierseit  Ai  A,  BtA^ 


Man  veTgteiche  weiter  ABBA  mit  einem  Vierseit  A^B^B^A,, 
desaeu  Horizontale  Über  0  liegt.  Die  Parallelen  A^  B,  und  B,  D^ 
/Uhren  zu  einem  Punkt  Df,  der  wieder  in  der  Geraden  CO  liegt, 
and  das  Resultat  der  Verwandlang  ist  das  verschlungene  Viereck 
CD^DtC.  Der  Inhalt  desselben  iet  gleich  COC—  D,  OD,,  mit- 
hin ist  es  am  D^OD^  kleiner  als  wie  ABBA. 

Dieses  unterscheidet  sich  von  den  beiden  Ubrigen  4  Seiten 
dadurch,  dasB  es  einem  Halbkreis  umschrieben  ist,  denn  die  vier 
Winkfd  B  sind  gleich  gross,  weil  die  zwei  Winkel  bei  B  corre- 
spondirende  und  Wechselwinkel  der  gleichen  Winkel  des  gleich- 
sehenkeligen  Dreiecks  ABC  sind.  Alle  Punkte  der  Linien  BO 
sind  demnach  gleich  weit  von  den  in  B  sich  schneidenden  Seiten, 
0  also  gleich  weit  von  den  B  Seiten  ABBA  entfernt. 

Sind  die  beiden  Wasflcroberfiächen  AiA^  und  A^A^  gleich 
weit  von  0  entfernt,  so  haben  die  beiden  Vierseite  AfB^BfAt  und 
^1 /'s  ^.i/«  gleichen  Flächeninhalt,  denn  beide  weichen  um  die 
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gleich  grosseD  Dreiecke  DjODt  und  DfOD^  tob  ABBA  ab. 
Das  jetzt  von  dem,  dem  Halbkreis  umBchriebenen  VierseitBewieBene, 
Iftsst  flieh  umnittelbaraufdasdemToUeQ  Kreis  mit  bestimmtenRicli- 
tungen  nmBchriebenen  Viergeit  ausdehnen ;  denn  theilt  man  das  Vier- 
seit  dnrch  eine  Linie,  welche  den  Winkel  zweier  gegenttherliegenden 
Seiten  halbirt,  in  zwei  Viereeite,  so  kann  lant  dee  oben  Bewiese- 
nen, keines  der  beiden  Vierseite  mehr  vergrüssert  werden ,  wenn 
die  rier  Seiten  einen  Kreis  umschreiben ,  dessen  Mittelpunkt  in 
der  obigen  Theilungslinie  liegt  Ist  dieses  aber  nicht  der  Fall, 
so  können  beide  vergrössert  werden  durch  eine  kleine  Verlänge- 
rung oder  Verkürzung  des  Segmentes  der  Treonungfllinie  der  bei- 
den Profile  zwischen  den  zwei  gegenttberliegenden  Seiten  in  der 
Art,  dass  man  die  jedem  Profil  entsprechenden  Punkte  Oder 
Fig.  65  der  Trennungslinie  mehr  nähert. 

Alles  oben  von  Vierseiten,  die  dem  Halbkreis  oder  dem  vollen 

Kreis  umschrieben  sind  Bewiesene ,  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf 

Vielseite  von  beliebiger  Seitenzahl  ausdehnen.    Ist  B^  (Fig.  66) 

die  Seite  eines  Vielseits,  welches  den  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 

in  der  Wasserober- 

Fig.  66.  fläche  liegt  und  der 

^  A       die  zwei  äussersten 

\       \  1  Seiten  berührt,  nicht 

\^  \  /  bernbrt :    so     kann 

\\  /  das  Vier8eit.rf5A.rf, 

V.  «  gebildet  aus  BB  der 

\i^^ ^^^Ä'b  Wasser  -  Obertftehe 

B        und  den  bis  zu  die- 

sen Seiten  verlängere 
ten  den  Kreis  berQfarenden  Seiten,  laut  oben  Bewiesenem  mit  Bei- 
behaltung  des  Perimeters  und  der  Seitenricfatungen  so  verwandelt 
werden,  dass  der  Flächeninhalt  grösser  wird.  Schneidet  man  dann 
von  den  Ecken  B  des  verwandelten  Vierseits  die  schraf6rten  Eck- 
figuren ab,  so  erhält  man  ein  neues  Vielseit,  dessen  Umfang  ge- 
rade so  gross,  als  wie  der  des  ursprttnglichen  ist,  dessen  Flächen- 
inhalt aber  sich  diesem  gegenüber  um  die  Differenz  der  beiden 
Vierseite  vergrössert  hat  Eine  solche  VergrSsserung  ist  nicht 
möglich,  wenn  alle  Seiten  einem  Halbkreis  oder  Kreis  umschrie- 
ben sind.    Also : 
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zum  benetzten  Umfang  ist  in  den  Vielseiten,  die 
mit  Seiten  gegebener  Richtung  gebildet  werden, 
ein  Haximum,  wenn  sie  einem  Kreis  umschrieben 
sind. 

Wird,  wie  es  bei  Canalprofilen  derFallist,  die 
Wasseroberf lache  nicht  mit  zum  benetzten  Umfang 
gezählt,  so  rnttasen  die  ttbrigen  Seiteb  dem  Halb- 
kreis umschrieben  sein,  dessen  Mittelpunkt  in  der 

Wasseroberfläche  liegt,   damit  — ein  Maximum  sei. 

Besteht  ein  Canalprofil  nur  aus  einer  horizontalen,  mit  der 
Wasseroberfläche  parallel  taufenden]  Sohle   (Fig.  67)  und   zwei 

Fig.  (7. 


beiderseitigen   Böschungen,   so  ist  bei  dem  Maximum   von  — 

die  Summe  der  Bfiaehungsiängen  gleich  der  Länge  der  Wässer- 
seite.  Denn  der  Winkel  AOB  ist  wegen  des  ParalleliBmus  der 
Seiten  Aj4  und  BB  gleich  dem  Winkel  a,  also  ist  das  Dreieck 
BAO  gleichschenkelig  und  AB  gleich  AO,  woraus  der  Satz 
folgt: 

F 
Ueberhauptist  —  ein  Haximum  fQr  alle  Vier- 

P 
Seite,  in  welchen  zwei  gegen&berliegende  Seiten 
die  Eadien  zweier  sich  berührenden  Kreise  sind, 
deren  Endpunkte  auf  Horizontalen  liegen,  and 
deren  eine  die  Sohle,  die  andere  die  Wasserober- 
fläche ist 
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Bezeidmen  t  t,  die  cotg.  der  BaschungswiDkel  (die 
BOschuDgszahlen),  h  die  l^efe,  b  die  Sohlenbreite,  so  ist  die  obere 
Breite  der  Wasserfläche  gleich : 

A  (/r+T<  +  Kr+v)  -  A  +  A  (^  + ».) , 

woraus 


folgt  Da  k  auch  gleich  dem  Halbmesaer  des  einbeschriebenen 
Kreises  ist,  so  sieht  man,  was  sich  übrigens  auch  von  selbst  ver- 
steht, dasB  der  Profilradius  gleich  der  Hälfte  dieses  Halb- 
messers ist 

In  der  Praxis  werden  in  der  Regel  die  Qaerschnittsflttche  und 
die  BöBchimgen  angenommen;  aus  diesen  letzteren  kann  man 
dann  s  rechnen,  und  erhält  dann  unmittelbar: 


-¥-K^ 


wodurch  die  Qoerachnittsfläche  und  der  Profilradius,  die  bei  gfl- 
wOhnlichem  Verfahren  allein  in  die  Formeln  eintreten,  ge- 
geben sind. 

Die  Gonstruction  Fig.  68  wird  wohl  immer  einbcher  und 
praktischer,  als  wie  die  Rechnung  sein.  Es  sei  ein  Profil  Ton 
15  OMet.  Querschnittsflttche  zu  construiren,  das  einem  gegebenen 
einem  Halbkreis  amschriebenen  Profil  ähDlich  sei.  Wir  oon. 
struiren  auf  Gerathewofal  das  punktirte  den  gegebenen  Bedingun- 
gen entsprechende  Profil,  reduciren  es  auf  die  Basis  2b  =  öm,  so 
dass  das  Endresultat  f  auf  eine  der  geradlinigen  Begrenzungs- 
seiten  des  Profils  ffillt.  Der  Inhalt  des  Profils  soll  aber  gleich 
bf=  6  Met.  statt  bf  sein.  Es  mUssen  also  alle  Seiten  «i  im  Ver- 
bältniss  Ton  /*/" :  y'bf''=  YT  ■  VT  Terindert  werden,  üeber 
dem  grösseren  der  /'(hier  f)  beschreiben  wir  einen  Halbkreis,  er- 
richten im  Endpunkt  von  f  die  Ordinaten   und  verbinden  ihren 
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Endponkt  durch  die  Linie  c  mit  dem  Anfangspunkt  von  /'und  f. 

e  VT 

Wir  haben  dann  c«  =  ff  oder  —^r  =•  ~=.  Wird  also  a,  imVer- 

hältnisa  von  -^  zu  a  vergrössert,  wie  die  Figur  es  andeutet,  so  ist 

a  die  oj  entsprechende  Seite  des  gesuchten  Profils.  Die  zur  Con- 
Btruction  dieses  Profils  notbtreodigea  HUlfslinien  sind  ein- 
gezeichnet. 

F 
In  jeder  Geometrie  wird  bewiesen,  dass  das  Verhältniss  — 

bei  regelmässigen  Vielseiten  mit  der  Zabl  der  Seiten  wachse,  um 
bei  unendlich  vielen  Seiten,  dem  Kreis  den  Grenzwertb  ■/!  f  z» 
erreichen.  Wir  dtlrfen  hieraus  schliesseu,  dass  bei  nicht  ähn- 
lichen Profilen  dasjenige  den  grQssereu  Profilradius  habe,  das  sich 
dem  Halbkreis  am  meisten  nähert;  und  dass  Oberhaupt  der  Halb- 
kreis selbst  den  grOssten  ProGlradius  habe.  Sollten  daher  bei 
CaoXlen  die  BBsdiun- 

geo  eine  gewisse  Nei-  ^*'  **' 

gung  nicht  Überschrei- 
ten, 80  w&reFig.  69  die 
kreisförmige  Sohle  mit 
tangirendeD   BOscban- 
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gen,  wie  es  z.  B.  bei  Wildbäches  mit  Erfolg  angewendet  worden 
ist,  dasjenige,  welches  den  kleinsten  Profilradius  hat 


36.  Die  Theorie  des  Planimeters. 

Wird  eine  Bolle  in  der  Art  auf  der  Mitte  eines  Stabes  be- 
festigt, dasB  sie  Biob  nur  in  einer  senkrecht  auf  dem  Stab  stehen- 
den Ebene  drehen  kann,  so  werden  die  Umdrehungen  der  Rolle 
bei  einem  Fortgleiten  des  Stabes  anf  einer  Ebene  den  Weg  messen, 
den  die  Mitte  des  Stabes  senkrecht  zu  seiner  Richtung  zurUck- 
felegt  hat  Dieser  Weg  moltiplicirt  mit  der  Länge  b  des  Stabes 
giebt  jederzeit  den  Inhalt  der  Tom  Stab  bestrichenen  Fläche.  Es 
ist  klar  fUr  den  Fall,  wenn  der  Stab  sich  selbst  parallel  bleibt  und 
eine  Figur  wie  Fig.  70  beschreibt.  Die  Umdrehungen  der  Rolle 
messen  in  diesem  Fall  die 
^'  '*■  senkrechte   Entfernung  / 

zwischen  den  Endlagen 
des  SttUies,  welebe,  mit 
der  Länge  b  des  Stabes 
multiplicirt,  den  Flächen- 
inhalt der  Figur  giebt 
Dasselbe  gilt  aber  auch 
noch,  wenn  der  Stab  nicht 
parallel  bleibt  Es  stelle 
AB  wiAAiBi  (Fig.  71)  , 
zwei  aufeinanderfolgende 
Lagen  des  Stabes  darr 
der  Inhalt  des  Vierecks 
AAyBx  B  kann  dann  ein- 
fach durch  h  {p-\-p\)  dar- 
gestellt werden,  wo  p  und 
Px  die  Perpendikel  von 
der  Mitte  der  Verbindangsliuie  der  beiden  Stabmitten  M  und  J/, 
auf  die  beiden  Seiten  AB  und  ^i^t  bezeichnen.  Das  Viereck 
kann  in  die  Dreiecke  AMxB  -\-  A  AxMy  -{-  BM\Bi  zerlegt  wer- 
den ;  die  Summe  der  beiden  letzten  Dreiecke  aber  ist  gleich  dem 
Dreiecke  M  A^  B, ,  denn  da  M  in  der  Mitte  zwischen  A  und  B 
liegt,  so  ist  der  Inhalt  eines  jeden  der  beiden  Dreiecke  MA%  Mx 
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und  MMi  By  gleich  dem  arithmetiBcbeD  Uittel  der  beiden  Inhalte 
AAiMi  und  BMyBf,  demnaeb  auch  ihre  Summe  gleich  der 
Summe  jener  oder  gleich  Mjiy  B,.  Der  Inhalt  des  Vierecks  ist 
alao  auch  gleich  AM^B  -\-  Mj4i By  •=  b  {p  -\- pi),  weil p  and  pi 
die  halben  Hüben  der  Dreiecke  sind.  Da  diese  beiden  Dreiecke 
die  schraMrte  Fläche  gar  nicht,  die  punktirte  aber  doppelt  be- 
legen, so  folgt  auch  Doch  nebenbei,  dass  die  punktirte  Fläche  der 
schisfGrten  gleich  sei. 

Um  den  Weg  l  zu  erhalten,  den  die  Bolle  zurücklegt,  denken 
wir  uns,  der  Stab  bewege  sich  anfangs  und  zuletzt  immer  parallel 
mit  eich  selbst,  während  seine  Mitte  die  Linie  Jf 3f|  einhält,  und 
drehe  sieh  nur  einmal  in  der  Mitte  N,  ohne  dabei  fortzuschreiten. 
Er  wird  auf  diese  Weise  die  Fläche  Fig.  72  beschreiben,  deren 


Inhalt  gleich  der  Summe  der  beiden  Parallelogramme  ACDB 
und  ^,  B,DtC,,  d.b.  =—  b  ip  -^  pt),  also  gleich  dem  der  Figur 
ist,  iadem  die  beiden  gleichen  Sectoren  NCCi  und  NDB,  nicht 
zu  zählen  sind,  weil  der  eine  sich  addirt  und  der  andere  sich  sub- 
fa^irt.  Während  der  Stab  das  erste  Parallelogramm  bestreicht, 
legt  die  Rolle  den  Weg  p  zurück ;  während  er  die  beiden  Ereis- 
sectoren  iVCCi  und  NDD^  bestreicht,  legt  sie  den  Weg  cAi/i 
zurQck,  wenn  mit  c  der  Abstand  der  Rolle  von  der  Mitte  und  mit 
A  )/f  der  Winket  bezeichnet  wird,  den  die  beiden  äusseraten  Stab- 
lagen  AB  and  AiBx  mit  einander  bilden;  wobei  c  positiv  zu 
nehmen  ist,  wenn  bei  einer  positiven  Drehung  des  Stabes  auch 
die  Rolle  sich  positiv  dreht;  endlich  legt  sie  den  Weg  pi  zurück, 
wibrend  das  zweite  Parallelogramm  bestrichen  wird. 

Der  ganze  Weg  Si.1,  den  die  Rolle  zurücklegt,  ist  demnach: 
M  =  p-\-pt-\-c^% 
woraus 
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p  -j-p,  -=  Ä/  ^  CÄI^, 
tind  der  FläoheBinhalt  des  Vierecks 

dF  =  b  {Al  ~  cAifi) 
folgt. 

Denkeo  wir  ans  schlieBslich  die  beiden  äussereten  Stablagen 
nar  uDeodlich  weoig  von  einander  entfernt,  so  fallen  die  beiden 
Flächenelemente  Fig.  71  and  Fig.  72,  deren  Inhalte  ohnedies 
nicht  difTeriren,  zusarnDten;  summirt  man  endlich  alte  FlOchen- 
elemente  znr  ganzen  bestricheneD  Fläche,  so  erhält  man  den  In- 
halt derselben : 

F—b{l—etf>). 
In  allen  bisher  benutzten  Figuren  war  die  Rolle  so  ge- 
zeichnet, als  ob  ihre  Axe  mit  der  Riebtang  des  Stabes  znsammen- 
&lle.  Dies  ist  jedoch  keine  nothwendige  Bedingung,  sondern  es 
genUgt,  wenn  die  Rolle  fest  mit  dem  Stabe  so  verbunden  ist,  dass 
ihre  Axe  parallel  mit  dem  Stabe  bleiben  muss,  und  sich  nicht  der 
Länge  nach  bewegen  kann. 

^    jg  Denn  zwei  Rollen,    die  durch 

einen  Rahmen,  Fig.  73,  so  miteinander 
verbunden  sind,  dass  sie  sich  in  einer 
und  derselben  Ebene  bewegen  mtlssen, 
legen  den  gleichen  Weg  zurUck,  wie 
auch  der  Bahmen  im  Ganzen  bewegt 
werden  möge.  Wir  beweisen  dies 
zuerst  für  deo  Fall,  in  welchem  der 
Rahmen  um  einen  Punkt  0,  Fig.  73, 
so  gedreht  wird,  dass  alle  seine  Punkte 
Kreisbogen  ^^,  BB,  am  diesen  Hit- 
telpunkt beschreiben.  Ist  91  der 
Drehungswinkel,  s«  ist  gemäss  der 

durch  die  Figur  angedeuteten  Bezeichnung -\  .  g>  die  Strecke, 

über  die  sie  sich  wegbewegt,  der  Weg,  den  sie  dabei  zurücklegt, 

ist  gleich  ■— — ; .  00  .  cos  rf  =  r»,  weil  i  der  Winkel  ist,  den  ihre 
"  cos  rf    '^ 

Ebene  beständig  mit  dem  Wege  bildet,  ryi  ist  aber  auch  derWeg, 

den  eine  Rolle  amFu8sPdesPerpendikel8  0/>zartlcklegen  würde. 

Der  Weg,  den  die  Bolle  zarllcklegt,  ist  demnach  von  ihrer  Lage 

im  Bahmen  unabhängig. 
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Da  es  Dun  möglich  ist,  den  Babmeo  AB  darcb  Drebnog  um 
eineo  Funkt  0  in  jede  beliebige  andere  Lage  zu  bringen,  —  man 
erhält  die  FuBBpunkteP  der  Perpendikel,  in  deren  Schnitt  0  liegt, 
einfach  dadurch,  dasa  man  CP  =  CP  gleich  der  halben  Differenz 
der  beides  Strecken  CA  macht,  —  da  man  ferner  jede  unendlich 
kurze  Wegstrecke  als  einen  Kreisbogen  obiger  Art  beechrieben  um 
einen  Drehungsmittelpunkt  0  betrachten  kann,  so  folgt,  dass  der 
Weg  der  Rolle  ttberhaupt  von  ihrer  Lage  im  Rahmen  unabhän^g 
sei,  also  alle  Rollen  im  Rahmen  des  gleichen  Weg  zurück- 
legen. 

Wird  der  Rahmen  parallel  mit  aicb  selbst  verschoben,  so  liegt 
der  Punkt  0  im  unendlieh  Fernen.  Wird  er  um  einen  Punkt  der 
eigenen  Hittellinie  gedreht,  bo  ist  der  Weg  der  Rollen  =  0,  wie 
sich  das  von  selbst  versteht. 

Die  Rolle  kann  sich  in  verschiedenem  Sinne  drehen,  and 
wenn  Flächen  rQckläufig  bestrichen  werden,  so  wird  sie  sich  auch 
rtlckw&rtfl  drehen.  Der  Stab  kann  auch  Öfters  eine  Fläche  be- 
streichen, geschieht  es  jedesmal  in  demselben  Sinne,  so  wird  die 
Rolle  sich  auch  jedesmal  in  demselben  Sinne  drehen,  und  b  (t —  ctp) 
wird  die  öfters  bestrichene  Fläche  so  oft  enthalten,  als  sie  be- 
strichen wurde.  WUrde  endlich  die  Fläche  zweimal,  aber  in  ent- 
gegengesetztem Sinn  bestrichen,  so  wttrde  ihr  Einfluss  auf  den  von 
der  Bolle  zurückgelegten  Weg  •=  0  sein. 

Wichtig  ist  ea  quo  in  jedem  einzelnen  Fall  zu  wisseo ,  in 
welchem  Sinne  bei  dem  Bestreichen  einer  Flttcbe  die  Rolle  eich 
drehe.  Da  der  Stab  selbst  keine  Spuren  auf  der  Fläche  zorOek- 
läset,  8  o  m  u  s  B  der  Sinn,  in  welchem  der  Umfang  einer  Figur  von 
den  Enden  des  Stabes  besehrieben  wurde,  genügen,  dieBeo  Sinn 
zn  bestimmen;  und  in  der  That  gelten  alle  in  der  Geometrie  Uber 
den  Zusammenhang  des  Zeichens  des  Inhaltes  einer  Figur  mit 
dem  Sinn,  in  welchem  sie  umfahren  wurde,  aufgestellten  S&tze, 
auch  von  den  Enden  des  Stabes,  wenn  man  dem  einen  Ende  den 
entgegengesetzten  Sinn  des  andern  beilegt,  d.  b.  wird  die  Rich- 
tung, in  welcher  das  eine  Ende  des  Stabes  sich  bewegt,  dnreh 
einen  Pfeil  bezeichnet,  so  muss  am  andern  Ende  die  Richtung, 
von  der  es  herkam,  durch  den  Pfeil  bezeichnet  werden. 

)(an  kann  nämlioh  ein  Flächenelement  ABCD  (Fig.  74,  siehe 
Seite  124)  als  die  Differenz  der  beiden  Dreiecke  OAB  und  ODC 
betrachten,  die  die  Leilstiahlen  des  einen  Stiftes  OA,  und  des 
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andein  Stiftes  OC,  vom  Durchschnittspunkt  0  der  beiden  auf  ein- 
anderfolgendeo  Staiilsg^eii  aus  beschreiben.  Soll  das  Zeichen  der 
Fläche  durch  den  Sinn  angedeutet  werden,  in  welchem  .^/f  und />C 

Rff.  T«.  mg.  TS. 


beschrieben  werden,  so  mUsBen  die  beiden  Wege  AB  und  />C  ent- 
gegengesetzte Zeichen  erhalten.  Zu  demselben  Resultat  gelang 
man  auch,  wenn  der  Drehungspunkt  0  auf  dem  Stab  selbst,  wie  in 
Fig.  75  liegt;  die  TotatflScbe  hat  sich  in  dieser  Figur  um  OAB 
vergrOssert,  am  OCD  rerkleinert,  ODC  ist  demnach  wieder  wie  in 
Figur  74  negativ. 

Setzt  man  also  auf  den  Weg  des  einen  Stiftes  einen  Pfeil  in 
die  Richtung  des  Fortschritts ,  auf  den  des  andern  in  die  Richtung 
des  Rückschrittes,  und  denkt  man  sieb  diese  Riebtungen  durch  die 
Stäbe  fortgesetzt,  so  werden  die  positiven  Elemente  ABCD  (Fig. 
74)  und  OAB  (Fig.  75),  in  einem  Sinne,  und  die  negativen  Ele- 
mente, wie  ODC  (Fig.  75)  im  andern  Sinn  umfahren  erscheinen. 
Berflcksiohtigt  man  nun,  dass  durch  ein  Anreihen  eines  Elementes 
an  das  andere  obiges  Verhältniss  nicht  geändert  wird ,  so  kann 
man  sagen,  dass  wie  die  Elemente,  so  auch  die  Totalfiächen  in 
gleiebem  oder  entgegengesetztem  Sinn  vom  Stab  bestrichen  wur- 
den, je  nachdem  sie  von  den  auf  ihren  Umfang  gesetzten  Pfeilen 
in  gleiebem  oder  entgegengesetztem  Sinn  umfahren  erscheinen. 

Hiermit  wäre  die  volle  Uebereinslimmung,  mit  dem  in  der 
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Geometrie  bezUglieh  des  ZeieheoB  der  in  Terschiedenem  Sinn 
umfahrenen  Flächen  Gesagten,  dargethan. 

Die  folgenden  Beispiele  mögen  die  Anwendung  des  Obigen 
zeigen.    Die  beiden  Hälften  der  Fig.  76  sind  tod  den  Pfeilen  in 

Fig,  76. 


eo^gengesetztem  Sinn  umfahren,  und  auch  in  entgegengesetztem 
•Sinn  bestrichen,  wie  die  Pfeile  auf  den  Rollen  ea  andeuten. 

Ebenso  klar  ist  es  aacb ,  dass  in  Figur  77  die  Flächen  —  1 
und  -}-  1  iD  entgegengesetztem  Sinn  bestrichen  wurden,  und  dass 
die  Flächen  a  es  einmal  in  einem  und  einmal  im  entgegengesetz- 
ten Sinn  wurden ,  so  dass  diese  Flächen  keinen  Einfluss  auf  den 
Weg  der  Solle  ausflben  können. 

In  Fig.  77  nnd  78  ist  der  Weg  der  Rolle  der  Differenz  der 
mit  -{-  1  und  —  1  bezeichneten  Flächen  proportional. 

Da  die  Wege  der  beiden  Stifte  in  Verbindung  mit  den  ausser- 
sten  Lagen  des  Stabes  immer  eine  geschlossene  Figur  bilden ,  so 

Fig.  TT. 
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kann  man  bei  Verschlingungen  jederzeit  die  ganze  Figur  in 
mehrere  gescfalosBene,  onverschlungene  Figuren  zerlegt  denken, 
wie  Fig.  78,  wo  die  Ecken  dieser  einzelnen  Figuren,  von  Fig.  77, 
abgerundet  wurden ,  zeigt  Wurde  bei  einer  Verscbliugung  eine 
Fläche,  wie  in  Fig.  7if,  mehrere  Mal  bestriehen  und  rundet  man 
dann  die  Ecken  ebenfalls  ab,  wie  in  Fig.  80,  so  wird  jede  öfteiB 


Fig.  79. 
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beitricliene  Fläche  ganz  in  der  eiDmal  weniger  beBtricbenenliegea, 
Qnd  die  im  entgegeageeetzten  Sinne  bestrichenen  werden  gitnz  ab- 
gesonderte Gruppen  bilden.  NatUrlicb  wird  in  einer  solchen  Figur 
der  Weg  der  Bolle  dem  FlftolieniDhalt  von  l.(+l) +2.(+2) 
4-3  .  (+3)  —1  .  (—1)  entsprechen,  wo  (+»)  nur  lur  Bezeich- 
nnng  der  FlXehe  dient. 

Ans  Obigem  geht  auch  hervor,  dass  man  unmittelbar  sehen 
kann,  wie  oft  eine  Fläche  bestrichen  wurde,  wenn  man  auf  einer 
von  ihr  nach  aussen  gezogenen  Linie  die  durchschnittenen  Um- 
fange mit  Berücksichtigung  ihres  Sinnes  zählt  Z.  B.  die  von  -|-  3 
nach  aussen  gezogene  Linie  wird  von  1  nach  oben  und  4  nach 
unten  gerichteten  Linien  geschnitten ,  mithin  wird  sie  -{•  3  mal 
im  Sinn  umfahren,  der  am  Ende  der  punktirten  Linie  ange- 
deutet ist 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  daes  wenn  öfters  eine 
und  dieselbe  Linie  befahren  wird,  dieselbe  auch  ebenso  oft  gezählt 
werden  muss,  und  daes  sie  als  eine  Fläche  <=  o  einscblieBsend 
ausfallen  kann,  wenn  sie  gleich  oft  hin  und  her  befahren  wird. 

Kommt  der  Stab  wieder  genau  in  seine  ursprSngliche  Lage 
zurück,  80  habe»  seine  beiden 
Enden  jedes  für  sich  eine  ge-  ^-  ^i. 

schloBsene  Figur  beschrieben, 
und  es  ist  nun  ganz  einerlei, 
ob  die  beiden  Figuren  zu  einer  | 
einzigen  miteinander  combi- 
nirt  werden,  oder  ob  man  jede 
^r  sich  aliein  behandelt.  Es 
ist  also  einerlei ,  ob  man  sagt, 
der  Weg  der  Bolle  entepricht 
in  Fig.  81  der  Differenz  der 
Flächen  (-|- 1)  und  (—  1)  oder 
der  Differenz  des  Flächeninhaltes  des  Herzens  und  des  Kreises. 


27.  FlächenmeBsnng  mittelst  des  Flanimeters. 

In  der  einfachen  bis  jetzt  betrachteten  Form  ist  das  Plani- 
meter  nicht  angeweiidet  worden ,  doch  kOnoen  wir  uns  wohl  den- 
ken, dass  ein  solches  Instrument  gute  Dienste   leisten   wUrde, 
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sobald  es  in  so  grossen  Dimensionen  ausgenibrt  werden  mtlsste, 

dase  es  von  einer  einzigen  Person   nicht  mehr  re|:iert  werden 

kannte.    Wäre  z.  B.  (Fig.  82)  auf  der  Mitte  einer  Stange,  etwas 

länger  als  die  grösste 

Fiic-  83.  Breite  eines  zumesaen- 

-  -     den  Feldes,   eine  Art 

Wagenrad  befestigt,  so 
wären  zwei  Arbeiter  im 
Stande  den  Apparat  so 
schnell,  die  Enden  der 
Stange  immer  über  den 
Grenzen  haltend,  Über 
ein  Feld  wegzurollen, 
dasB  der  Geometer  kaum 
folgen  könnte;  und 
nicht«  weiter  zu  Ihun 
hätte,alBhintendrein  zu 
spazieren,  und  am  Ende  des  Feldes  dessen  Flächeninhalt  am  Zähl- 
apparat des  Rades  abzulesen. 

Sobald  jedoch  das  Planimeter  in  Reisszeugdimensionen  aus- 
geführt werden  soll,  und  alsHUlfsinstrument  einer  einzigen  Person 
dienen  soll,  ist  es  notbwendig,  die  Aufmerksamkeit  des  Zeichnen- 
den auf  einen  einzigen  am  Endpunkt  des  Stabes  angebrachten 
Stift  zu  beeehränken,  und  das  andere  Ende  Figuren  bekannten 
Flächeninhaltes  zu  beschreiben  zwingen. 

Das  praktiechste  aller  derartigen  Instrumente  ist  wohl  das 
Amsler'sche  Planimeter.    Es  liegt  nicht  im  Zweck  dieser  Abhand- 
en ^3  lung,  die  mechaniache 
Einrichtung  dieses  In- 
strumentes zu  beschrei- 
ben ,     wir     verweisen 
deshalb  auf  die  vielen 
Aafsätze,  die  in   ver- 
schiedenen   Zeitschrif- 
ten erschienen  sind,  und 
beschränken  uns  auf  die 
/  Aassage  des  Prinzips. 
\     /                                        Der  Stab  ^B  =  *  (Fig. 
^'                                          83)  hat  nur  an  einem 
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Eode  A  einen  Fahntift,  das  andere  Ende  9  iat  sdiarnierartig  an 
eine  andere  Stange  OB  befestigt,  die  bei  0  durcli  einen  Stift  fest^ 
gebalten  werden  kann.  Bescbreibt  man  nun  mit  dem  Fahrstift 
dieses  Instrumentes  eine  t>eliebige  Curve  AA-,^  (Fig.  83) ,  so  wird 
man  nach  26  (S.  122)  die  FlSchendifferenz  zwischen  (-f- 1)  und 
(—  1)  gleich 

i?- 4  ('+■*)  . 
erbalten,  weil  c  negatir  ist  Da  es  nun  selten  Figuren  giebt,  die 
gerade  von  einem  Ereis  des  HalbmesserB  r  zwischen  2  Ijoien  von 
der  Länge  des  Stabes  AB  =  b  begrenzt  sind,  so  ist  ea  Kegel,  die 
zu  messenden  Flächen  ¥  (Fig.  84)  ganz  zu  umfahren ;  kommen 
dann  beide  Enden  wieder 
in  ihre  ursprüngliche  Lage  ^s-  *^- 

zurUck ,  80  haben  sie  ge-  ^^    \ 

schlossene    Figuren    be-  /"^  \ 

schrieben,  von  denen  die  -«_,—.-*      b  .-1  *>         1 

des  einen  Endes  5  =  0      t'^  t7^^.^~r^ '\        *"       / 

ist,  weil  sie  mit  dem  Kreis-    ßJ-y^T       1  \  y 

bogen  des  Radius rzusam-        /        ^^tV"  \^^ 

menfüllt.     Ebenso  ist  der  \^ 

vom  Stab  AB  besohriebene  \^ 

Winkel  V  =  0>  un^  ""^n 

bat  einfach  den  Flttcheninhalt    der  von  A  umfahrenen  Figur 

In  dieser  Form  ist  also  das  Planimeter  ein  Instrument,  das 
auf  die  constante  Basis  b  reducirt. 

Liegt  0  im  Innern  der  Figur,  so  wird  während  desUmfahrens 
derselben  der  Endpunkt  B  mit  dem  Halbmesser  r  einen  Kreisbogen 
beschreiben,  der  zur  Fig.  F  z.  B.  die  in  Fig.  81  S.  127  angedeutete 
üige  hat.  Setzt  man  die  Pfeile  ein  wie  dort,  und  bezeichnet  man 
die  ganze  vom  Stift  B  beschriebene  Fläche  mit  F,  so  erhält  man, 

weil  V  =  2  71  ist, 
als  Aasdruck  der  vom  Stab  bestrichenen  Fläche : 

P—r^it  =  b{l-\-ien), 
fforaus  f  =  A/+  (r*  +  2ic)rt  folgt.  r'-f-SrAc  iat  aber  gleich 
r,i  wo  r,  die  Länge  des  Leitstrahls  OA  (Fig.  85,  s.  S.  130)  be- 
zeichnet, wenn  die  Ebene  der  Rolle  C  durch  den  Pul  0  geht,  denn 
man  hat  dann 
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Fi«.  85. 


ffl  r,*  =  Je  +  OC 

"      \      =-ie+  Vi*/  +[r'~ic-  •/,*)'] 

y  j      =  r»  +  2  A  c 

/    I    und  es  wird  einfach 
^0  F=bi-\-r*n. 


"Wird  mit  dem  Radius  r,  ein  Kreis  beschrieben ,  so  dreht  sich 
offenbar  die  Rolle  nicht,  man  hat  1  =  0  und  dann  F  =  ';^n,  wie 
es  Bein  soll. 


Viertes  Kapitel. 
Yerwandlang  der  Körper. 

28.  Darstellung  der  Gubikinhalte  dorch  Linien. 

Ganz  analog  dem,  wag  bei  Verwandlung  der  Flächen  gesagt 
wurde,  verstehen  wir  hier  unter  Verwandlung  der  Kürper  die  Be- 
stimmung der  Höhe  eines  Prisma's,  dessen  Grundfläche  gegeben 
ist  und  dessen  Oubikinhalt  dem  des  vorliegenden  Körpers  gleich 
sein  soll. 

Indem  man  sich  nun  den  Cubikiuhalt  eines  jeden  Körpers  als 
das  Product  einer  Fläche  F  mit  einer  Länge  oder  Höhe  k  denkt, 
verwandelt  man  zuerst  nach  den  Regeln  des  vorigen  Kapitels  die 
Fläche  auf  eine  Basis  b,  so  dass  bl  •=  F  ist,  und  dann,  weil  der 
Cubikinhalt  3  ~  /'A  —  blk  ist,  das  Product  Ik,  das  nun  ebenfalls 
als  eine  Fläche  betrachtet  werden  kann,  auf  eine  zweite  Basis  a, 
so  dass  ah  — :  Ik  ist,  und  erhält 

^  =  Fk  =  abk. 
betrachtet  man  hier  ab  als  Flächeneinheit,  so  ist  k  das  Maass  des 
Körpers. 

Es  ist  demnach  diese  Verwandlung  nichts  anderes  als  eine 
wiederholte  Fläcbenverwandlung,  und  da  diese  aus  dem  vorigen 
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AbBchnitt  bekannt  ist,  so  haben  wir  uns  hier  nicht  mit  den  Ver- 
wandluDgen  selbst,  sondern  nur  mehr  mit  der  Wahl  der  zu  ver- 
wandelnden Dimensionen,  und  den  Modificationen  derselben  bei 
unregelmässig  begrenzten  Körpern  zu  beschäftigen,  wobei  wir  die 
Verwandlung  der  einfachen  geometrischen  Körper  als  Parallel- 
epipeden,  Prismen,  Pyramiden  etc.  ttbergehea. 

Bei  weitem  die  meisten  unregelmässigen  Körper,  deren  Cubik- 
inbalt  zu  bestimmen  ist,  sind  durch  eine  Reihe  paralleler  Quer- 
schnitte  gegeben ,  die  in  mehr  oder  weniger  grossen  Abständen 
aufeinander  folgen.  Unter  diesen  Körpern  sind  die  der  Strassen 
nod  Eisenbahndämme  ihres  häufigen  Vorkommens  wegen  die  wich- 
tigsten ,  und  wir  werden  uns  daher  hier  vorerst  mit  diesen  be- 
schäftigen. 


29.  Inhalt  regelmässiger  Anf-  Dud  AbtragskOrper. 

Die  Auf- und  Abtragskörper  geradlinigter  Bahnkörper  (Taf.  50 
sind  durch  auf  einander  folgende  Querprofile 

F={ABCB)  und  F,  —  (.,^,ß,Cif,) 
gegeben ,  deren  EntfemuDgen  /  =  AAx  =  EEi  so  klein  ange- 
Dommen  werden  sollen ,  dass  die  Begrenzungslinien  BBi  und  CCi 
noch  als  gerade  Linien  betrachtet  werden  können;  nimmt  man 
dann  auch  noch  die  Begrenzungslioien  der  Endprofile  BC  und 
0,Ci  und  eines  jeden  Zwisehenprofils  B,  C,  geradlinig  an,  so  ist 
die  Begrenzungefläche  des  Geländes  ein  Paraboloid,  dessen  Leit- 
linien BBt  und  CCi  sind  und  dessen  Erzeuguugslinien  immer  in 
einem  der  sich  parallel  bleibenden  Querprofile  liegen.  Diese 
Paraboloidfläche  hälftet  das  Tetraeder  BC  £,  C, ,  denn  jedes  zwi- 
schenliegende  QuerproGI  bei  £,  C,  z.  B.  schneidet  das  Tetraeder  in 
einem  Parallelogramm  (siehe  die  Figt  Taf.  5|)  das  von  der  £r- 
zeugiungslinie  5,  C.  als  Diagonale  gehälftet  wird.  B^  werden 
also  von  der  Faraboloidfläche  alle  Elemente  des  Tetraeders,  mit- 
hin auch  das  Tetraeder  selbst  gehälftet.  Die  Summe  der  Inhalte 
der  beiden  unter  den  zwei  Tetraederflächeo  BCC,  und  BB^Cy  lie- 
genden Prismen,  ist  daher  um  ebensoviel  unter,  als  die  der  beiden 
Prismen  unter  CB^C^  und  CBiB,  tiber  dem  wahren  Inhalt  des 
Körpers  ist. 
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Dieser  ist  also  gleich  dem  arithmetisebeo  Mittel  dieser  beideo 
SummeD  weniger  dem  der  abgestutzten  Pyramide  unter  den 
Bttsohungen  oder 

,,    i^D^t        ^DDi       ^iß,^       JtDiDi 
^^  ''  iBCBt  "•"  BCCt  "•"  Ä,C,fi  "'"  B,C,C\ 
CDE 

wobei  der  Inhalt  deB  Bahngrabeos,  der  ein  Prisma  ist,  rorerst  ver- 
nachlässigt wurde.  Bezeiehnet  man  nun  noch  die  Breite  des  Erd- 
kOrpers  in  der  Bahnplanie  mit  b  t=  AB  ^  Ax  E^  und  den  verti- 
calen  Abstand  zwischen  dem  Gelände  und  der  Bahnplanie  in  der 
Mittellinie  mit  h  und  A, ,  an  den  BSschungen  mit  h  und  A'i ,  end- 
lich die  Tangente  des  Böschungswinkels  mit  <  wie  alles  in  der 
Fig.  angedeutet  ist,  so  wird 

ED=  — ;  EiDi  =  *'-;^/)  =  i+  —  und^i/>,  =  i  + Al 

and  man  erhftlt  den  Inhalt 

3  -  '„  l  V,/(*  +  ^)  [V3CÄ  +  A'  +  A,)  +  V.CA+A'+A'.)]  +  j 

)  V»  '(*  +  ^)  [V.  CA,  +A\-fÄ)  -f  V.  (Ai+A'.+A')]       \ 


der  sich  wie  folgt  reducirt 

+*,+*■)  + 


3  -  '/.»  (4  +  4-+«,+4-,)  +  '/.^(/U'  +  il,*-,) 


ier  Inhalt  des 
F-'l,b{h  +  K)  +  ", 


Nun  ist  aber  der  Inhalt  des  Querprofils  laut  Nr.  20  S.  102 


und  ebenso 

woraus  durch  Substitution ; 
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folgt 


01«se  Coruel  kun  anoh  Hf  dia  folgende  Weite  ualytuch  ibguleitet  wer- 
den. Uater  der  Vonunsetiniig,  daw  die  h  eich  proportional  der  Entfenmi^  z  *om 
enten  ProBl  ändern,  hat  man  Ar  alle  HShen : 

Salntttidrt  man  dleMWerUie  hi  den  Aoadmck  der  Fliehe,  «o  erUUt  mu  eine 
QleiehDng  Ttn  der  Form 

F{»)  —a  +  bx  +  egfl. 
X»  kt  denuMh  die  AstangBllEebe  F  -•  a  nnd  die  EndflSebe 

F,  —  f  +  J/  +  eil. 
Qienna  tülgl: 

3  -  J  F(,)  dx  -  P,/  +  '/.iP  +  V.cl'. 

Eümialrt  man  aus  den  beiden  letalen  CHeidinDBen  aneb  noch  b ,  bo  erhilt  man 

d-'/WCa  +  Fi)-'/."/». 
Nnn  bt  aber  «  =  Fnad  e  -  (*,— AUVi-ft")  ^  ^^ 

2 
ist  die  mitüere  Fläche  der  beiden  Endprofite,  welche  noch  die 
Qnerechnitte  aller  prismatiBchen  Abtragskttrper  als  Graben-F^r- 
bahnkaaten  etc.  enthalten  dttrfen.  Ea  ist  also  nicht  ganz  richtig, 
wenn  bei  Berechnung  solcher  Eb-dkörper  einfach  die  Uiiige  mit 
der  mittleren  Fläche  multiplicirt  wird,  sondern  es  muss  diese 
noch  vorher  um  die  Fläche  des  Inhaltes 

TermiDdwt  werden.    Da 

Ä'        .    A', 
—  and  

t  T 

die  Projectionen  ED  und  £|/>i  (Taf.  50  der  BOBchungen  sind,  so 
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ist    diese    Fläcbe    (siehe 
Fig.  86)  gleich  dem  >/«  de« 
Inhaltes      des     Dreiecks 
^BC,  dessen  Eckpunkt  C 
vermöge  der  in  der  Figur 
ausgeführten  Constriiction 
um  A  —  A|  vertical  unter 
der  Böschung  liegt,   und 
daa  die  Böschungsdifferenz 
^B  zur  Basis  hat,  oder 
gleich  dem  schraffirten  Dreieck,  das  </'«  jiB  zur  Basis  hat.  Kreuzt 
sich  das  Gelände  innerhalb  des  Profils  (Fig.  87),  so  sind  A  —  A, 
und  h'  —  h\  entgegengesetzten 
Fig.  87.  Zeichens  und  der  genau  ebenso 

construirte  Fehler  ist  zur  mitt- 
lem Fläche  zu  addiren. 

Mittelst  dieser  einfachen 
Construction  kann  also  in  jedem 
speoiellen  Fall  leicht  untersucht 
'  werden,  ob  es  hinlänglich  genau 
ist,  den  Inhalt  des  ErdkOrpers 
durch  Multiplication  der  Länge  mit  der  mittleren  Fläche  zu  be- 
stimmen, und  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  kann  die  Correction 
mittelst  derselben  ausgeführt  werden ,  indem  man  bei  Ver- 
wandlung des  einen  Querproflie  das  doppelte  Fehlerdreieck  gleich 
mit  verwandelt. 

Wird  die  Böschung  vertical ,  so  ist  natürlich  ihre  Projection 
k\  —  K 


-=0 


und  mithin  auch  ihr  Fehler  =  0. 


Der  Inhalt  von  zwischen  zwei 
parallelen  verticalen  Flächen  ein- 
geschlossenen Körpern  (wieFig.  88) 
ist  also  immer  genau  gleich  dem 
Product  der  Länge  mit  der  mittlem 
Fläche. 

Bei  dem  Uebergang  von  Auf- 
trag   in  Abtrag    kommen    häufig 
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K6rper,  wie  Fig.  89,  sogeoannte  Keile  vor.    Auf  solche  Körper 
sind  die  obeD  entwickelten  Formeln  g:anz  anwendbar.     Die  vor- 


dem und  hintern  Flächen  F^  und  F^  sind  vertical  und  parallel  und 
ihre  Eotfemung  ist  gleich  der  Dioke  b  des  Keiles. 

Vergleicht  man  nun  den  Körper  Fig.  89  mit  dem  Abtrags- 
profil Taf.  5i ,  und  betrachtet  man  dort  die  Breite  b  als  die  Ent- 
fernung der  beiden  Endflächen  Fq  and  Fi,  der  in  Taf.  5i  die 
Länge  /  des  Abtrage  entspricht,  so  wird ,  wenn  man  von  dem  Gra- 
ben abstrahirt,  dieser  Abtrag  in  den  Körper  Fig.  89  Übergehen, 
wenn  man  in  den  Fonneln  3  des  Inhalts,  S.  133,  j  statt /,  und/ 

aod  /|  statt  b  -\-  —  undb-] —  und  an  allen  abrigea  Stellen  H 

und  ff|  gleich  0  setzt.    Der  Inhalt  wird  dann: 

3='/„Ä(2A/-{-2A,/,  +Ai,-f  Ä,/). 

Bei  Hassenberechnungen  hat  man  nie  die  Flächen  F^  und  F^ 
aoudern  immer  cur  die  im  Querprofil  enthaltene  Fläche  F  vor  sich, 
und  es  ist  üblich,  um  3  zu  erhalten ,  dieselbe  mit  der  halben  mitt- 
leren Länge  Va  — ^-^  ^«8  Keiles  zu  multipliciren,  d.  h.  statt  3 
zu  setzen : 

p.i±A  _  ./.4(*+*,)  ((+/,)  -  •/,»(*'+*,',+*',+*,;) 

Der  Fehler,  den  man  auf  diese  Weise  begeht,  ergiebt  sich  aus : 

3-f.  '"^''  +';..*(»i-*)('i-o- 

Um  das  letzte  Glied  berttcksichtigen  zu  können,  betrachte  man  es 
tis  Correction,  die  an  F  vorzunehmen  ist,  nehme 

A-f' 
i 

als  Faktor  heraus,  and  bringe  den  Inhalt  in  folgende  Form 
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3_i.4'[^+./,J(*,-«,^4i^] 

Man  erhält  daher  den  wahreo  Inhalt,  wenn  man  F  um  ein  Dreieck 
TergrBssert,  dessen  Basis  »  b  und  dessen  Hohe  gleich  I 

ist  und  dann  mit  der  halben  mittleren  Länge  des  Keiles  molti-  | 

plicirt.  j 

Fig.  90  zeigt  die  Construction  dieses  in  der  Figur  sohraffirten  1 
Dreiecks,  sie  bedarf  wohl  keiner  weiteren  Erläuterung.  7i  C^  —  0 

flg.  90. 


und  'i  -|-  '  kOuKn  dabei  in  beliebigem  Moassstsb  aufgetragen 
sein.  Die  Correction  wird  negativ,  wenn  die  Werthe  h^k  und  l^i 
sich  kreazen,  d.  h.  wenn  dem  kleineren  Adas  grössere  l  entspricht 
und  umgekehrt. 

Körper  wie  Fig.  91  sind  nicht  mehr  als  coDtinuirlioh  erzeugt 
zu  betrachten  und  mflssen  so  gedieilt  werden,  wie  es  die  Figur 
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andentet.  Der  «ine  ist  wie  ein  gewOhnlicber  ErdkOrper  aua  der 
mittlem  Fläche  zu  berechnen,  und  der  zweite  ist  der  oben  behan- 
delte Keil. 


30.  Beetimmang  des  Inhalts  ODregeüntlssiger  Erdkörper 
nach  Gulditts  Regel. 

Nicht  immer  iat  die  Bahn  oder  der  Strassenkörper  geradlinig, 
und  namentlich  bei  letzterem  kommen  hfiufig  Krllmmungeo  von 
sehr  kleinem  Halbmeiser  vor.  Es  ist  allgemein  Üblich,  in  solchen 
Fällen  die  KrOmmung  ganz  zu  TemacfalässigeD,  und  die  immer  zu 
der  Bahnaxe  senkrecht  aufgenommenen  Querprofile  mit  den  in 
derselben  gemessenen  Bogenlängen  zu  moltipliciren.  Dieses  kann 
wohl  in  den  meisten  Fällen  so  gestattet  sein ,  doch  kann  es  auch 
vorkommen,  dass  auf  diese  Weise  ein  sehr  merklicher  Fehler  be- 
gangen wOrde.    Denken  wir  uns  das  Felsen-Profil  (Fig.  92)  einer 

Vig.  93. 


Strasse  winde  sich  in  einem  Bogen  von  20  M.  Halbmesser  am 
eiaen  Felsenkopf  herum,  and  es  liegen  die  Schwerpunkte  5 und  5, 
der  Auf-  nod  Abtragafl&chen  nur  2,50  M.  ausserhalb  der  Bahnaxe : 
so  wttrde  man ,  bei  Messung  der  Längen  in  der  Bahnaxe  den  Ab- 
trag an  ein  volles  i/g  zu  gross  und  den  Auftrag  um  ebensoviel  zu 
klein  auDehmeo.    Denn  nach  Gtildins  Regel  ist  der  Cubikinhalt 
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einea  durch  Bewegung  eines  Profils  erzeugten  Körpers  gleicb  dem 
Inhalt  des  Profils  multiplicirtmit  dem  Weg,  den  dessen  Schwer* 
puDkt  S  zurtlcklegt,  rorausgeaetzt,  dass  das  Profil  immer  senk- 
recht auf  der  Bahn  des  Schwerpunktes  stehe.  Im  oben  erwähnten 
Fall  aber  hat  diese  Scfawerpunktsbahn  nur  17,5  nicht  20M.Kadius, 
und  die  in  der  Bahnaze  gemessenen  Ulogen  mUasen  am 

20         ■* 
reducirt  werden. 

Diese  Guldinsche  Regel  ist  überhaupt  sehr  nützlich ,  uro  bei 
den  vielen  unregelmilssigeD  Körpern,  die  der  Ingenieur  zu  be- 
rechnen hat,  die  richtige  Länge  derselben  zu  bestimmen ,  wenn 
einmal  Profile  in  irgend  einer  Richtung  aufgenommen  oder  con- 
strnirt  sind.  Wir  glauben  dies  nieht  besser  als  durch  Anwendung 
auf  die  Bestimmung  des  Inhaltes  eines  Wegübergangs  (Taf.  5«! 
erläutern  zu  können.  Es  wflrde  zwar  anch  hier  das  gewöhnliche 
Verfahren,  mehrere  Profile  bei  a,  b,  c,  d  zu  den  gegebenen  End- 
profileo  zu  construiren  und  den  Inhalt  durch  Multiplication  ihrer 
mittleren  Flächen  mit  ihren  Längen  zu  bestimmen ,  wo  dano  die 
Genauigkeit  von  der  Zahl  und  der  Wahl  der  Profile  abhängt,  an- 
gewendet werden  können ;  allein ,  gesetzt  es  handle  sieb  darum, 
diesen  Inhalt  ganz  genau  zu  bestimmen,  so  könnte  man  auf  die 
folgende  Weise  verfahren.  Wir  würden  den  Körper  (durch  die 
Verticalebene  ABC,  die  durch  den  Fuss  der  Böschung  geht,  und 
durch  die  Cylinderfläche  DEB  mit  verticalen  Erzeugungslinien 
die  die  obere  Wegkante  projicirt)  in  3  Theile  theilen. 

Der  erste  liegt  über  den  Böschungen  des  Bahndammes,  der 
Inhalt  seiner  Erdflächen  ist  dem  Aufriss  Taf.  5|  zu  entnehmen,  wo 
sich  die  eine  als  krummlinigtes  Dreieck  BCH,  die  andere  als 
Trapez  mit  der  Diagonale  AD  projicirt  und  ihr  Mittel  ist  mit  der 
senkrechten  Entfernung  des  Schwerpunktes  S  der  Endfläche  von 
dem  Profil  a  zu  multipliciren.  Der  zweite  ist  ein  Cylinder  mit 
der  Grundfläche  ABEDA  (Taf.  5,),  dessen  Höbe  im  Schwerpunkt 
derselben  bei  S  zu  construiren  ist  (siehe  den  Aufrias). 

Der  dritte  bildet  die  Böschungen  des  Wegdammes ;  dieser  ist 
erzeugt  durch  die  Bewegung  des  veränderlichen  Profils  1,  2,  3. 
1  ist  da  construirt,  wo  die  Wegkante  ihre  Richtung  ändert,  2  wo 
die  Böschung  am  breitesten  ist  und  3  am  Ende.  Dae  Mittel  je 
zweier  dieser  Profile  ist  mit  dem —  ten  von  ihrem  äcbwer- 
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punkt  zurUcki^Iegten  Weg  zu  multiplicireD.  Der  Inhalt  von  3 
aber  mit  dem  Weg  3  F.  Bei  allen  deruügeii  BOBcbungen  liegt 
natürlich  die  Scfawerpunktelinie  im  Vi  der  BRgchungsbreite.  Das 
letzte  Sttlok  zwiBchea  den  Profilen  3  und  BC  könnt«  auch  als 
Kegel  berechnet  werden,  indem  man  die  horizontale  Projection 
seiner  Grundfläche  mit  dem  </s  ^^^  verticalen  Abatands  des 
Schwerpunkts  derselben  ron  der  Spitze  des  Kegels  multiplicirt ; 
dieaa  ist  ganz  genau  dasselbe,  als  ob  man  '/,  der  Grundfläche  des 
Kegels  mit  dem  ron  der  Spitze  auf  sie  gefällten  Perpendikel 
multiplicirte. 

Dem  eben  Gesagten  entsprechend  ist  also  auch  die  Höhe  der 
Viertelskegel  zu  besümmea,  welche  beim  Anschluss  an  hohe  Via- 
ducte  mitunter  auf  sehr  steilen  Thalabhängen  liegen;  hier  miiss 
auch  Vs  des  verticalen  Abstandea  des  Schwerpunktes  der  Grund- 
fläche von  der  Spitze  des  Kegels  mit  der  horizontalen  Projection 
der  Grundfläche  multiplicirt  werden. 

Ist  das  Gelände  gebrochen,  so  gilt  das  eben  Gesagte  auch  von 
Jedem  einzeluen  Theil  des  Kegels,  dessen  Grundfläche  als  eben 
angenommen  werden  darf. 

Bei  RotationskörperD  ist  nach  dieser  Cu/f/m'scheo  Regel  der 
in  Rechnung  zu  bringende  Weg  gleich  2^n  :  F,  wenn  man  mit 
F  den  Flächeninhalt  der  rotirenden  Fläche,  und  mit  SSi  das  sta- 
tische Moment  derselben  in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe  bezeichnet. 
Der  Gubikinhalt  des  Rotationskörpers  ist  demnach  gleich  2 «mal 
dem  statischen  Moment. 

Eine  Anwendung  von  diesem  Satz  werden  wir  nach  Behand- 
lung der  statischen  Momente  bringen. 


31.  Bestimmnng  des  Onbikinhaltes  aas  Horizontalcnrren. 

Die  FaraUelebeneD,  durch  welche  oben  die  Cubikinhalte  be- 
stimmt wurden,  standen  alle  vertical,  allein  häufig  werden  auch 
horizontale  Parallelebeoen,  die  Horizontalcurren,  zur  Bestimmung 
des  Inhalts  ganz  nnregelmässiger  Körper  benutzt. 

Der  Abstand  der  HorizoDtalcurren  wird  gewöhnlich  so  be- 
ttinunt,  dass  der  Schnitt  des  Geländes  mit  einer  normal  auf  den 
Corren  stehenden  Terticalen  Ebene  als  geradlinig  angenommen 
werden  darf.    Kimmt  man  dann   weiter  an,  zwei  aufeinander- 
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folgende  Gurren  seien  fthnlicb,  bo  ist  der  ErdkOrper  xwiseben 
denselben  als  ein  abgestnteter  Kegel  zu  betrachten,  and  sein 
InbBlt 

wo  h  den  verticalen  Abstand  zweier  Cnrven  und  F  und  Ft  ihren 
Flächeninhalt  bezeichnet. 

In  der  Praxis  begnügt  man  sich  jedoch  gew&hnlich  damit,  die 
mittlere  Fläche  mit  k  zu  multiplicireo,  also 

zu  setzen ,  was  um 

zu  gross  ist  Da  alle  ähnlichen  Dimensionen  der  beiden  Flächen 
sich  wie 

YT:  Y'K 

verhalten,  so  erhält  man  diesen  Fehler,  wenn  man  (siehe  Fig.  93) 
auf  einer  Differenz  S^A  zweier  ähn- 
licher Strahlen  SA  und  SS,  wo  S  das 
perspectinsche  Projectionscentrum 
ist,  eine  ähnliche  Curve  AB,C,  con- 
struirt,  und  ihren  Flächeninhalt  mit'/i 
des  verticalen  Abstandes  der  Curven 
multiplicirt  Bei  dem  in  der  Begel 
sehr  kleinen  Verhältniss  von 
AS, 
AS 
ist  dieser  Fehler  meistens  so  klein, 
dass  er  fUglicb  vernachtässigt  werden 
kann ;  in  Folge  der  Kleinheit  desselbea 
Verhältnisses  istderausdermttglicben 
Unähnlichkeit  solohei  Figuren  ent- 
springende Fehler  nothwendigerweise 
noch  viel  kleiner,  indem  er  nur  eine  kleine  Aenderung  in  der 
lAnge  der  Projeotionsstrafalen  S,  {AB,  €,)  bewirkt.  Diesen 
zweiten  Fehler  kann  man  nur  für  eine  bestimmte  Form  der  Cnrven 
ermitteln,  nnd  da  eine  jede  bestimmte  Form  in  der  Natur  wofal 
nur  einmal  vorkommt,  so  wollen  wir  diesem  Fehler  zweiter  Ord- 
nung hier  nicht  mehr  weiter  nachspären. 
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Bei  der  Bestimmutig  des  Cubikinhaltea  mancher  Körper,  z.  B. 
HUgelkuppen ,  kommt  es  vor,  dass  diese  niefat  gerade  von  einer 
zu  den  Horizontalcarren  parallelen  Ebene  begrenzt  sind,  sondern 
noch  etwas  Über  die  letzte  Curve  hinausragen.  In  diesem  Fall 
wird  man,  wenn  die  Kuppe  abgerundet  ist  oder  eine  Keilfonn  hat, 
den  Flächeninhalt  der  letzten  Curve  mit  */,  der  Qberragenden 
Höhe,  dagegen  mit  '/g  derselben  multipliciren ,  wenn  die  Kuppe 
mehr  kegelförmig  gebildet  ist.  Ueberhaupt  wird  man  dann,  je 
nach  der  Aehnlichkeit  der  Kuppe  mit  der  einen  oder  andern  Form, 
dieseo  Coefficienten  zwischen  0,33  und  0,5  wählen.  Ist  sie  aber 
durch  ein  Plateau  begrenzt,  das  nicht  ganz  parallel  zu  den  Hori- 
zontalcarren läuft,  so  wird  man  die  verticsle  Hßhe  des  Schwer- 
punktes des  Plateaus  tlber  der  Ebene  der  Curve  mit  der  Mittel- 
fläcbe  dieser  und  der  HorizontalprojectioD  des  Plateaus  multi- 
pliciren. 

Das  bequemste,  am  nicht  zu  sagen  einzige  praktische  Mittel 
den  Flächeninhalt,  den  die  Curven  einschliessen ,  zu  berechnen, 
besteht  darin,  sie  mit  dem  Planimeter  zu  umfohren.  Sind,  wie  es 
sein  sollte,  die  verticalen  Abstände  der  Horizontftleurven  alle  gleich 
gross,  so  hat  man  einfach  die  um  das  Mittel  der  obersten  und 
untersten  Endfläche  verminderte  Flächensumme  aller  Curven  mit 
k  zu  multipliciren ,  um  den  ganzen  Cubikinhalt  zwischen  diesen 
Endflächen  zu  erhalten.  Eine  allenfollsige  Kuppe  über  oder  mter 
einer  der  Endflächen  wäre  natHrlicb  hier  noch  nicht  mit  inbegriffen, 
und  wäre  besonders  zn  addiren. 


^.  BeBtimmniig  des  CDbifemhaltes  aas  cotirten  Plänen. 

Der  Cubikinhalt  von  Ktlrpern  keiner  sehr  grossen  und  keiner 
bestimmten  Längen-Ausdehnung,  bei  denen  es  also  nicht  derMtlhe 
werth  ist,  besonders  Horizontalcurven  aufzunehmen,  wird  wohl 
am  zweckmässigsten  aus  einem  cotirten  Plan  bestimmt.  Es  wer- 
den so  viele  Punkte  aufgenommen  und  nivellirt,  dass  man  die 
Dreiecke,  die  sie  einschliessen,  wenn  sie  durch  gerade  Linien  mit 
einander  Terbuoden  werden,  als  eben  betrachten  kann.  Denkt 
man  sich  dann  alle  diese  Dreiecke  als  Endflächen  von  Prismen, 
welche  die  horizontale  Projeetion  des  Dreiecks  zur  Basis  haben, 
und   mnltipiicirt  man  den  Inhalt  dieser  Basis  mit  dem  </i  der 
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CotenBumme  ihrer  drei  Ecken,  so  erhält  maa  den  Cubikinhalt  des 
durch  dieses  Dreieck  projicirten  Theiles  des  Körpers,  wenn  als 
GotenhorizoDt  eine  Begrenzun^fläche  des  Körpers  angenommea 
worden  war;  war  letzteres  jedoch  nicht  möglich,  so  ist  ron  dieBem 
Inhalt  noeh  der  des  Raumes  zwischen  dem  Cotenhorizont  und  der 
zweiten  Begrenzungsfläche  des  Körpers  abzuziehen. 

Wäre  z.  B.  der  in  Fig.  94  dargestellt«  Inhalt  einer  aasgeho- 

.    Elg.  94. 


henen  Fallgrube  zu  bestimmen,  deren  ursprüngliche  Qelände- 
umriese  durch  punktirte  Linien  angedeutet  sind,  so  hätte  man 
3  =  Ji/,  (A,  +  A,  +  AO  '^-  -5'/.  (A'i  +  A's  +  A'3)  Fi^ 
wo  F  die  Flächeninhalte  der  unteru  dreiseitigen  Begrenzungs- 
HächeD  nach  ausgehobener  Erde,  und  Fy  die  der  obem  ursprüng- 
lichen Flächen  bezeichnet,  h  und  h'  sind  die  auf  einen  Über  dem 
Gelände  liegenden  Horizont  bezogenen  Goten. 

Genau  auf  die  eben  hier  angedeutete  Weise  mtlsste  auch  ver- 
fahren werden,  wenn  der  Cubikinhalt  eines  Körpers  aus  seiner 
orthogonalen  Frojection  zu  bestimmen  wäre. 


33.  Das  HassenniTellement. 

Unter  Masaennlvellement  verstehen  wir  Jene  graphische  Dar- 
stellung der  auf  einer  Bahnstrecke  (Körper  von  vorwiegender 
Längenausdehnung)  vorkommenden  Auf-  und  Abtragsmassen,  aus 
der  ani  deutlichsten  die  Verwendungsart    dieser  Massen,   die 
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LäDgeo  und  Grenzen  der  verachiedenen  TraoBportsektionea  er- 
sehen ,  aus  der  sogar  die  l'ransportkoBten  graphisch  bestimmt 
werden  können,  wenn  das  Massennivellement  in  hinlänglich 
grossem  Maassstab  aufgetragen  wurde;  und  aus  der  am  leicLlc3ten 
idle  jene  bei  Anordnung  der  Erd-lYansport«  zu  beobachtenden 
Gesetze  und  Regeln  abgeleitet  werden  können.  Das  Massen- 
nivellement  wurde  von  dem  leider  zu  früh  (1847)  verstorbenen 
bayrischen  äektionsingenieur  Brückner  aus  Neustadt  an  der  Hardt 
ersonnen,  und  wurde  auf  den  bayerischeu  Staatseiaenbahoen  als 
nothwendige  Beilage  aller  Massenberechnungen  betrachtet,  um 
deren  specielle  Verwendung  anschaulich  zu  machen. 

Das  Massennivellement  unterscheidet  sieb  vom  gewöhnlichen 
l4lngenprofil  dadurch,  dass  statt  der  Coten  des  Geländes  die  alge- 
braische Summe  aller  bis  zum  treffendeu  Profil  vorkommenden 
Auf-  und  Abtragsmassen,  die  beide  mit  entgegengesetzten  Zeichen 
in  Addition  zu  bringen  sind,  aufgetragen  werden.  Diese  Summen 
sind  also  nichts  anderes  als  die  Zahlen  der  in  vielen  Maseen- 
berechnungen  eingeftlhrten  Abgleichungscolonne,  in  der  die  Diffe- 
renz der  AbgleichuDgszahlen  zweier  beliebigen  nicht  aufeinander 
folgenden  Profile  unmittelbar  den  zwischen  ihnen  vorkommenden 
Ueberschuss  an  Auf-  oder  Abtrag  giebt. 

Ohne  uns  weiter  in  die  Bildung  dieser  Zahlen  einzulassen, 
wollen  wir  hier  sogleich  das  auf  Taf.  6^  uuter  dem  eigentlichen 
Nivellemeut  Taf.  6,  aufgetragene  Massenuivellement  erklären.  In 
demselben  wurden  die  Aufträge  aufwärts,  die  Abträge  abwärts 
aufgetragen;  bei  der  eisten  Verticalen  von  0  aus  beginnend, 
wurde  also  der  zweite  Punkt  des  Massennivellemcnts  in  der  Verti- 
calen m»  80  aufgetragen ,  dass  seine  verticale  Höhe  über  0,  also 
ffl  in  irgend  einen  Maassstab  die  Auftragsmaaae  vor  III*  darstellt 
Ebenso  sind  die  Höhendifferenzen  1  2  und  2B  gleich  den  Auftrags- 
massen  zwischen  UI'  und  ^,  und  zwischen  *"  und  ",  die' ganze  Ver- 
ticale 0|  B  ist  also  gleich  dem  ganzen  Auftrag  bis  IIP. 

Bei  lU*  beginnt  der  Abtrag,  er  wird  als  negative  Zahl  in 
Addition  gebracht,  die  Zahlen  der  Abgleichungstabelle,  d.  h.  die 
Coten  des  Massennivellements  nehmen  ab,  und  die  Massen  des 
Abtrags  nach  111°  muss  man  sieh  von  B  aus  abwärts  aufgetragen 
denken,  und  so  fort. 

Eine  unmittelbare  Folge  dieser  Anordnung  ist : 
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1)  Die  ^brochene  Linie,  welche  die  eiazelnea  Paukte  desMasBeD- 
DiTellements  mit  einander  verbindet,  ist  aufsteigend  im  Auf- 
trag, abfallend  im  Abtrag;  im  vorliegenden  MaasenniTellemeut 
wurden  erstere  ausgezogen,  letztere  punktirt. 

2)  Die  Ueber^nge  von  Auf-  in  Abtrag  sind  Maxima  der  Berge, 
die  von  Ab-  in  Auftrag  Minima  der  Thäler  in  dieser  Linie. 

3)  Der  Linienzug  des  Hassennivellements  ist  desto  steiler,  je 
grßBBer  der  Anf-  oder  Abtrag  zwischen  zwei  aufeinander- 
folgenden Profilen  ist,  also  je  gfSsser  das  Querprofil  der  Bahn 
ist;  Überhaupt 

4)  ist  die  trigODometrische  Tangente  des  Winkels,  weichender 
Zug  des  Massennivelleroents  mit  der  Horizontalen  bildet,  dem 
Querprofil  der  Bahn  proportional.  Sie  ist  also  positiv,  auf- 
wärts gerichtet,  im  Auftrag,  negativ,  abwärts  gerichtet,  im  Ab- 
trag, sie  ist  o°0  bei  demUebergang  von  einem  in  den  Andern, 
und  zwar  bezeichnet  sie  dann  ein  Maximum,  wenn  sie  in  Ab- 
trag übergeht,  negativ  wird;  ein  Minimum,  wenn  sie  in  Auftrag 
übergeht,  positiv  wird. 

5)  Bei  constantem  Querprofil  des  Auf-  oder  Abtrags  bildet  die 
Linie  des  MasBennivellements  eine  gerade  Linie. 

ti)  Im  Allgemeinen  werden  also  gewßhnlich  anfangs  zu-  dann  ab- 
nehmende Auf-  oder  Abträge  die  Form  eines  'j}  haben. 
Aus  dem  eben  Gesagten  geht  hervor,  dass  ein  solches  Massen- 
nivellement  einen  beseem  Ueberblick  der  Auf-  und  Abtragsver- 
hältniase  als  das  Längenprofil  selbst  giebt ,  weil  die  zu  bewegen- 
den Massen ,  die  nicht  einmal  den  Auf-  und  Abtragsfiächen  des- 
selben pioportionai  sind,  hier  als  verticale  Abstände,  als  lineare 
Grßseen  ins  Auge  fallen,  allein  der  grösste  Vorzug  desselben  be- 
steht darin ,  dass : 

7)  Zwischen  allen  Profilen,  deren  Endpunkte  auf  einer  Horizon- 
talen liegen,  Ausgleiehung  des  Auf-  und  Abtrags  statt- 
findet; dass 
9)  Der  Flächeninhalt  der  Berge  und  Thäler  Ober  und  unter  dieser 
Horizontalen  dem  variabelu ,  von  der  Entfernung  abhängigen 
Theil  der  Transportkosten  proportional  ist,  und  dass 
9)  Diese  Berge  und  Thäler  die  einzelnen  Transportsektionen  be- 
zeichnen, und  zwar  die  über  der  horizontalen  Abgleichungs- 
linie  liegenden  Berge  die  Sektiouen  in  denen  rückwärts,  und 
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die  unter  derselben  liegeadeo  Thäler  dieSektioneD,  in  denen 

vorwärts  transportirt  wird. 
Da  die  Ordinalen  durch  Addition  der  Auf-  und  Abtrags- 
masaen  gebildet  werden,  so  ist  es  ad  7)  klar,  dass  wenn  die  Ordi- 
nate des  Endpunktes  einee  beliebigen  Stuckes  des  Massennivelle- 
ments gerade  so  gross  wie  die  des  Anfangspunktes  ist,  zur  erstem 
ebensoviel  Auf-  als  Abtrag  addirt  werden  niusste,  dass  beide  sieb 
(lemoach  innerhalb  dieser  Profile  ausgleichen,  und  dass  eine  oder 
mehrere  ganze  Transportsektionen  zwischen  denselben  gebildet 
werden  können. 

Nimmt  man ,  wie  gewöhnlich  hei  Anfertigung  der  Tabellen 
für  Transportkosten ,  an ,  es  bestehe  der  Preis  für  den  Transport 
der  Cubikeinheit  auf  eine  variable  Entfernung  aus  einer  Gonstan- 
ten  mehr  einer  einfach  dieser  Entfernung  proportionalen  Variabeln, 
so  wird  das  sub  8}  Gesagte  für  diesen  variabeln  Theil  der  Trans- 
portkosten gelten ,  wobei  mau  sich  den  constanten  Theil  einfach 
den  Füiderungskosten  zugeschlagen  denken  kann.  Es  sind  näm- 
lich dann  die  Transportkosten  des  Massenelementes  ^  M  (Taf.  Gj) 
z.  B.  das  in  der  Transportsektion  III  von  III*  aus  rückwärts  zu 
transportiren  ist,  bis  zum  Uebergang  von  Auftrag  in  Abtrag  dem 
Product  e  A  M  oder  dem  in  Sektion  III  sehrafßrten  Ftächenelement 
proportional.  Die  Gesammttransportkosten  des  in  der  III.  Sektion 
zu  transportirenden  Abtrags  M  bis  zum  Uebergang  von  Ab-  in 
Auftrag  sind  SeAM  oder  der  Fläche  j4BD  proportional.  Auf 
dieselbe  Weise  wird  bewiesen,  dass  die  Transportkosten  derselben 
Erdmasse  M  vom  Uebergang  von  Auf-  in  Abtrag  an  bis  zu  den 
Orten,  den  diese  Massen  im  Auftrag  einzunehmen  haben,  der 
Fläche  BCD  proportional  sind.  Die  Gesammtkosten  sind  also  dem 
Flächeninhalt  ^BC  proportional. 

Da  bei  diesem  Beweis  die  gegenseitige  Lage  der  Auf-  und 
Abtragseiemeute  gar  nicht  in  Betracht  kam,  so  ist  es  bezüglich 
der  Kosten  ganz  einerlei,  wohin  die  einzelnen  Abtragaelemente 
im  Auftrag  transportirt  werden,  vorausgesetzt  nur,  dass  bei  diesem 
Transport  die  Grenzen  der  Sektion  nicht  überschritten,  nicht  rück- 
wärts, dagegen  parallel  oder  doch  annähernd  parallel  zurBahnaxe 
transportirt  werde. 

Nur  nebenbei  wollen  wir  hier  bemerken,  dass  die  Fläche 
j^BÜ  oder  die  2eA^JU  dem  statischen  Moment  der  Masse  in  Be- 
zug auf  den  Uebergang  von  Auf-  in  Abtrag,  also  dem  Product 


D.gitizecbyG00glc 


146  if^  grapbiBcbe  Bechnea. 

der  Abtragamaase  M  mit  der  Entfernuag  ihres  Schwerpunktes  von 
diesem  Uebergang  proportional  ist,  weil  SeAlU  der  Ansdruek 
dieses  statiBchen  HomenteB  i^t 

Da  dasselbe  auch  bezüglich  des  Transportes  derselben  Masse 
vom  Uebergang  an  zum  Ort  des  Auftrages  gilt,  so  sind  die  totalen 
Transportkosten  einer  beliebigen  Erdmasse ,  dem  Product  dieser 
Masse  mit  der  Entfernung  ihrer  Schwei'punkte  im  Ab-  und  Auftrag 
proportional,  wie  es  seiner  Zeit  schon  Gauthey  bewiesen  hat 

Ein  Blick  auf  Taf.  6,  und  6^  genügt,  um  die  Richtigkeit  des 
sub  9)  Gesagten  einzusehen.  Da  immer  vom  Abtrag  der  abwärts 
laufenden  punktirten,  zum  Auftrag  der  aufsteigenden,  ausgezo- 
genen Linie  forttransportirt  werden  muss,  und  jene  nothwendiger- 
weise  vor  jedem  Tbal  und  hinter  jedem  Berg  liegt,  so  folgt, 
dass  Berge  Sektionen  bezeichnen,  in  denen  rückwärts,  und  Thäler 
solche,  in  welchen  vorwärts  transportirt  wird. 

Alles  bisher  Gesagte  ist  eine  unmittelbare  Folge  dessen,  dass 
die  Zahlen  der  Abgleichnngscolonnen  aufgetragen  werden.  Will- 
kürlich aber  ist  die  Art  und  Weise ,  wie  die  seitwärts  liegenden 
Fullgruben  und  Ablagerungspiätze  aufgetragen  werden  können. 
Auf  Taf.  6i  sind  sie  auf  die  folgende  Weise  dargestellt 

Es  sei  (Taf.6j)  die  Ansicht  der  Bahn  von  oben  und  die  schraf- 
firte  Fläche  in  derselben  die  FUllgrube.  Dann  tragen  wir  von 
jedem  Punkt  Caus  auf  einer  Horizontalen  die  Entfernung  C£=C,£',. 
(Taf.  6a  s)  dieses  Punktes  von  der  Füllgrube,  mit  Berücksichtigung 
des  Transportsinnes  auf.  Die  Entfernung  eines  auf  der  andern 
Seite  der  FuUgrube  liegenden  Punktes  (LL,)  wird  also  in  ent- 
gegengesetztem Sinn  80  aufgetragen,  dass  LM  =  LiJ^Ki  ist, 
wobei  vorausgesetzt  wird,  dass,  wie  es  manchmal  der  Fall  ist,  alle 
Transportwagen  nur  über  einen  bestimmten  Punkt  J,  weg  von  der 
Füllgrube  zur  Bahn  gelangen  können ;  in  diesem  Fall  wird  dann 
der  Ort  aller  Endpunkte  dieser  Entfernungen  eine  Verticale  Mfi 
sein,  weit  die  Entfernung  der  Punkte  der  Bahn  genau  mit  der 
Länge  der  Bahnstrecken  wächst.  Längs  der  FüUgruhe  zwischen 
{JF,  J,  Ff)  ist  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  der  Bahn  von 
der  Füllgmhe  gleich  gross,  also  JA"  = /"C  — /,  Ä",  =  F,  £, ; 
nimmt  man  endlich  die  Mitte  der  FUllgrube  H  als  den  Ort  an ,  wo 
die  Transportrichtung  wechselt,  so  erhält  man  als  Ort  aller  Ent- 
fernungen der  FUllgrube  die  gebrochene  Linie  EGHKM.  Man 
sieht  hiemach ,  dass  die  von  der  FtlUgrube  bediente  Bahnstrecke 
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io  zwei  Sektionen  I  und  II  (Taf.  61)  KerfSlIt,  in  deren  letztern  II 
TorwärtB  und  in  deren  erstem  I  rückwärts  transportirt  wird.  Die 
Transportkosten  in  der  erstero  sind  dem  Flächeninhalt  EGHCE, 
und  die  der  zweiten  dem  Fl&ehentnhalt  MKHLU  proportional. 
Auch  sieht  man ,  dasfl  die  an  die  Abgleiehungslinie  CP  stossende 
Aktion  n  dieser  gegenüber  sich  gerade  wie  ein  Thal,  in  dem  vor- 
wärts transportirt  wird,  verbJllt. 

Genau  auf  dieselbe  Weise,  wie  hier  angedeutet,  wurden  auch 
die  beiden  Ablageningspl&tze,  welche  die  letzten  Sektionen  VIII, 
IX,  X  und  XI  umfassen,  anfgetragen  und  Alles  hier  von  den  FUll- 
gruben  Gesagte  gilt  auch  von  den  Ablagerungsplätzen. 

Zwischen  zwei  Füllgruhen  oder  Ablagerungsplätzen  ist  durch 
das  HassenniTellement  allein  die  Eintbeiiung  der  Transport- 
sektionen  durchaus  noch  nicht  bestimmt,  and  es  hädgt  z.  B.  ganz 
von  unserm  Belieben  ab,  durch  HinaufrUcken  der  Abgleiehungs- 
linie CP  mehr  aus  der  FUlIgmbe  Sektion  II  zu  entnehmen ,  mehr 
auf  dem  Ahlagerungsplatz  Sektion  Vni  abzulagern,  und  gleich- 
zeitig alle  Thal-Sektionen ,  in  denen  vorwftrta  transportirt  wird, 
zu  TergrSssem,  und  alle  Berg-Sektionen,  in  denen  rflckwlbistrans- 
portirt  wird,  zu  verkleinem,  oder  auch  das  Umgekehrte  durch 
HinabrOcken  der  Abgleiehungslinie  zu  thun. 

Da  frttgt  es  sich  nnn,  wie  müssen  die  IVansportseklionen  ein- 
gerichtet werden,  damit  die  Transportkosten  ein  Minimum  werden, 
oder  was  ganz  dasselbe  ist,  wie  muss  die  Abgleiehungslinie  CP 
gele^  werden,  damit  die  Summe  der  FlXcheninhalte  der  von  dieser 
Linie  abgeschnittenen  Berge  und  Thäler  ein  Minimum  werde. 

Untersncben  wir  die  Aenderung,  die  wir  durch  ein  00  kl. 
Hioaufrüeken  der  Abgleiehungslinie  CP  um  A  A  (Taf.  61)  an  der 
Summe  der  durch  diese  Inhalte  dargestellten  Transportkosten  be- 
wirken. Ist  die  Basis  eines  Bogens  =  b  und  der  variable  Theil 
der  Transportkosten  der  Masseneinbeit  auf  die  Utngeneinheit  für 
diesen  Berg  =  A,  so  wird  die  durch  das  HinaufrUcken  bewirkte 
KoBteominderung  für  diesen  Berg  dem  Product  bk^h  proportional 
sein  und  die  Hinderang  ßlr  alle  Berge  •»  ^kSsbk,  weil  wir  das 
für  alle  Berge  gleiche  AA  als  Faktor  herausnehmen  können. 
WUirend  die  Transportkosten  für  die  Berge  sich  mindern,  mehren 
sich  die  fSr  die  Thftler  und  zwar  um  die  ganz  auf  die  gleiche  Weise 
gebildete  Sninme  ^hSrbk.  Die  totale  Kostenminderung  ist 
daher  nur: 
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Soll  DQD  durch  ein  unendlich  kleioea  Uiuaufrllcken  der  Ab- 
gleichnngslinie  um  A/i  keine  weitere  Eostenminderung  mehr  1)e> 
wirkt  werden  kOnnen,  so  mos»  diese  Minderung,  d.  h.  die  GröBse 
unter  der  Klammer  gleich  0  Bein.  Es  rouss  also  die  Summe  der 
mit  denjeweiligen Transportkosten  multiplicirtenBergbaseii gleich 
der  Rumme  der  mit  den  entsprechenden  Kosten  muMplicirten 
TfaallängeD  sein.  Uebereetzen  wir  diesen  Satz  in  die  Sprache  der 
Wirklicbkeil^  so  gelangen  wir  zu  der  wichtigen  Regel : 

Die  Transportsektionen  eines  ans  mehrenSek* 
tionen  bestehend  enErdbauea  sollen  so  an  geordnet 
werden,  daas  die  Summe  der  mit  den  jeweiligen 
Kosten  mnltiplicirten  Längen  aller  Sektionen,  in 
denen  vorwärts  tr an sportirt  wird,  gleich  der  ebenso 
gebildetenSumme  für  alleSek tionen,  in  denen  rück- 
wärts transportirt  wird,  sei. 

Bei  Bildung  dieser  Summen  messen  natürlich  die  langen  der 
äuBsereteD  FUllgruben  -  und  Ablagerungasektionen  (wie  die  Fig, 
Taf.  61  zeigt)  mit  inbegriffen  sein. 

Herr  Prof.  Eikemeyer  hat  in  seinem  „MassenDiTellemeDt" 
diesen  Satz  weiter  entwickelt  für  den  Fall ,  dass  die  Transport- 
kosten der  Quadratwurzel  der  Transportlänge  proportional  seien ; 
da  dies  jedoch  nur  fUr  die  kleinsten  Transportlängen  der  FaU 
ist,  und  bei  grösseren  Transporten  diese  Kosten  viel  mehr  Ton  den 
zu  transportirenden  Massen ,  die  durchaus  nicht  ausser  Acht  ge- 
lassen werden  dürfen,  abhängen,  so  wollen  wir  in  dieser  Btchtung 
nicht  weiter  gehen,  sondern  voraussetseu,  es  weiden  die  Kosten 
pro  Längeneinheit  speciell  ftlr  jede  einzelne  Transportsektion,  mit 
Berücksichtigung  der  Sektions- (BahnO  Länge  und  der  zu  trans- 
portirenden Massen  ermittelt  Wir  reduciren  dann  graphisch  alle 
Soktion»Iängen  auf  den  hüchsten  Transportpreis,  indem  wir  voo 
dem  Endpunkt  des  auf  einer  Horizontalen  in  irgend  einem  Maass- 
Stab  aufgetragenen  grüssten  Preises  Kreise  mit  den  kleinem  Prei- 
sen an  diese  vom  andern  Endpunkt  des  grüssten  Preises  Tan- 
genten ziehen,  nud  dadurch  die  zur  Keduction  dienenden  Sinus- 
verhältnisse erhalten.  Die  hier  reducirten  Bergeslängen  werden 
im  positiven  die  Thallängen  im  negativen  Sinne  aneinander  ge- 
reiht. Das  ßesultat  soll  für  die  zweckiuässigate  Abgleichungalinie 
=  0  sein ,  ist  das  für  eine  zuerst  angenommene  nicht  der  Fall ,   so 
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kann  mittelst  einer  Fehlerourre ,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden, 
die  Abgleichaugsliaie,  fOr  die  diese  Summe  <^  0  ist,  leiebt  gefun- 
den werden. 

Es  ist  das  auf  Taf.  6^  unter  der  Voraussetzang  geschehen, 
dass  die  Transportkosten  für  alle  Sektionen  gleich  gross  seien. 
Zur  Ermittlung  der  zweckmäßigsten  Lage  von  CP  ist  dann  die 
Reduction  Uberfltlssig;  durch  regelmässiges  Umschlagen  des  Zir- 
kels auf  dieser  Linie  erhält  man  sehr  bald  die  Differenz  zwischen 
den  Bergbasen  und  Thalbreiten ;  findet  man  z.  B.  fUr  eine  durch 
P,  gehende  Abgleichungelinie  die  Tbalbreiton  grösser  als  die 
Bergbasen,  so  trage  man  diesen  Ueberscbuss  aufderAb^eichungs- 
linie  selbst  in  beliebiger  Richtung,  z.B.  nach  P,Q,  auf;  findet  man 
dann  fUr  eine  durch  P„  gehende  Abgleichungslinie  die  Bergbasen 
grosser,  80  trage  man  diesen  Ueberechusa  P„Q,  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  auf;  verbindet  man  schliesslich  Q,  und  Q, 
durch  eine  Fehlerlinie,  so  schneidet  diese  in  P  die  richtige  Lage 
der  Abgleichungslinie  CP  ab.  Diese  Linie  Q,  Q„  wird  im  vorlie- 
genden Falle  eine  Gerade  sein ,  weil  keine  Brechnngspnnkte  des 
Zuges  des  Massennivellements  zwischen  die  durch  P,  und  P,  ge- 
führten Horizontalen  fallen.  Im  Allgemeinen  aber  wird  diMe 
Linie  eine  Curve  sein ,  die  wir  mit  dem  Namen  Feblercnrve 
bezeichnen  wollen. 

Dieses  Verfahren,  das  ganz  der  ariäimetisehen  Regula  falsi 
entgpriobt,  werden  wir  noch  Öfters  anzuwenden  Gelegenheit 
haben.  Es  besteht  also  im  Allgemeinen  darin,  die  Fehler  -^P,Q,t 
—  Pg  Q,  ,  die  bei  gewissen  Annahmen  gemacht  werden ,  mit  Be- 
ritcksichtigung  ihres  Sinnes,  in  irgend  einer  Richtung,  in  irgend 
einem  Maassstab,  von  irgend  einer  Abscissenaxe  P,  P,  aus  so.  auf- 
zutragen, dass  djie  Absciesen  in  irgend  einer  Beziehung  zu  den  ge- 
machten Annahmen  stehen,  (hier  bestimmt  der  Fuss  der  Ordinate 
P,P,  selbst  die  Lage  der  Abgleichungslinie),  dann  bestimmt  die 
Fehlercurve,  die  man  erhält,  wenn  die  Endpunkte  aller  dieser 
Fehlerordinaten  mit  einander  verbunden  werden,  durch  ihren 
Schnitt  P  mit  der  Abscissenaxe  die  Annahme,  die  den  Fehler  0 
giebt;  im  vorliegenden  Fall  gebt  die  Abgleichungslinie  selbst 
durch  diesen  Punkt  P. 

Durch  die  zweckmässigate  Lage  der  Abgleichungslinie  ist 
also  diejenige  Länge  aller  Transporlsektionen  bestimmt,  welche 
die  Transportkosten  zum  Minimum  macht. 
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Früher  wurde  auf  den  bayerischeo  Balmeo  du  Hassenprofil 
nur  2u  dieser  graphischen  BestimmuDg  der  Transportsektionen 
benutzt,  in  der  letzten  Zeit  aber  wurde  es  auch  auf  des  schwei- 
zerischen Bahnen  zur  ErinittluDg  der  Transportkosten  selbst, 
durch  Umfahren  der  Berge  und  Tb&ler  mit  dem  Planimeter,  ge- 
braucht 

Häufig  wird  behauptet,  die  Genauigkeit  mit  der  Kosten  auf 
diese  Weise  ermittelt  werden  kOnnen  sei  nicht  gross  genug,  um 
bei  Anfertigung  der  Anschläge  gebraucht  werden  zu  können.  Um 
einen  Begriff  von  dieser  Genauigkeit  zu  erhalten,  nehme  man  an, 
es  sei  fUr  die  Lttogen  der  Haassalab  von  1  :  2000  tel  und  ftlr  die 
Hassen  der  von  l  Millimeter  gleich  lOOOCubikmeter  gewählt  wor- 
den, wobei  ein  sehr  grosser  Abtrag  von  150000  cm.  einen  Berg 
von  15  ctm.  Höhe  geben  würde.  Da  die  Ordinatenlängen  das 
Resultat  einer  recbnerisohen  Abgteiohnng  sind,  so  können  sie 
mathematisch  genau  aufgetragen  werden,  und  es  kommt  nur  der 
Fehler  in  Betracht,  dea  das  Plauimeter  macht  Nehmen  wir  ferner 
an,  es  werde  auf  eine  Fläche  von  etwa  250  Octm.  '/t  Qctm.  ge- 
fehlt; so  ist  dieser  Fehler  '/itot^l  der  Kosten  dieses  Abtrages  und 
stellt  den  Transport  von  10000  cm.  auf  10  oi.  ULuge,  oder  von 
200  cm.  auf  eine  Durcbschnittslänge  von  500  m.  dar.  Bei  einem 
so  grossen  Erdtransport  kann  diese  ArbeitsmengB  gewiss  nicht 
mehr  in  Betracht  kommen.  Die  Preise  fllr  die  Erdarbeilen 
können  überhaupt  nicht  auf  eine  Genauigkeit  von  '/mo*^'  ^^' 
Spruch  machen. 

Kommen  verschiedene  Transportarten  vor,  so  versteht  es  sich, 
das«  jede  einen  Transport  darstellende  Fläche  besonders  umfahren 
werden  muss ,  um  mit  dem  entsprechenden  Preis  multi^^cirt  zu 
werden. 


34.  Die  graphische  MasBenbereehnimg. 

Wir  schliessen  dieeeu  Abschnitt,  indem  wir  als  Anwendung 
des  Bisherigfio  zeigen ,  wie  alle  bei  einem  Erdbau  vorkommen- 
den Rechnungen  graphisch  ausgeftlhrt  werden  können ;  wir  hfüien 
hierzu  nur  (Taf.  6)  eioe  Zuasqmeßstellimg  von  Operationen, 
die  alle  schon  einzeln  behandelt  worden  sind,  kurz  zu  er- 
kUren. 
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Taf.  61  stellt  eiD  Längenprofil  vor.  Wären  die  eiDselneo 
Querprofile  gegeben,  so  könnte  man  noch  diese  einzelnen 
Querprofile  mittelst  der  Flächentafel  (Taf.  4)  auf  die  Basis  von 
10  Ctm.  verwandeln.  Der  Einfachheit  wegen  haben  wir  voraus- 
gesetzt, das  Querprofil  habe  die  einfoche  Form  ABC  (Taf.  64)  im 
Aaf-  und  AfBiC  im  Abtrag.  Auf  die  Doppel  •  Basis  Oü  —  tb 
verwandelnd,  erhält  man  dann  (laut  Nr.  19  H.if8)  die  Parabel  00,0. 
zur  Verhandlungficurve,  und  0,X,  und  0,X„  als  Absciseenaxen 
^  den  Auf-  und  Abtrag,  wo  jeder  Profilhohe  oder  Tiefe  die  Or- 
dinate if  der  Parabel  als  Flächeninhalt  so  entspricht,  dass  der- 
selbe =  by  ist. 

Werden  alle  diese  y  im  LäDgenprofil  (Taf.  6t)  vom  Bahn- 
niveau  ans  je  auf  dem  entsprechenden  Profil  anfgetragen,  so  erhält 

man  das te  Profil.  Der  Flächeninhalt  zwischen  je  zwei 

aufeinanderfolgenden  Ordinalen  desselben  ist  gleich  der  mittlem 
Ordinate,  multiplicirt  mit  der  Entfernung  der  Profile,  oder,  weil  die 
mittlere  Ordinate  auch  der  mittlem  Quersctanittsfiäche  proportional 
ist,  dem  Cubikiohalt  der  Masse  zwischen  den  Profilen  proportional, 
den  man  selbst  erhält,  wenn  dieser  Flächeninhalt  mit  b  multipli- 
cirt wird.  Will  man  bei  dieser  Redoction  den  Fehler  berücksich- 
tigen, den  man  bei  Multiplication  der  mittleren  Fläche  mit  der 
Entfernung  begebt,  so  kann  das  Fehlerdreieck  von  den  zwei  auf- 
einanderfolgenden Ordinalen  abgezogen  werden. 

Verwandelt  man  alte  diese  Flächen  in  Dreiecke  der  constanten 
llöhe  h,  so  sind  die  Bases  den  Hassen  proportional ,  z.  B.  bei  dem 
Abtrag  nach  V^,  die  I^ge  0.  1,  1  3,  3  3  etc.  den  Abträgen  zwi- 
schen V'*  —  •;  • — VI';  '  —  *  etc.  so  proportional,  dass  man  diese 
Abträge  durch  Multiplication  der  entsprechenden  Linien  mit  der 
constanten  Fläche  bh  erhält.  Wegen  der  Grüsse  des  letzten  Ab- 
trags wurde  dieser  auf  die  Höhe  2A  verwandelt,  dafUr  mDssen 
aber  auch  dessen  Basen  dann  überall  doppelt  gerechnet  werden. 
Greift  man  die  Totallänge  0„  g  mit  einem  Maassstab  ab ,  dessen 
Eintbeilungen  mit  b  h  mal  dem  Preis  der  Forderungskosten  mehr 
dem  Preis  der  constanten  Transportkosten  bezeichnet  sind,  so 
erhält  man  anmittelbar  diesen  Theil  der  Kosten  für  den  Abtrag 
nach  V.  Dass  man  mit  gehöriger  Ausscheidung  hierbei  auch  noch 
verschiedene  Erd-  und  Transportarten,  d.  h.  verschiedene  FOr- 
derungs-  und  Transportkosten  berllcksicbtigen  kann,  braucht  wohl 
nicht  erst  auseinandergesetzt  zu  werden. 
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Dieselben  Längen  auf  der  Verticalen  (V^  in  Taf.  6ä)  aufge- 
tragen, geben  im  MaBBennivellement  die  Höhendifferenzen  der 
einzelaeo  Profilpunktc ,  und  die  Flächen  desselben,  den  variablen 
Theil  der  Transportkosten,  den  man  durch  Umfahren  mit  dem 
Flanimeter  und  durch  Multiplication  der  erhaltenen  Fläche  mit 
bkmal  dem  Preis  dieser  Kosten  ermitteln  kann. 


35.  ZnBammenhang  der  Linien  mit  Flächen,  Körpern, 
Momenten. 

Wir  haben  an  diesem  Beispiel  gezeigt,  wie  nach  Verwandlung 
der  Flächen  auf  eine  bestimmte  Basis  die  Flächen  gewissen  Linien 
proportional  sind,  die  mit  andernLinien  verbunden  werden  kßnnen 
und  Flächen  geben,  die  Körpern  proportional  sind ;  wie  dann  die 
letztem  Flächen  wiederum  auf  eine  Basis  reducirt  werden  können 
und  Linien  geben,  die  Körpern  proportional  sind;  und  die,  mit 
andern  Linien  zusammengesetzt,  Flächen  geben,  die  statischen 
Momeoten  oder  Produeten  von  Linien  mit  Körpern  proportional 
sind,  deren  enteprecbende  Flächen  wiederum  verwandelt  werden 
könnten  u.  s.  f. 

Also  schon  auf  diese  Weise  könnten  statische  Momente ,  und 
weiter  gehend  auch  Triigbeitsmomente  etc.  graphisch  bestimmt 
werden,  doch  giebt  es  Formen ,  die  sich  hiezu  bässer  eignen  und 
die  wir  in  den  nächsten  AbschnitteD  behandeln  werden. 
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Erstes  Kapitel. 


36.  Kräfte  im  Allgemeinen. 

Herr  Fiot  j4lb,  Mouuon  sfigt  iD  seiaer  „Physik  auf  Grundlage 
der  Erfahrung,  ZUrich  1858.  I.  B.  S.  26  27"  Über  Kräfte; 

„Das  Dasein  und  die  Natur  der  Kr&fte  kennen  wir  nicht 
sndera  als  aus  den  beobachteten  WirkuDgeu,  und  mtlBsen  daher 
in  diesen  die  Merkmale  jener  suchen.  Eine  Kraft  wird  genau  de- 
finirt,  wenn  man  1)  ihren  A  n  g  r  i  f  f  a  p  u  n  k  t  angibt,  das  Kßrper- 
theilchen,  auf  welches  sie  unmittelbar  wirkt;  2)  ihre  Richtung 
oder  die  Linie,  längs  welcher  sie  allein  und  ungestört  wirkend, 
daflselbe  bewegen  würde;  endlich  3)  die  Grösse  oder  Stärke 
derselben,  bezogen  auf  eine  bekannte  Krafteinheit 

Wenn  eine  Kraft  ungestört  und  allein  auf  einen  Körper  wirkt, 
so  offenbart  sie  sich  durch  Mittbdilung  von  Bewegung  oder  £r- 
zengang  einer  gewissen  Bewegungamenge,  Die  erzeugte  Be- 
wegnngsmenge  stellt  dann  die  Stärke  der  bewegenden  Kraft  dar, 
anter  der  Einschtilnkung  jedoch,  dass  die  zu  vergleichenden  Kräfte 
eine  gleiche  Zeit  durch  unverändert  fortgewirkt  haben.  Ver- 
schiedene Kräfte  P,  F  verhalten  sich  dann  wie  die  von  ihnen  er- 
zeugten BewegungBmengen ,  also,  wenn  m  und  m  die  bewegten 
Massen,  g  g'  die  in  der  Zeiteinheit  mitgetheilten  Beachleuni- 
gangen  bezeichnen: 

PiF  ^  mg  im  g; 
und  vai  den  gleichen  Körper  wirkend  wie  g  :  g. 
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Als  Einheit  wird  diejenige  KraftgrÖBse  gelten,  welche  der 
Hasseoeinheit  in  der  Zeiteinheit*)  eine  Beecfaleu- 
nigung  gleich  der  Längeneinheit  mitzutheilen  ver- 
mag. Wird  ein  Körper,  auf  den  eine  Kraft  wirkt,,  durch  Hinder- 
nisse abgehalten  die  Bewegung  anzunehmen ,  so  äussert  sich  die 
Kraft  als  Druck.  Die  Schwere  z.  B.  kann  einerseits  das  Fallen 
des  Steines,  andererseits  den  Druck  hervorbringen,  den  er,  auf  der 
Hand  ruhend,  gegen  dieselbe  ausübt,  und  den  man  seinGewicht 
nennt.  Zur  Messung  aller  drückenden  Kräfte  dient  der  Druck  der 
Gewichtseioheit. 

Die  beiden  Arten ,  die  Stärke  einer  Kraft  anzugeben ,  nach 
Einheiten  der  in  der  Zeiteinheit  mitgetheiltenBe* 
wegungsmenge  und  nach  Gewichtseinheiten,  stehen 
nicht  im  Widerspruch,  denn  das  lehrt  die  Erfahrung,  dass  der 
Druck  zweier  fortwirkenden  Kräfte  stets  den  Bewegungsmengen, 
deren  sie  fähig  sind,  proportional  ist.  Ueberdies  kann  man  jeden 
in  Gewichtseinheiten  angegebenen  Druck  P  als  eine  durch  gleiche 
Gegenwirkung  aufgehobene  Bewegungsmenge  betrachten,  oder  als 
Aequiralent  derjenigen  Bewegungsmenge,  welche  die  Schwere  auf 
die  Masse  jenes  Gewichtes,  eine  Zeiteinheit  durch  fortwirkend, 
erzeugen  könnte.  Bezeichnet  also  m  diese  Masse,  17  die  Beschleu- 
nigung aus  der  Schwere,  so  hätte  man 

und  man  muss,  um  Einklang  in  die  Ausdrucke  zu  bringen,  fUr  die 
eine  bekannte  Masse: 

P 

m  — ■  — 
9 
setzen.  ' 

Da  Kräfte  ungestört  wirkend  nicht  anders  als  durch  hervor- 
gebrachte Bewegungen  sich  aussprechen ,  so  lässt  sieb  auf  Kräfte 
alles  anwenden,  was  frllher  über  Zusammensetzung,  Aufhebung 
und  Zerlegung  mehrerer  Kräfte  gesagt  worden  ist. 

Um  die  Resultirende  (wir  sagen  Mittelkraft)  mehrerer  auf  ein 
gleiches  Tbeilchen  wirkenden  unabhängigen  Kräfte  zu  bestimmen, 
diejenige  Kraft  nämlich,  die  allein  gedacht  eine  glei  che 

')  In  dieaer  CitaHon  haben  wtr  die  Anwendansen  auf  die  verBohiedoncD 
MaassBysteme  nesgelaasen  und  statt  Sekunde,  Qramm  und  Heler  Zi'it-,  Gevriuhl^.- 

nnd  Längeneiobeit  geltet. 
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Wirkung  ausflbt,  stellt  man  die  Kräfte  ihrer  Stärke  propor- 
tional durch -Linien  dar,  und  behandelt  sie  als  gegebene  Bewe- 
gungen. Die  durch  das  Parallelogramm  oder  das  Polygon  ge- 
fundene resnltirende  Bewegimg  wird  der  Ricbtang  und  Grösse 
nach  die  resultirende  Kraft  darstellen." 

Wir  glaubten  nicht  nothwendig  zu  haben ,  das  von  Hm.  Prof. 
Mouison  auf  Seite  22  seineB  Werkes  Über  die  Zueamnieasetzung 
der  Bewegungen  Gesagte  wiederholen  zu  mlissen ;  der  Leser  wird 
sich  das  Fehlende  leicht  selbst  ergänzen  können,  und  sehen,  dass 
diese  Auffassung  der  physikalischen  Eigenschaften  der  Kräfte 
zu  folgendem  Satz  führt: 

Stellt  man  die  Richtung  und  die  Intensität 
(Grösse)  der  Kräfte  durch  die  Richtung  und  Länge 
von  Linien  dar,  so  ist  die  Zusammensetzung  der 
Kräfte  nichts  anderes  als  die  Nr.  1  S.  4  erwähnte 
Addition  der  Linien,  von  der  das  Parallelogramm 
der  Kräfte  nur  ein  Specialfall  ist. 

Indem  wir  an  diese  physikalisch  dynamische  Erklärung  der 
Kräfte  anknüpfen,  bemerken  wir,  dass  eich  die  Statik  nur  mit  den 
von  den  Kräften  erzeugten  Drucken,  Gewichten  und  gar  nicht  mit 
der  von  ihnen  erzeugten  Bewegung  beschäftigt,  welche  letztere 
die  Dynamik  behandelt.  Es  igt  daher  in  der  Statik  ganz  allgemein 
Üblich,  daa  Wort  Kraft  statt  Druck  und  Gewicht  zu  setzen,  trotz- 
dem dass  hierin  eigentlich  eine  Verwechselung  von  Ursache  und 
Wirkung  liegt. 


'   37.  Das  Farallelogramm  der  Kräfte. 

Da  die  Statik  sich  gar  nicht  mit  der  Bewegung  beschäftigt, 
welche  durch  Kräfte  verursacht  werden  künnte,  sondern  letztere 
diese  nur  im  Zustand  des  Gleichgewichts  betrachtet,  so  muss  man 
es  begreiflich  finden,  dass  man  sich  in  allenLebrbUcheruder  reinen 
Statik  bemüht  hat,  die  Dynamik  zu  umgehen  und  einen  Beweis  zu 
finden,  der  von  der  Bewegung  nicht  ausgeht. 

Hit  dem  Gleichgewicht  von  3  Kräften  beginnend,  suchte  man 
den  Beweis  für  das  Parallelogramm  direct  zu  fuhren. 

Diese  Beweise  ohne  Hilfe  der  Dynamik  acheinen  unmöglich 
zu  sein,  denn  sie  enthalten  meistens  die  3  folgenden  Voraus- 
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setzangen;  wenn  3  Kräfte  A,  B,  C,  deren  Azimatbe  a,  ß,Y  sind, 
im  Gleichgewicht  aind: 

1.  So  gehen  alle  3  durch  einen  Punkt  uud  liegen  in  einer 
Ebene,  und  die  Richtung  irgend  einer  derselben ,  z.  B.  y>  ist  eine 


eich  nicht,  wenn  jede  derselben  TerhältniBsmässig  TergrOssert, 
z.  B.  doppelt  genommen  wird. 

2.  Wenn  die  Richtungslinien  vonj4,B,  also  a  und  ^constant 
angenommen  werden,  bo  giebt  es  fUr  jedes  YerhültnisB  -^ 
eine  und  auch  nur  eine,  immer  reelle  Richtung  der  dritten 


Richtung  7  von  ^i  sind  projectivisch. 

3.  Wenn  eine  der  3  KriUte  gleich  0  wird ,  so  sind  die  beiden 
andern  entgegengesetzt  gleich ;  wenn  2  Krilfte  gleich  gross  sind, 
so  halbirt  die  Richtung  der  dritten  den  Winkel ,  den  sie  mit  ein- 
ander bilden,  i}\T  A  =  0,  also  y~ß—  180», 
„    3  =  0,     „     7=«  — 180», 

,    A~B,    „     y  =  l(«-|-,J)_l80«. 

Den  ersten  Satz  sucht  man  bisweilen  dadurch  zu  beweisen, 
daae  man  sagt,  ea  ändere  sich  offenbar  nichts,  wenn  man  A  und  B 
in  verschiedenen  Gewichtseinheiten  ausdrtickt,  mithin  muss  r  eine 


die  Sätze  Nr.  3  als  selbstverständliche  Axiome  stillschweigend  an- 
genommen. Nr.  2  ist  aber  in  der  analytischen  Form  der  meisten 
Beweise  enthalten. 

Werden  aber  diese  Sätze  ala  richtig  angenommen,  so  gelaugt 
man  unmittelbar  auf  die  folgende  Wei»e  zum  Kräftedreieck  (halben 
Parallelogramm),  welches  das  Gleichgewicht  von  den  3  KAflen 
darstellt. 

Danach  Nr.  ZdieRichtungslinieder dritten  Kraft  Cnur  von  dem 
Verhältniss  von  -^  abhängt,  so  kOnneu  wir  die  eine  dieser  bei- 
den Kräfte,  A  z.  B.  constaut  annehmen,  und  nur  die  andere  B 
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variiren,  ohne  deshalb  die  Allgemeinheit  zu  beeintrUchtigeQ.    Am 
Endpunkt  von  A^  Fig.  95,  tragen  wir£  in  Richtung  und  GrOsse  auf. 

Wird  nun  A  —  0  gesetzt,  bo  fällt 
die  Richtongslinie  von  C  mit  der  von  A 
£U8ammen,  und  geht  demnach  durch  den 
entBprechenden  Endpunkt  von  B. 

Wird  ^  =  0  oder  das  VerhaltnisB 

-^^GO  gesetzt,  80  fallt  die  Bicbtungs- 

linie  Ton  C  mit  der  von  B  zusammen, 
und  geht  durch  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  Parallelen  zu  B,  also  wiederum 
durch  den  entsprechenden  Endpunkt 
von  B. 

Macht  man  endlich  B  ■=  A,bo  hal- 
birt  die  Linie  m,   welche   den   Endpunkt  von  B  projicirt,   den 
Winkel  ^ß  ~  ß  ~  a,  und  ßlllt  daher  laut  3  ebenfalls  fUr  dieses 
mit   C  zusammen.     Es  gehen    aho 


A  *=  \  der  iJtnge  B  projectiTisch  ist,  dnrch  die  entsprechenden 
Endpunkte  von  B.  Es  liegt  daher  dieser  StrahlenbUschel  per- 
Bpectivisch  zu  dem  vom  Endpunkt  von  A  aus  aufgetragenen  B, 
und  es  gehen  die  Richtungsünien  aller  C  durch  den  ihnen  ent- 
sprechenden Endpunkt  von  C 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  siehe  Fig.  95 : 
A         ^  B 

Bin  (r  —  Ä       sin  (a  —  y)  * 
Bestimmt  man  auf  dieselbe  Weise  die  Richtuugslinie  von  A 
VHS,  dem  Verhältniss  -^ ,  so  erhält  man  genau   auf  die  gleiche 
Weise : 

B  C 


sin  (a  —  y)       sin  (ß —  a)' 


ilso  ^gemein : 


sin  0-  —  /?)        sin  (o 


sin  (ß  —  a)' 
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ItiQ  Die  Zi]««mmeti8«t)snag  der  Kräfte. 

Drei  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte,  die  im 
Gleichgewicht  sind,  verhalten  sieh  in  RicbtoDg 
und  Grösse  wie  die  Seiten  eines  Dreiecks,  welche 
mit  den  Kräften  parallel  laufen  und  diesen  pro- 
portional sind. 

Analytisch  gelaogt  man  auf  folKcadem  Wege  lu  denscllx^n  ReBUltaten,  wenn 
dasVerhältDisB  -_-  und  der  StrabteabQachel  C  projcctivisch  aelo  sollen,  bo  raüssn 
^  nnd  tg  y  eiaer  GleichnDg  erstea  Grades  genügen.  Die  Gleichung-  miiBg  dab« 
vDD  der  Form  etäa : 


aAtgy  +  bBtgy  -\-  cA  +  dB  =  0.  ■ 
Zur  Beatimmang  der  im  bestimmten  Coeradenteti  abcd   geben  die  Itebdti- 
tutionen  der  giib  3)  oben  atifgerilhrton  entsprechenden  Werth<>  die  3  Gleichungen: 

(a  -(- 1)  tg  I  (n  +  /))  +  c  +  rf  —  O, 

a   tg«  +c  -0. 

h   tgji  +d~-0; 

an»  denen  man =  — ^ ^  — ~__ —  erhilt. 

cos  B  COS  ß  —  Rin  o  —  sin  ß 

Die  Snbstitntion  dieser  Werthn  von  aber!  in   obifce   allgemeine  Oleirbang 
Klebt: 

A  _       B 

3in{y-/)~   sin  (o  -  y)' 
Genan  anf  dieselbe  Weise  kann  auch  gezeigt  werdMi,  dasa  Jedea  dieser  bei- 
den Verhättniaae  - 


38.  Zusammensetzung  von  Kräften,  die  anfeinen  Punkt 
wirken. 

Wenn  3  Kräfte  .f/,  j^j  6',  die  auf  einen  Punkt  wirken,  im 
Gleichgewicht  sind,  so  int  olTenbar  die  Kraft  C  der  Mittelkraft 
^,  ^s  ent^egeogesetzt  gleich ;  werden  daher  die  Kräfte  A,  und 
^i  von  einem  Punkt  0  ausgehend  in  Kichtung  und  Grösse  auf- 
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Vit.  96- 


getragen,  d.  h.  die  3  die  Kräfte  ^1^3  darstellendea  Linien  im 
Sinne  von  Nr.  1  S.  4  addirt,  bo  ist  in  Fig.  96  die  Snmme  Si ,  dieser 
beiden  Kräfte  in  Richtung  und  Grösse  durch  die  Linie  dargestellt, 
welche  den  Ursprung  0  mit  dem  Endpunkt  des  summirenden 
Zuges  ^,  -\-^i  verbindet  Behandelt  man  das  von  0  ausgehende 
S,  j  gerade  so  wie  ^]  und  fflgt  an  seinen  Endpunkt,  d.  b.  an  das 
Ende  des  Linienzuges  ^,  H~-^i  dieKraft^i,  so  erhält  man  ofTeo' 
bav  die  Summe  der  3  Kräfte  Si.,4  =  ^1  -(-  -^s  +  '^a  •  u-  »■  f-  bis 
lur  letzten  ^g.  Die  Kraft 
06  ist  dann  in  Grösse  und 
Richtung  die  Summe  ^i..^ 
der  gegebenen  6 Kräfte^. 
Hierbei  können  die  Ki^fte 
A  beliebige  Richtungen 
im  Raum  haben ,  und 
Fig.  96  kann  als  eine  Pa-  ' 
rallelprojection  derselben 
betrachtet  werden.  Soll 
eine  solche  Zosammen- 
setzung  von  Kräften  wirk- 
lich ausgeführt  werden,  so 

sind  zur  Bestimmung  der  I^ge  und  GrÜsse  der  ^  zwei  solcher 
Projectioneo  nothwendig,  und  man  wird  die  Linien  ganz  nach  den 
Kegeln  der  darstellenden  Geometrie  projiciren. 

Die  BestimmuDg  der  Mittelkraft  ist  daher,  wie  wir  schon  oben 
bemerkten ,  identisch  mit  der  Addition  der  Linien ,  als  deren  Re- 
sultat oder  Summe  man  uatQrlich  den  Endpunkt  des  Linienzuges 
zu  betrachten  hat.  Also  nur  dann ,  wenn  alle  Linien  oder  Kräfte 
gleiche  Richtung  haben,  wird  die  Entfernung  dieses  End- 
punktes der  Summe  oder  Differenz  alier  Linien  oder  Kräfte  gleich 
Hein;  und  ebensowenig  als  man  aus  der  Summe  mehrerer  Zahlen 
die  Grösse  der  einzelnen  Summanden  entnehmen  kann,  kann  man 
Mer  aus  der  Lage  des  Endpunktes  allein  die  der  einzelnen  Ecken 
des  Linienzuges  entnebmen. 

Fig.  96  giebt  nicht  allein  die  Summen  der  Kräfte  ^i-e ,  son- 
dern auch  die  Partialsumme  jeder  beliebigen  Zahl  aufeinander 
folgenden  Kräfte.  So  z.  B.  ist  die  Kraft  2  —  5  die  Summe  der 
Kräfte  .^jtj. 

Aus  dem  Parallelogramm  der  4  Kräfte  A^  A^  A"^  und  A^,  wo 
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j4s  und  jfs  ebenso  wie  A^  und  A'^  in  Richtung  und  Grliese  gleich 
Bind,  geht  herror,  dass  man  zu  demselben  Endpunkt  6 ,  also  auch 
zu  derselben  Summe  ■Si-g  gelangt,  wenn  man  in  der  Ordnung  der 
Addition  die  beiden  Kräfte  ^^  und  ^g  mitfiinander  vertauBcht. 
Dasselbe  gilt  auch  von  je  zwei  beliebigen  andern  Kräften,  z.  B. 
auch  von  der  Summe  2  —  5  ■=  1  —  5„  der  Kräfte  -^145  und 
^a  =  ^j,  indem  12  55^  ein  Parallelogramm  ist.  Auf  1 — 5» 
kann  man  nun  einen  Zug  ^'aa  vorzeichneo,  dessen  einzelne 
Strecken  in  Richtung  und  Grösse  gleich  denen  des  Zuges  2345 
sind,  woraus  hervorgebt,  dass  man  von  dem  Punkt  1  aus  zu  dem- 
selben Punkt  5=2'  gelangt,  man  mag  die  Kräfte  in  der  Reiben- 
folge ^ins  oder  in  der  Reihenfolge  j4'hs%  addiren.  An  der 
Richtung  und  Grösse  von  S,,,,^  wird  also  nichts  geändert,  wenn 
die  Linie  A^  zwischen  ^5  und  ^«  statt  zwischen  ^,  und  ^4^  ein- 
geschaltet wird.  Auf  dieselbe  Weise  kann  jede  andere  Linie  an 
jede  beliebige  andere  Stelle  versetzt  werden.  Bei  Additionen 
dieser  Art  ist  also  die  Summe  unabhängig  von  der 
Reihenfolge,  in  welcher  die  einzelnen  Kräfte  zu- 
sammengesetzt werden. 

Unter  Subtraction  der  Kräfte  mtlssenwir  dem  UberSubtraction 
der  Linien  Nr-  1  S.  7  Gesagten  entsprechend  das  Einfügen  der 
Kräfte  mit  entgegengesetztem  Sinn  in  den  Linienzug  verstehen. 
In  Fig.  96  sind  von  S,..,^  die  Kräfte.4j  und^e  abgezogen  worden, 
d.  h.  es  ist  die  Summe  von  S,,.^  —  ^4"^  —  ^\  gebildet  worden, 
wo  i4"j  =  ^3  und  ^'t  =  ^B  ist.  Es  ist  klar,  dass  das  Resultat 
gleich  05,  der  Summe  von  ^ms  sein  muss.  Denn  wir  haben 
eben  gezeigt,  dass  das  Endresultat  unabhängig  von  der  Reihen- 
folge ist,  in  der  die  Linien  zusammengesetzt  werden,  mithin  wird 
man  auch  dieselbe  Summe  Ob„  erhalten,  wenn  man  wie  folgt 
addirt : 

A,  +  J,--  a;  +  a,  +  a,  +  a,  +  a,-  a-,. 

Nun  wird  aber  bei  der  Bildung  von  A^  —  A^  in  der  Richtung 
dieser  Linien  hinaus  und  in  der  entgegengesetzten  gleich  weit 
wieder  zurückgefahren,  so  dass  also  J^  —  A'\  und  ebenso  ^4^  — ^\ 
ganz  ausfallen,  mithin  muss  das  Endresultat  05,  gleich  der  Summe 
der  Aym  sein. 

Hieraus  folgt  also ,  dass  wenn  in  einem  Zug  gleiche  Kräfte 
entgegengesetzten  Sinnes  vorkommen ,  sich  dieselben  gegenseitig 
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anfheben.  Oass  msa  genau  die  gleiche  Summe  erhalte,  wenn  man 
2  gleiche  entgegengesetzte  Kräfte  ganz  wegläsat ,  wurde  Fig.  97 
Qoch  besonders  gezeigt;  die  Kräfte  ^j 
und  ^1  sind  zwei  solche  gleiche  ent-  ^^-  ". 

gegengesetzte  Kräfte,  es  kann  nun  der  A« 

ganzeZng^iig  zwischen  diesen  Kräften 
parallel  mit  sich  selbst  an  den  andern 
Endponkt  von  ^t  und  .^7  versetzt  wer- 
den, und  die  GleichgewichtSTerbältnisee 
der  abrigenEräfte  bleiben  dieselben  wie 
frQher.  Diese  beiden  Kräfte  beben  sich 
demnacb  auf,  ohne  die  Gleichgewichts- 
rei^ältnisse  der  ttbrigen  zu  stören.  Zu 
demselben  Resultat  gelangt  man  auch, 
wenn  man  die  beiden  Kräfte  -^t  und  ^7 
unmittelbar  aufeinander  folgen  lässt. 

Befinden  sich  in  einem  geschlossenen  Kräftezug  Kräfte  mit 
verschiedenem  Sinn,  so  sind  die  Summen  alter  Kräfte  von  dem- 
selben Sinn  einander  gleich.  Man  überzeugt  sich  leicht  bievon 
durch  Zusammenstellung  aller  Kräfte  von  gleichem  Sinne.  Im 
Kräftezug  1 2 ...  8  (Fig.  98)  wur- 
deu    die  Ki-äfte  12  46  und  die  ^ie-  »s- 

Kräfte  35  78  gleichen  Sinnes 
angenommen ;  eine  Zusammen- 
setzung in  der  Ordnung 
13.4.6.3.5.78  zeigt,  dass 
1 2 . 4 . 6.  und  8  7  5 . 3.  die  gleiche 
Summe  0  (3.  6.)  haben. 

Bilden  mehrere  auf  einen 
Punkt  wirkende  Kräfte  einen 
geacblossenen  Kräftezug  und 
haben  alle  Pfeile  dieselbe 
Richtung,  so  ist  ihre  Mittelkraft 
=»  0  und  alle  Kräfte  sind  im  Gleichgewicht. 

Hat  in  einem  geschlossenen  Kräftezug  ein  Pfeil  eine  allen 
andern  entgegengesetzte  Richtung,  so  ist  die  Kraft,  die  ihn  trägt, 
als  Mittelkraft  aller  Übrigen  zu  betrachten. 

Sind  m  -f-  n  Kräfte  im  Gleichgewicht,  so  dass  also  in  einem 
gescbloBseuen  Kräftepolygon  alle  Pfeile  gleichen  Sinn  haben,  so 
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ist  die  Mittelkraft  der  m  Kräfte  gleich  und  entgegengesetzt  der 
der  n  Kräfte. 

Das  bisher  Oesagte  gilt  ganz  allgemein,  welches  auch  die 
Lage  der  Linien  im  Baum  sei ;  es  gilt  also  auch ,  wenn  bei  der 
Zusammensetzung  der  ganze  Linienzug  in  eine  Ebene  (Sllt  (d.  h. 
wenn  alle  Richtungen  eine  bestimmte  oo  ferne  Crerade  schneideti), 
und  wir  haben  fUr  diesen  Fall  nichts  beizufQgen. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  Winkel  der  Kräfte  im  Krfifte- 
polygon,  wie  wir  von  jetzt  an  den  Zug  der  Kräfte  nennen  wollen, 
die  Supplemente  der  Winkel  sind,  die  sie  wirklich  miteinander 
bilden. 

Bezüglich  der  Bezeichnung  der  Grösse  und  des  Sinnes  der 
Kräfte  gilt  alles,  was  früher  über  die  Bezeichnung  der  Linien  ge- 
sagt worden  ist.  Ist  insbesondere  eine  Kraft  im  Texte  durch  die 
Zeichen  ihrer  Endpunkte  anzudeuten,  so  soll  die  Aufeinanderfolge 
der  Zeichen  die  Ricfatang  der  Kraft  in  der  Art  ausdrttoken ,  dass 
die  Spitze  des  Pfeils  gegen  das  letzte  Zeichen  gekehrt  ist.    Die 

Kraft  j4B  ist  also  genau  das  Entgegengesetzte  der  Kraft  B^. 


39.  Analytische  Znsammensetzimg  der  Kräfte  im 
StrahlenböudeL 

Wir  gehen  von  dem  In  Nr.  37  S.  160  bewiesenen  Satz  tMs,  dass  3  ErflRe  im 
Oleichgewicht  sich  wie  die  Bicbtangen  nnd  LIngfn  der  drei  Beilen  eines  Dreiecks, 
d.  h,  einer  geBchloBBenen  fl^r  verhalten. 

Bezeichnet  man  in  irgend  einem  ecfaieren  oder  rechtwinkeligen  Coordinateo- 
ayitem  mit  ^i  YiZiiAt  Coordinaten  des  Endpanktes  der  in  ihrer  Richtung  vomllr- 
sptang  au« ,  anf  den  sie  wirict,  aufgetr^eneD  Kraft  Äi ,  so  mnss 
0  —  Xt-\-X,  -{-Xt, 

0  —  y„  +  y,  +  r, , 

0  =  Zo  +  Z,+Zt  sein. 
Versteht  man  nnter  der  Hlttelkraft  S, ,  der  KrSfte  A,  and  A,  dl^eaiire  Krsft, 
welche  in  entgegen  genetzter  Richtung,  d.  h.  n^ativ  genommen,  mit  A,  nnd  A^  im 
Oleichgewieht  ist,  so  bat  man  gffenbar: 

X,f^X,+Xt, 

y,,"  y,+  J't. 

Z,  .  =  Z,  +  ^: 

Setat  man  nnn  die  UitfelkrflR  S, ,  mit  einer  3,  Kraft  A,  : 


A'l.3  —  A',,  +  -t3  =  .y,   +Xt+X3, 
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■nd  gaai  ähnliche  Sammen  für  yi.jnd^l.i.  Auf  die  gleitiie  Weise  tortfahfeiid, 
erhält  m*a  Allgemein : 

j:i.„  =  xxii  ¥i..„  —  sYa  Zi..n  —  rz,. 

wo  die  Snmmenieicbeii  «loh  fitier  alle  so  addireaden  Kräfte  entrecken. 

Um  diese  3  SommeDforBietn ,  die  wir  hier  iu  der  alluemeiii  üblichen  Form 
gegeben  haben ,  in  eine  eioxlge  lasammenzuraMeD ,  multlplidren  wir  alle  A' mit 
einer  Variabeln  f ,  alle  Y  mit  einer  aoäem  q,  alle  Z  mit  einer  dritten  (,  und  taaaea 
die  3  M  riner  Kraft  i  K^hörfgan  Ordinaten  in  dem  Anadmek  t 

«;.-j,.£+  y^>i  +  z,i 

imammen;   dann  ist  offenbar  die  entsprecbeode  üleichug  vi..»  der  Uittel- 
kraft  Si..«  : 

«1...  =  X,.,f  +  Yi.nv¥  Z\.nt=2:<t\. 

Damit  die«e  Formen  einen  prakllsohen  Werth  erh^ea,  uQiiBen  sie  irgend 
einem  geometrischen  Gebilde  aseimilirt  werden  können ,  dau  mit  den  treffenden 
Kriflen  im  Zasammenbang  steht,  dann  wird  auch  von  diesen  Summen  form  ein  alles 
gelten,  was  von  dem  geometrlecheD  Gebilde  gilt. 

Denkt  man  eich  unter  f,  ?,  j'Plücker'scbe  Coordlnatou  einer  Ebene,  d.  h. 
die  negativ  reclproken  Abschnitte  der  Coordlnatenaxen  zwischen  dem  UrspruDg 
und  einer  variabeln  Ebene,  dann  Ist  a^  die  Qleichung  des  unendlich  fernenPunktea 
der  Kraft  Äi,  nnd  Bj  +  l  die  Glelchong  ihre«  Endpunktes. 

In  der  Kecel  wird  die  Klehtnng  der  Kran  Äi  durch  die  Qleichung: 
aii  +  t,?  +  c,f— 0 
ihres  unendlich  fernen  Punktes  gegeben  sein,  und  ui,  bi,  a  werden  nicht  gerade 
gleich  den  Coordinaten  Xi,  Yi,  Zi  sein,  aendem  man  wird  nur  haben: 

A^      j;       _^      ^___        _  _  *' 

o,  hi  ei        [e,.„  YA^M'*ro^i  +  aV,"!  +  2^«,*>i  +  2<./,«,J' 

worin  u, ,  ui,  U]  die  C'oslnuti  der  Coordlnatenaxen winkel  sind.    Aue  dieiien  Ver- 
hältoisaen  folgt : 

Ai 

"i  =  C<i(f  +  bfl  +  c,i)  -^. 


die  Nonnalform  des  unendlich  fernen  Punktes  der  RichtungsHale  der  Kraft  Af  nennen. 
Sie  ist  nichts  anderes  als  wie  die  um  I  verminderte  Gleichung  des  Punktes  in  dieser 
Lmie,  dessen  Entfernung  vom  Ursprung  der  Coordinaten  gleich  1  ist. 

Dann  ist  r,-  ^  A^-a^,  nnd  die  Oteichung  des  unendlich  fernen  Punktes  der 
Utteikranist: 

a,  „  "SA.a.  =  0. 
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Die  OltichuDg  des  EDdiiiiBktea  der  Hittelkntft  ist: 

"l   „    +   ^  —£/<,•  o,.  +   1=0 

und  lüeraos  ergiebt  dtdi'die  QrSrae  der  Hittelkntti 

In  allen  obifCD  Formeln  denken  wir  nne  S^  ,  und  alle  A^  positiv,  die  Eieb- 

a.       b^      c,- 
Cnngelinle  eioerKrad  wird  dann  nnsweldeatigdarchdieZeioIienvoD  -— ->  —— >  — — 

und  die  Kraft  durch  die  der  entspreobenden  Sammen  auegedrSckt. 

Ana  der  Natur  der  Qlelcbnag  geht  hervor,  dau  wenn  alte  Kräfte  in  einer 
Ebene  wirken,  auch  die  Hiltelkiaft  in  dieser  Ebene  liege.  Werden  in  derselben 
die  Äsen  der  x  und  y  angenonunen,  so  erhält  man  die  entsprechenden  Fonneln 
einfach  dadurch ,  dsss  man  in  den  eben  entwickelten  Fonneln  «lie  e  und 
Z—O  setzt. 

Wir  Bchreit>eu  noch  einmal  die  Fonneln  fQr  die  Ebene  an : 
Die  GleicbODg  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Kraft  Ag  Mi : 


wo  m  den  Cosinus  des  Winkels  xy  bezeichnet.    Die  Normairorm  des  aoendlieh 
fernen  Punktes  Ist: 


Die  Gleichung  des  unendlich  fsraen  Punktes  der  Uittelkraft: 

"um  "^A^Bf  =  0, 

und  de  Grösse  der  Hittelkraft: 


Setit  man  in  SA .  «^  nach  einander  n  ^  1 ,  S . . .  n ,  so  bilden  die  n  Punkte 
In  der  Reihenfolge  der  Zusammensetzung  das  Kiäftepoly gon,  das  graphisch 
direkt  durch  die  Addition  der  die  Kräfte  darstellenden  Linien  erhalten  wird  (Hr.  38 
8.  IBI).  Also  sehen  wir,  dass  hier,  dem  in  der  Einleitung  Gesagten  ent- 
sprechend, die  graphische  und  die  analjüscbe  Zosammensetsung  der  Kräfte  iden- 
tische Operationen  sind. 
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40.  Gleichgewicht  von  vier  Kräften  im  Strahleabttndel. 

Gerade  so  wie  in  der  Ebene  dae  Verhältniss  dreier  Kräfte,  die 
sich  imGleichgewicbt  befinden,  beksDDt  ist,  sobald  ihre  RichtungH- 
linieo  gegeben  sind :  ebenso  ist  im  StrablenbUndel  däs  VerhältniBS 
von  vier  Kräften  im  Gleichgewicht,  durch  ihre  Kichtungslinien 
bestimmt  Setzt  man  z.  B-  die  vier  anf  den  Punkt  0  wirkenden 
Kräfte  ABCD,  in  dieser  Reihenfolge  mittelst  eines  räumlichen 
Linienzuges,  der  ein  windschiefes  Viereck  bildet,  zusammen,  so 
muss  der  Endpunkt  -von^B  oder  der  Punkt  {BC)  sowohl  in  der 
Ebene  iAB)  als  auch  in  der  Ebene  {CD),  also  in  ihrer  Schnittlinie 
liegen ;  da  aber  diese  beiden  Ebenen  durch  den  Punkt  0  und  die 
Sichtungen  zweier  in  ihnen  liegenden  Richtungslinien  A  und  B 
einerseits,  C  und  D  andrerseits,  vollständig  bestimmt  sind,  so  ist 
auch  die  SchnitUinie  0  (BC)  vollständig  gegeben. 

Fuhrt  man  also  durch  irgend  einen  Punkt  dieser  Schnittlinie 
Parallelen  zu  B  und  C,  so  werden  diese  die  Richtungslinien  von 
J  und  D  schneiden.  Würde  man  durch  einen  Punkt  ausserhalb 
der  Schnittlinie  0  {BC)  Farallellinien  zu  B  und  C  ziehen,  so  wur- 
den sie  die  Linien  A  und  D  nicht  mehr  schneiden.  Verrdekt  man 
aber  den  angenommenen  Punkt  auf  0  (BC) ,  so  ändern  sich  die 
Längen  des  Linienzuges  proportional. 

Aendert  man  die  Reibenfolge  der  vier  Kräfte  ABCD,  so  läset 
sich  tautMr.SSin  der  neuen  Reihenfolge  ein  geschlossener  Linien- 
zug coQStruiren,  dessen  einzelne  Strecken  gleich  den  Strecken 
eines  der  ersten  LinienzUge  sind.  Da  dies  wiederum  von  jeder 
Reihenfolge  in  der  Zusammensetzung  gilt,  so  ist  der  Satz  voll- 
ständig bewiesen,  dass  durch  die  Richtungslinien  von  vier  Kräften 
im  Strahlenb&ndel  das  Verhältniss  derselben  bestimmt  ist 

Yarilrt  man  die  Reihenfolge  von  ABC,  während  D  am  Ende 
bleibt,  so  erhält  man  die  sämmtlichen  Kanten  eines  schiefen  Pa- 
rallelepipedons  mit  D  als  Diagonale ;  dieses  Farallelepipedon  ist 
ein  dem  Paralletogramm  der  Kräfte  ganz  analoges  geometrisches 
Gebilde.  Wird  auch  D  noch  in  der  Reihenfolge  variirt,  so  kann 
man  8  verschiedene  Farallelepipedon  erhalten ;  Jede  Kraft  kommt 
zweimal  als  Diagonale  vor,  wenn  sie  zuletzt  auftritt,  und  die 
Ö  Farallelepipedon  erfüllen  den  ganzen  Raum  um  den  Ursprung 
herum. 


D.gitizecbyG00glc 


Dte  ZuBammBDHetEUDR  dur  Kräfte. 


41.  Znsammensetzang  beliebiger  Kräfte  in  der  Ebene. 

Es  sei  die  Uittelkraft  der  Kräfte  P,  P^ ....  P^  zu  bestimmen,  die 
in  Taf.  5«  in  Richtung  und  Lage  äurch  die  Linien  Pi,  2  3.,  33|, 
44]  etc.,  wo  die  Zahlen  als  Indicee  von  P  betrachtet  werden,  ge- 
gebeo  sind. 

Man  verlängere  P,  bis  zum  Durcbschnittspunkt  2  mit  der 
Kraft  P, ,  setze  dann  nach  den  oben  gegebenen  Regeln  P,  mit  P^ 
zu  /*ia  der  Mittelkraft  von  P,  und  P,  zusammen.  Diese  Mittel- 
kraft Pt  t  der  beiden  ersten  Kräfte  verlängere  man  bis  zum  Schnitt 
3  mit  Pf ,  setze  von  3  ausgehend  Pi  i  mit  Pj  zusammen ,  so  erhält 
man  die  Mittelkraft  P]  g  j ;  diese  kann  wiederum  bis  Pi  verlängert 
werden  und  so  fort,  bis  alle  vorhandenen  Kräfte  zu  einer  Mittel- 
kraft vereinigt  sind. ' 

Da  es  technisch  sehr  leicht  ist,  Parallele  zu  ziehen ,  so  ist  e« 
zweckmässig,  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  selbst  in  einer 
besondei-n  Figur  (Taf.  5$)  vorzunehmen.  Trägt  man  nämlich  von 
einem  beliebigen  Punkt  0  aus  in  Richtung  uAd  GrSsse  die  Kraft 
P,  (1)  auf  und  fUgt  zu  dieser  die  Kraft  P,  (2),  so  ist  das  Dreieck, 
das  von  0  aus  die  Kraft  2  projicirt,  mit  dem  Dreieck  PfP^Pf, 
(Taf.  5i)  congrueut;  die  Linie  23,  die  man  durch  2  parallel  zu 
0  (23)  der  Taf.  5,  zieht,  ist  daher  die  Lage  der  Mittelkraft,  wäh- 
rend die  Linie  0  (2  3)  (Taf.  5,}  die  Richtung  und  Grßsse  der  Mit- 
telkraft ist.  Fügt  man  {in  Taf.  5»)  die  Kraft  3  zu  (12),  so  ist 
0  (34)  die  Mittelkraft  von  12  3,  in  Richtung  und  Grösse;  die 
Parallele  34,  die  man  in  Taf.  &4  zu  ihr  zieht,  ist  ihre  Lage,  und 
so  fortfahrend  erhält  man  der  Reihe  nach  die  Mittelkraft  von  (1 3) 

(123);  (1234) (12 3. ..9)  in  Richtung  und  Grösse  als 

Strahl  der  Taf.  5^  und  in  Richtung  und  Lage  als  Seite  des 
Zuges,  der  in  Taf.  5»  die  einzelnen  Kräfte  mit  einander  verbindet. 
Da  Fig.  5s  identisch  ist  mit  der  Figur,  die  man  erhalten  wUrde, 
wenn  alle  Kräfte  auf  einen  Punkt  wirkten,  so  geht  hieraus  hervor, 
dasB  durch  Aenderung  der  Lage  der  einzelnen  Krtlfte  nichts  an 
der  Richtung  und  GrOsse  geändert  werde  und  diese  dieselben 
9indf  als  ob  alle  Kräfte  auf  einen  Punkt  wirkten. 
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42.  Seilpolygon  oder  Drneklinie  und' Kräftepolygon. 

Da  io  Folge  der  Anordoung  der  Taf.  5t  alle  Strecken  des 
Zuges  gespannt  werden,  so  würde  zur  starren  Verbindung  der 
Kräfte  1...10  ein  Seil,  auf  das  alle  diese  Kräfte  wirkten,  genügen. 
Es  wird  daher  häufig  dieser  Zug. der  Mittellinien  ein  Seilpoly- 
gon genannt.  In  der  Qewölbetheorie,  wo  alle  Seiten  des  Polygons 
gepreest  sind,  heisst  es  mitunter  auch  die  Drneklinie.  Wir 
werden  beide  Ausdrücke  gebrauchen,  je  nachdem  die  meisten  Po- 
tygonseiten  gespannt  oder  gepresst  sind.  Wir  werden  also  auch 
den  Zug  2  3i  4i ....  10,  (Taf.  5^)  ein  Seilpolygon  nennen,  trotzdem, 
dies  die  Seite  7, 8i  gedrückt  ist.  Um  aber  zu  ermitteln ,  ob  eine 
Polygonseite  gepreast  oder  gespannt  sei,  zerlege  man  eine  der 
nächstliegenden  Kräfte  in  ihre  Seitenkräfte  nach  der  Richtung  der 
Polygonseiten;  ist  nun  die  eine  dieser  SeitenkrSfte  gegen  den 
folgenden  Eckpunkt  gekehrt,  so  ist  die  Polygonseite,  die  man  sich 
zerschnitten  denken  kann,  gedrückt,  zieht  sie  dagegen  vom  folgen- 
den Eckpunkt  weg,  so  ist  sie  gespannt 

Auf  Taf.  5(  wurden  zwischen  7  und  8  und  7|  und  8|  Schnitte 
angedeutet  und  Richtungen  der  Mittelkraft  der  auf  jeder  Seite 
wirkenden  Kräfte  durch  einen  Pfeil  angegeben;  man' sieht,  die 
Polygonseite  7  8  ist  gespannt,  die  Seite  7,  8j  dagegen  gedrückt. 

Zum  Unterschied  des  Seil-  oder  Drnckpolygons  werden  wir 
die  Hulfsfigur  [Taf.  5a),  welche  die  Richtung  und  Grösse  der 
Kräfte  giebt,  das  Kräftepolygon  nennen. 

Um  beide  Polygone  unmittelbar  auf  einander  beziehen  zu 
können,  ist  es  wohl  am  zweckmässigsten ,  wie  es  in  Taf.  5(  j  ge- 
sebehen  ist,  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  im  Seilpolygon ,  also 
dessen  Ecken,  und  die  Kräfte  selbst  imKräftepolygon,  also  dessen 
Seiten,  mit  demselben  Zeichen,  hier  dem  Index  der  Kraft,  zu  ver- 
schen. Folgen  dann  mehrere  parallele  Kräfte,  wie  45  67  auf- 
einander, deren  Richtungen  imKräftepolygon  also  zusammenfallen, 
so  kann  je  nach  Umständen  eine  der  Bezeichnungsarten  (Fig.  5,  6 
und  7,  Seite  5)  gewählt  werden.  Ist  dann  das  Eräftepolygon  vor- 
erst aufgetragen  und  also  bezeichnet  worden,  so  kann  das  Seilpoly- 
gon ganz  mechanisch  nach  demselben  construirt  werden,  indem  man 
dessenSeiten  23,  34,  45 ....  zwischen  den  entsprechenden  Kräften 
nach  einander  parallel  zu  den  Strahlen  0  (2  3,  34,  45  ...)  zieht. 
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4S.  Asalytisclie  ZiBammensetzimg  dei  Etifte  in  der 

Ebene. 

'  Da  es  mi^licli  nu,  die  ZDaammeasetaiing'  der  Rrifte  Im  Strahlenbiucbel  saf 
die  riiifMbe  Form  ZAa  m  bringen ,  so  nasa  es  auch  möglich  sein ,  die  reciproke 
Zoflammensetinng  der  Kräfte  in  der  Ebene  ml  eine  ähnllcbe  einfache  irorm  su 
bringen ;  es  kann  aaf  folgende  Weise  geschehen. 

El  Ml  die  GlelohnnK  der  Linie,  in  dei  <Uo  Eraft  A^  wlAt : 

OiX  +  fi.y  +  tf,-  -a;.-0. 
Dann  mnss  die  GI^IiaDg  der  Hlttelliraft  der  Kräfte  A,  nnd  Ax  von  der  Form 
ma[  +  nog  =  0 

sein,  weil  de  dnioh  den  Schnitt  von  a^  nnd  Og  gehen  soll.  Die  Coefadenten  m 
und  n  lind  so  zu  wählen ,  das«  diese  Linie  aach  durah  den  nnendlieh  fernen  Ponkt 
der  Hittelluaft  gehe,  der  nach  Nr.  39  S.  166  wie  folgt  bestimmt  werden  icann. 

DerGlticbnog  aj  genögen  die  Werthe  z  «  +  A,--  CO  ,  nnd  y»  —  0,-00  . 
Demnach  ist  die  Qielohuog  ihres  anendlich  fernen  Punktes ; 

die  Normalf&rm  desselben : 


■  .=  Y?.  +  b',-Sa.b,u 


Solima,  +  nog  dnrch  diesen  nnendlieh  fernen  Punkt  gdien,  so  mu»  netbwen- 

«randiger  W^bb  m  —  — —  und  n  = sein;  und  wir  eriulten  die  Gleichung 

der  Mittelkraft  I 

A,  —  +  At—  =  0. 
Wird  der  Sinus  des  Winkeln  der  Coordinatenuen  mit  a   beieicbnet,   so  Ist 
a,-  =  nichts  anderes  als  die  Normalform  der  Qleicbang  a, ,   d.  h.   der  Rioh- 

tangsltnie  der  Kraft ;  so  dass  die  Gleichung  der  Hittelkraft  durch  Hnltiplication 
mit  w\  in  die  folgende  Form: 

AjOf  +  ^Oi  —  0 
^ebnoht  werden  kaon. 
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BeidcluMt  mm  mit  «i  i  die  NormalfDiin  disMi  Hlttelkrsn,  m  erh&lt  man  sie 
dnrcli  BntwlckflluiiK ; 
0  —  *, ,  = 

[o.^^■;)■■^(^.'^^^^'■^.-^o.^^■g)]-■ 

In  ^eaer  Olelchong  Ist  der  Nenner  nach  Kr.  39  S.  166  die  Hittelkraft  S,t  der 
Krirte  A,  nnd  Af,  dieVenchiedenheit  des  Zeiobena  im  Coemdeoten  von  im  rührt 
daher,  dau  fOr  a'^  die  Gleichnng  b^S  —  "{1^  "tatt  o,'f  +  i>^^  angenommen  wor- 
den ist 

Haabatslio: 

S,ii,i  ^  A,a,  +  A^Bi- 
Hierin  ist  S, ,  eine  Kraft  wie  A,,  i,i  eine  Normalforni  nie  a, ;  es  kann  demnach' 
S,  j  mit  einer  3.  Kraft  A^  gerade  so  EasaniinenKeBetEt  werden  aU  wie  A^  mit  A,. 
EsistalM: 

Sti*!»"^  S,iijt  +  AfOt  ~'  Aja,  +  'liC«  +  AiOt, 
mä  gana  allgemein : 

Sim.2Aa. 

Die  QlelchnnK  der  HlttelkraftsllDie  einer  beliebigeo  ZabI 
in  einer  Ebene  wirkenden  Kräfte  ist  gleich  der  Somme  der  mit 
der  Kraft  als  Coerricienten  mnitiplioirteo  Normalformen 
dieaer  Krftfte. 

Die  Hittelkraft  selbst  ist  der  Nenner,  dareh  welchen  die 
als  Samme  ersebelnende  Glelchang  der  Mittelkraft  anf  die 
Normalform  gebracht  werden  kann. 

Bei  der  Anwendong  ohlger  Sommenfonneln  kann  e,-  als  Wunelgrfiese  poeltlv 
oder  oegativ  genommen  werden.  Hso  wird  hinsichtlich  dieses  Zeichens  nie  im 
Zweifel  sein,  wenn  man  bemerkt,  das«  in  Folge  unserer  Zeichenan nahmen  in  der 
Gleiefanng  b^S  —  0,11  des  nneodlloh  fernen  Punktes  der  Linie  a^x  +  b^y  +  c,.die 
n  dieser  Gleiohung  nach  Nr.  39  S.  1 65  die  folgende  Uedeutunfi  haben  1 

-  ist  die  positive  Äbsetsse  des  in  der  Richtung  der  Kraft  vom  Ursprung  der 
Coordinaten  ans  anfgetragenen  Balbstrahlea  1- 

~  ist  die  negative  Ordinate  desselben  Punktes;  diese  Coordinaten  müssen 
datnnach  anch  dem  Zeichen  nach  mit  diesen  QrBssen  übereinstimmeii. 

—  ^  0  ist  die  Oleicbnng  der  nnendlicb  fernen  Geraden,  es  mnss  also  das  Zei- 
chen von  Af  -i —  (bei  der  UDeadlich  fernen  Seitenkraft  kann  die  Kraft  von 
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ihrein  Homent  niobt  mehr  getrennt  werden)  mit  dem  DrehnngBdnn  der 
Kraft  A^  nm  den  Ursprung  der  Coordinatan  KuummenUDgen.    VergldAt 

A,ai 
man  die  Lage  der  Linleo  (—  o,s  +  o^y  +  c,) — ' — ■  and  (—  0,1+  0,  y 

,  w>  findet  man :  ' — btpu- 

sltir,  wenn  A^  Im  Sinn  von  +  x  nmch  4-  g  dreht,  nnd  wir  nennen  daher 

Aco,' 
dieaen  Drebnngwinn  den  positiven.     — L-i —  ist  dagegen  negativ,  wenn  di 

in  eatgegengeselEtom  Sinne  dreht. 

Dienauh  können  alao  die  Zeichen  von  — ,  —  und  —  bestimmt  werden,  wenn 

ein  oder  3  CoerOcienten  fehlen,  d.  h.  wenn  A  durch  den  Ursprung  geht,  oder  mit 
einer  der  Aien  parallel  lüaft,  und  wenn  A  mit  einer  der  Axen  zusammen- 
ßllt  oder  in  der  unendlich  fernen  Geraden  liegt.  Es  lag  in  der  Natur  unserer 
Entwickelungeo ,  das  Zeichen  von  a,  b,  c  von  der  Richtnag  der  Kraft  im 
Halbstrabi enbfiscbel  abhängig  an  machen,  man  kann  aber  diese  Zeichen 
auch  direkt  wie  folgt  bestimmen:  Werden  die  Zeichen  der  drei  CoefDcienten  der 
Linie  positiv  aogenommeD,  welche  vom  Fuadamentaldrdeek  O,  +  xao  .  +  y  OO 
ausgeechlossen  ist  nnd  im  positiven  Sinne  nm  dasselbe  hoimdiebt,  so  sind 
— ,  --  und  ~  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die  in  der  Linie  ai  +  6y  +  c  wir- 
kende Kraft  positiv  oder  negativ  nm  die  3  Eckpunkte  Jenes  Dreiecks  dreht. 

Der  Inbegriir  aller  Linien,  die  man  erhält,  wenn  in  i^  n>  "  "^  '•  ^■••"  tn- 
setat  wird,  ist  das  Seilpotygon.  Es  ist  das  wichtigste  HQlfimittel  derCon- 
stniotion  in  der  giaphiseben  Statik. 

44,  Die  Mittelkraft  mehrerer  anfeinanderfolgender  Kräfte. 

Die  Hittelkraft  mehrerer  aufeinanderfolgender 
Kräfte  geht  immer  durch  den  Schnittpunkt  ihrer 
äuBB'ersten  Polygonsetten. 

Die  Mittelkraft  der  Kräfte  2  und  3  (Taf.  5,)  z.  B.  geht  erstens 
durch  den  Schnittpunkt  3i  derselben,  nnd  iut  zweitens  parallel  zum 
Strahl  Ol  (34),  der  im  KiÄftepolyjon  (Taf.  5^)  die  Kräfte  2  und  3 
unterspannt.  Nun  läuft  aber  die  Diagonale  3,  (3  i)  (Taf.  5^)  pa- 
rallel zur  Kichtung  der  Mittelki-aft  (23)  (Taf.  5j),  weil  beide  als 
sechste  Seiten  der  zwei  Vierecke  2  (3  4)  3  3i  (Taf.  5^)  und  0  (1  2) 
(2  3)  (3  4),  von  denen  schon  je  zwei  Paar  gegenüberliegende  Seiten 
nnd  die  5.  Seiten  parallel  liegen,  ebenfalls  parallel  sein  müssen. 
Es  sindnämlich  in  beiden  Vierecken  die  RichtungenderzweiKräfte 
2  und  3,  und  die  drei  aufeinanderfolgenden  Seilpolygonseiten  12  (34), 
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23,  (34)  34  des  drei  Strahlen  0  (12,  23,  34)  parallel.  Mithin 
lUlt  die  Linie  3]  (34)  des  Seilpolygone  mit  der  Lage  der  Mittel- 
kraft 23  ztuammea,  und  geht  durch  den  Schnittpunkt  (34)  der 
Seilpolygonseiten  1  2  vor  2  und  34  nach  3. 

HierauB  folgt  auch,  dass  es  ganz  einerlei  ist,  ob  man  nach 
eiaander  die  Kräfte  2  und  3,  oder  ob  man  unmittelbar  die  Mittel- 
kraft 3  3  mit  1  zusammensetzt. 

Verlängert  man  (Taf.  5,)  die  Kraft  (2  3)  bis  zur  Kraft  4  in  4, , 
so  gebt  die  Mittelkraft  von  (23)  und  4  oder  die  Kraft  (234)  durch 
diesen  Punkt  4|  and  gerade  so  wie  oben  bewiesen  wurde,  dasadie 
Mittelkraft  (2  3)  durch  den  Schnitt  (34)  der  Polygonseiten  vor  2 
uDd  nach  3  gehe,  kann  auch  bewiesen  werden,  dass  die  Mittelkraft 
ron  (2  3)  und  4  durch  den  Schnitt  (4  5)  der  Polygonseite  1  (3  4) 
Tor  der  Kraft  (23)  mit  der  Seite  45  nach  4  gehe.  Mithin  ist  die 
linie  4,  (45)  die  Mittelkraft  der  Kräfte  (234).  Auf  dieselbeWeise 
fortfahrend  kann  man  beweisen,  dass  die  Schnittpunkte  (5  ti)  (6  7) 
(7  8)  etc.  der  Polygonseite  1  2  vor  der  Kraft  2  mit  den  gleich- 
bezeichneten Polygonseiten  nach  den  Kräften  5,  6,  7,  etc.  Punkte 
der  Mittelkraft  der  Kräfte  (2 ...5),  (2...6),  (2  ...7)  sind.  Benutzt 
man  diese  Schnittpunkte  in  der  bereits  begoanenen  Weise,  zur 
Construction  des  mit  der  Kraft  2  beginnenden  Polygons 
23|  4i  5] ...  9i ,  so  erhftlt  man  die  Lage  dieser  Mittelkräfte,  welche 
gleiche  Richtungen  mit  den  Strahlen  0,  (23,34,  45...)  (Taf.  5,) 
des  mit  dem  Endpunkt  0,  der  Kraft  2  zusammenfallenden  BKscbels 
haben  mUssen. 

Betrachtet  man  den  Inbegriff  aller  Seilpolygonseiten  als 
.Strahlenbttechel ,  so  kOnneo  die  zuletzt  angedeuteten  Beziehungen 
der  einzelnen  Figuren  auch  also  geometrisch  ausgedruckt  werden: 

Die  StrahlenbUschel  1234  ...  und  23,4,  ....  haben 
den  Strahl  12  entsprechend  gemein. 

Was  Qbrigens  nur  ein  Speeialfall  von  Sätzen  ist,  die  wir  in 
Nr.  46  beweisen  werden. 

Ausserdem  bat  der  erste  Bäscfael,  mit  dem  Büschel  erster 
Ordnung  0  und  der  zweite  mit  dem  Bllsehel  erster  Ordnung  0^ 
der  Taf.  5,  die  oo  ferne  Gerade  entsprechend  gemein.  Es  ist  also 
durch  ein  solches  Seil-  und  Kräftepolygon  die  Mittelkraft  beliebiger 
aofeioanderfolgender  Kräfte  vollständig  bestimmt;  der  Schnitt  der 
äuMeren  Polygonseiten  giebt  einen  Punkt,  und  im  Kräftepolygon 
die  Linie,  welche  sie  alle  unterapannt,  die  Grösse  und  Richtung 
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der  Mittelkraft.  Da  ferner  jede  solche  Mittelkraft  im  Krilftepolygon 
mit  dem  Pol  0  (Taf.  5})  ein  Dreieck  bildet,  dessen  beide  Sctaeokel 
in  Richtung  und  GrSsse  die  Spannungen  der  äusseren  Polygon- 
seiten darstellen,  so  kann  die  Hittelkraft  auch  als  Mittelkraft  dieser 
Spannungen,  mit  gehöriger  Berücksichtigung  des  Sinnes  der  Pfeile, 
betrachtet  werden. 

Analytisch  (jestaltet  sich  der  Beweis  gar  einfoch  also : 

Sn  kann  wie  folgt  lerlegt  werden : 

S,..n»l..n   -■Sl..,"l..,  +  '5,-|-i..„»,  +  i..,- 

Da  nun  die  Gleicbnngen  dreier  Linien,  welche  durch  eine  Gtelciinng  ersten  Grades 
mit  einander  Terbaadea  werden  kSanen,  dnrch  eioen  Pnnkt  gehen  ,  M  folgt  aus 
dieser  Qläcbuag  der  im  Etogang  aufgestellte  Sati. 


45.  Aendemng  der  Reihenfolge  in  der  Zusammensetzung 

der  Kräfte. 

Vertauscht  mau  in  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  zwei 
aufeinanderfolgende  einzelne  Krflfte ,  z.  B.  2  und  3 ,  so  hat  dies 
keinen  Einäuss  auf  die  folgenden  Mittelkräfte. 

Daas  dies  keinen  Einfiuss  auf  die  Bichtung  und  GrOsse  aua- 
Dbc,  und  dasB  im  Kräftepolygon  (Taf.  5^)  die  beiden  ZUge  123 
und  13|2t  zu  demselben  Endpunkt  und  derselben  Lage  derKraft4 
fuhren,  ist  schon  frflber  (Nr.  38  S.  162)  bewiesen  worden.  Allein 
auf  die  Lage  3  4  (Taf.  5,),  der  Mittelkraft  im  Seilpolygon,  welche 
mit2„4  identisch  ist,  kann  diese  Aenderang  der  Reihenfolge 
keinen  Einfluss  ausüben ,  weil  diese  Mittelkraft  durch  den  Punkt 
(34)  der  durch  den  Schnitt  der  Polygonaeite  1  2  mit  der  Mittel- 
kraft (23)  oder  3,  (34)  gegeben  ist,  gehen  mnss.  Es  fahrt  also 
derZug  13„2,45....  zu  demselben  Resultat,  als  derZugl2345... 
Auf  dieselbe  Weise  konnte  auch  2  nicht  nur  mit  3,  sondern  auch 
mit  der  Mittelkraft  einer  beliebigen  Zahl  folgender  Kräfte  Ter- 
tauscht  werden ,  ohne  dass  es  auf  das  Endresultat  einen  Einfluss 
ausüben  kOnnte. 

Was  aber  von  der  Kraft  2  gilt,  gilt  auch  von  jeder  andern 
Kraft.  Wir  kOnneu  also  durch  Vertauschung,  jede  Kraft  an  jede 
beliebige  Stelle  in  der  Ordnung  der  Reibenfolge  bringen,  ohne 
dass  dies  auf  das  Endresultat:  Grosse,  Richtung  und  Lage  der 
Mittelkraft,  einen  Einfluss  ausüben  kann. 
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Die  Mittelkraft  mehrerer  Kräfte  in  der  Ebene 
ist  daher  tod  derOrduung  ihrer  ZusammenBetz'ung 
g&nz  unabhängig. 

Analytisch  folgt  die«  nnmittelbw  ans : 

Ss  —  ZAa, 
weil  die  BeihenfolRe,  In  der  die  elnieliieii  Aa  tnBMnmengeaetrt  werden ,  kelnea 
EinHnss  »at  die  Samme  Ss  «uätwa  lunn. 


46.  Aenderang  einer  Kraft  im  Seilpolygon. 

Wird  in  einem  Seilpolygon,  das  alao  eine  bestimmte  BeiheD- 
folge  in  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  Toraussetzt,  irgend  eine 
derselben  mit  einer  andern  Kraft  vertauscht ,  so  werden  hierdurch 
keine  der  vorausgehenden,  allein  alle  folgenden  Mittelkräfte  oder 
SeilpolygoDseiten  in  der  Weise  verändert,  dass  sich  je  zwei  ent- 
sprechende Folygonseiten  auf  der  Hittelkraftslinie  der  beiden  ver- 
tauBchten  Kräfte  schneiden ;  von  denen  jedoch  die  eine  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  genommen  werden  muss. 

Nehme  man  z.  B.  an  (Taf.  5«) ,  es  werde  die  zweite  Kraft  2 
mit  2i  vertauscht,  was  ganz  allgemein  ist,  weil  man  unter  1  die 
Mittelkraft  aller  vorausgegangenen  Kräfte  verstehen  kann:  so  wird 
die  Seite  nach  der  nten  Kraft  die  Mittelkraft  der  Kräfte  (123 ....  n) 
und  (1 2,  3 ....  n)  in  den  beiden  PolygoDen  sein.  Will  man  nun 
direct  von  der  ersteni  zur  zweiten  übergehen,  so  muss  man  offen- 
bar (123...n)  mit  ( —  2  -|-  2,)  zusammensetzen,  um  (1  2|3... ri) 
zu  erhalten.  Diese  drei  Kräfte  mllssen  sich  daher  in  einem  Punkte 
schneiden ;  da  aber  die  Lage  von  ( —  2  -4-  2,)  für  alle  Kräftecombi- 
natiooen  dieselbe  bleibt,  so  schneiden  sich  alle  entsprechenden 
Mittelkräfte  auf  der  Linie ,  in  der  die  Kraft  ( —  2  -j-  2,)  oder  was 
dasselbe  ist  (-|-  2  —  20  wirkt 

Diese  Kraft  ( —  2  -f-  20  gebt  natürlieh  immer  durch  den 
Schnitt  J  <Taf.5,)  dieser  beiden  Ki^fte  und  man  erhält  ihreHich- 
tung  mitUmgehang  des  Kräftepolygons,  wenn  man  von  diesem 
Punkt  A  ans  beide  in  Richtung  und  OrOsse  aufträgt,  in  der  Rich- 
tung der  dritten  Seite  ( —  2-1-21);  denn  in  dem  entstandenen 
kleinen  Httlfsdreieck  haben  die  Pfeile  von  2  und  2|  entgegen- 
gesetzte  Zeichen.    Die  durch  j4  zu  ( —  2  -^  2,)  parallel  laufende 
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Linie  iat  also  diejenige,  auf  welcher  sich  je  zwei  entoprechende 
FolygoQseitea  Bcbneiden. 

Trägt  mau  auch  im  ErtlftepolygoD  (Tat.  5,)  die  Kraft  2i  von 
2  3  an  rtlckwärte  die  Summe  der  geänderten  Kräfte  auf,  bo  ist  es  klar, 
dasB  alle  TorauBgehenden  Eckpunkte  und  demnacb  auch  die  Pole  0 
und  ö,  in  Länge  und  Richtung  um  { — 2  +  2i)  auaeinander  liegen. 

Ans  Obigem  folgt  auch,  daas  je  zwei  Seilpolygone,  welche 
dieselbe  Reihenfolge  von  Kräften  verbinden,  sich  auf  einer  geraden 
Linie  Bchoeiden,  welche  die  Mittelkraftslinie  der  beiden  Kräfte  ist, 
welche  in  den  ersten  Polygonseiten  wirken,  vorausgesetzt,  daas 
die  eine  in  entgegengesetzter  Richtung  genomiuen  wurde.  Man 
kann  daher  ganz  allgemein  sagen : 

Je  zwei  Seilpolygone,  welche  dieselbe  Reihen- 
folge von  Kräften  mit  einander  verbinden,  haben 
eine  gerade  Linie  entsprechend  gemein.  Man  er- 
hält die  Richtung  und  Lage  dieser  Linie,  wenn 
man  alle  vorausgehenden  oder  folgenden  nicht 
gemeinschaftlichen  Kräfte  des  einen  Polygons  in 
entgegengesetzter  Richtung  mit  den  nicht  ge- 
meinschaft liehen  Kräften  des  andern  Polygons  zu- 
sammen setzt. 

Dass  die  beiden  Polygone  (Taf.  5, ,)  ebenfalls  in  diesem  Satz 
mit  inbegriffen  sind,  bedarf  wohl  kaum  der  Erinnerung,  denn  die 
Kraft  1  iat  dort  die  einzige  nicht  gemeinBchaftliche  Kraft  der  bei- 
den Polygone,  mithin  müssen  sich  alle  entsprechenden  Seiten  auf 
ihr  schneiden. 

Dieser  Satz  ist  ausserordentlicb  nützlich ;  er  setzt  uns  in  den 
Stand,  ohne  auf  das  Kräftepolygon  zurückzugreifen,  ein  neues 
Heilpolygon  zu  construiren. 

Mit  Hülfe  des  Kräftepolygons  aber  kann  jede  Polygonseite 
direct,  ohne  Bestimmung  aller  vorausgebenden  Polygonseiten 
construirt  werden. 

Bei  der  Conatruction  der  Drucklinie  eiserner  und  steinerner 
Bogen  z.  B.  kann  man  daher,  wenn  nur  einmal  eine  solche  Linie 
construirt  ist,  den  Horizontalscbub  in  Grüsse  und  Richtung  be- 
liebig ändern  und  unmittelbar,  wie  wir  später  sehen  werden,  die 
demselben  entsprechende  Aenderung  der  letzten  Polygonseiten 
ermitteln. 
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AnmlytUch  wollen  wir  nnr  den  di«  V«rteiuchiiiiK  der  ErSfte  betreffeadeu 
8at>  gani  sllgemelii  bew^Ben ,  ans  diesem  Beweis  folgen  dann  die  In  dieser  nnd 
der  vorigen  Nummer  anfgestellten  SpedalsStne  von  aelbat. 

SindS^j,'  nnd  iS(  «,- die  von  einander  Terschiedenen  Hittelkrilte,  welche  den 
i  +  1  ....n  gleichen  gemeiiiswnen  Kränen  Toraosgehen,  nnd 

die  Mittelkräfte  der  »ersten  Kräfte,  wenn  das  eine  Hai  fBr  die  i  ersten  5,  i,  nnd 
das  andere  Mal  ^^  Sj  eingeführt  wnrde,  eo  giebt  die  Snbtraetion : 
S,  »,  -~  S'^tl—  S(  »,-  —  ^i  if 
Da  ann  S^Sj  —  5,-  «,-  nir  alle  n  con«tant,  nnd  xwar  gleich  der  Dilferenz  der 
Mittelkräfte  aller  nicht  gemeinsamen  Kräfte  ist,  wenn  dieselben  für  das  eEneSystem 
in  positivem,  für  dasandere  in  negativem  Sinn  genommen  werden,  soschneidenslchi, 
nnd  i'  auf  dieser  Hittelkran. 


47.  Analytische  ZaBammensetznng  von  KrSiten  im  Baum, 
die  durch  einen  Pnnkt  gehen  oder  in  einer  El)ene  liegen. 

B^  der  Znsanimeiwetznng  der  Kräfte  in  den  vorigen  Nummern  haben  wir 
voransgesetst ,  dlss  entweder  alle  Kräfte  dnrch  den  Ursprnng  der  Coordioaten 
gehen,  oder  dats  alle  in  der  Ebene  der  xy  liegen.  Der  spitem  Znsammenaetiung 
der  Kräfte  im  Raum  wegen  wollen  wir  nun  die  erhaltenen  Snmmenformeln  eo  ver- 
wandeln, dass  sie  tii  Jeden  Bündel  nnd  Jede  Ebene  das  Ranmea  gelten. 

Der  Natnr  der  Entwickeluogen  von  Nr.  39  8.  164  entsprechend  müssen  wir 
aonebmen,  daaa  die  CooriUaaten  ^i  'n  '13  0  =  ^  1, 4,  —  Iti,  —  ^4,0,  des  un- 
endlich fernen  Punktes  einer  Kraft  gegeben  seien,  Znr  voilatindigen  Bestimmang 
der  Linie  bedfirfen  irir  noch  der  Coordioaten  hlilsi  eines  zweiten  Pnnktes  (e.  B. 
des  Mittelpunktes  des  Strahl enbündels)  nnd  erhalten  Jetct  anmlttellMT  die  Linien- 
Coordlnaten  (f^edkr,  Darst.  Qeom.  8.  545)  der  Kraft  mit  BerGckelchtignng  ihres 
Sinoea,  der  durch  die  Zeichen  der  Ui  ausgedrückt  ist,  nämlich ; 

lii t,—  I  fe  Ik  I  i  4/  -  0. 

\UiUk\ 

Damit 

ein  Pnnkt  ayzu  In  dieser  Linie  liege, 
eine  Ebene  i^Cv  durch  diese  Linie  gehe, 

nÖMen  deren  Coordinaten  bekanntlich  den  Oieichnngen: 


l..)*'.. 

.  +  !,,„,  ..dO-                ;,: 

.t +  •,•!+!<•'. 

+  t,. 

.  +  ;„»,       o-<„{ 

+  !..{  +  '..•, 

+  1..J 

+  1,.«,        o-d.S+l.. 

1                 +/.*«, 

+  1.  ■»+!.. 

s                ,          0 -!„{  +  (., 

,!  +  '..£ 
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oder  aUgemeln ,  weDn  niHghii  irgend  eine  CombinatjoD  der  4  Zahkn  1381  be- 
Mkhoflt  wird,  den  Gleiohnitgea  : 

0  -  l^^Xt    +  l^^^i    +  l„iT,  0  -  l^J^   +  Ij,-f,.   +  i^tf^ 

genflgen,  welohes  die  OleichiingeD  der  PitiJectioaBebenen  der  Linie  aiw  den  Aien' 
eaden,  und  ihrer  Scbnittpnnkte  mit  den  Coordiaateiiebenen  sind ;  damit  aber  dlM 
■nSglicfa  sei,  mDM : 

1.1  I»        !>. 
I..  hx  '<> 

Id  dieeenGleichangen haben  wir  statt  der  vierten  Ordinalen  l,u  and  u  gesellt, 
Dm  aniudaoten,  dus  die  Oleidinngen  und  Coordinateu  mit  belieb i ges  Coefflcienten 
mnitipücirt  werden  dÜrTen.     Endlich  sind  die  Coordinalen 

f  5'  f*  tj'  der  Ebene,    welche 

i"«"z"u"deB  Pnoktee,  In  welchem  " 


„  die  Linie 


aQH  dem  festen  Pnnkt  x'  y'  «'  I  projicirl,      ,      ,,.„,.. 

die  reete  Ebene    f>'i"  1  »obneidet,  "'"'^  ^''^  G'«!«"""««»  = 

{',-'.i''a +  '***".■ +  '*.**    <""»    ''s-'^if'i  +  'j.r,  +i„*o. 

gegeben.  Deon  erstens  genügen  die  f  and  die  x"  den  eben  aargestellten  Gl^ 
chnngen,  was  leicht  erprobt  werden  kann,  wenn  man  berQckslchÜgt ,  dass  £  ^  0 
ist,  Dnd  Eweitens  ist  für  die  Paokte  und  für  die  Ebenen ; 

1"!'+  lY  +  f2  +  f'  — 0     nod     ra:"  +  il'y" +  ;"•"  +  «"— O- 
HttteUt  dieser  Werthe  f .  and  z''  kfinnen  schliesslich  die  Oleichnngea  der 
Ebene  l'  gebildet  werden ,  welche  die  Linie  l  ans  dem  Punkt  (z'  y'  z  I)  projicirt, 
und  des  Pauk tes  j",  in  welchem  die  Ebene  (f  q"  ("  0  von  /  geschnitten  wird; 
nSmlich : 

r  -=  f  z  +  ^'j,  +  f  I  +  «', 

und  i"— i"f +  s"fl+  i"C+  tl". 

Dies  voransgesobiekt,  geben  wir  nach  Nr.  39  S.  165  cnr  Beetimmong  der 
Hittelkraft  Qber;  die  Oleichnng  de*  anendlieh  Teroen  Punktes  der  in  /  wirkenden 
Kraft  J  ist: 

De^  Factor,  welcher  sie  auf  die  Hormalform  bringt : 

e  —  Y^Ai  +  Pi»  +  Pii  +  ä(.i  Ui^'i'+'^lii  '.I  w»  +  «'.1  '.»»». 
Demnaeh  die  Normalform  der  Gleiehnng : 

j-  (u^s  +  'Axi  +  h,!:)  -^. 

Die  Oldcbnng  des  anendlich  fernen  Punktes  der  Mittelkraft: 

worin  sich  X  Ober  die  Gl^hungen  aller  id  Biimmirfnden  Krifte  erstreckt. 
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n  Kiiften  Im  Baum  etc. 


Da  in  dieser  Oleichang  die  Ui  nur  in  der  enten  Poten«  rorkoniiiien ,  so  sind 
die  Coordioaten  a. .  des  uoendiicli  fernen  PuuItteB  der  Kittelkrart: 


Heseichnet  man  mit  a, ,  Oj,  a,  die  Coordioaten  des  fMten  Hittelpnnktes  des 
StrahtenbÜDdels ,  so  hat  man  offvebar  f&r  die  Bbrigen  Llniencoordinaten  der 
Hiitclliraft: 


Wir  projiciren  Jetit  die  RichlungaUDle  der  ErSfte  nnd  der  Hlttelkraft  ans 
einem  fetten  Pnnkt  (z'y'z'  I)  nad  schDOideii  sie  daroli  die  feste  Ebene  {^  i"C  i); 
wir  beielcbnen  die  ProjeetioniebeDe  der  einselnen  Krüfte  mit  l'  nnd  die  der  Hittet- 
kraft mit  a,  und  die  Scbolttpookte  der  einselnen  Krüte  mit  Jl"  ond  der  Hlttel- 
Itnn  mit  n". 

Dann  ist  lant  der  Formeln  im  Eingang : 

o   =  r*  +  ,'y  +  {-,  +  b'  _  0;      o"  =  X'S  +  y"-!  +  *"f  +  u"; 

f,  -  ".i^'Ä  +  "**''■■  +  "-».'='*  .  "■"'  *",  -  ««**"*  +  "p.f.-  +  «j*n  , 
itt.  In  diesen  Formeln  enthält  f  ,  mitbin  auch  d  die  Elemente  —  Uk  nur  Im 
ersten  Grad,  sie  serfallen  daher  in  die  Gleichungen: 

o'  — jfA      und      tt"  — Jr— . 


Waa  wir  ri»eD  fOr  den  Strahten- 
bündel  bewiesen  haben ,  Uast  sich  anch 
fix  die  0>ene  beweisen  (siehe  Fig.  99). 

Wir  piojiclren  alle  in  der  Ebene 
wirkenden  Kräfte  In  eine  der  drei  Pro- 
jeetiDn »ebenen,  die  der  zy  %.  B.,  setzen 
iie  dort  nach  den  Kegeln  von  Nr.  13 
S.  171  sDsammen,  nnd  projiciren  die 
Mittelkraft  in  Jene  Ebene  wieder  inrUck. 
Es  ist  dies  gestattet,  denn  bei  dem  Pro- 
lidrea  bleiben  alle  Strahlen  des  Krüfle- 
polfgons  nnd  des  Seilpolygons  parallel, 
die  es  Torher  waren  nnd  nachher 
■odi  sein  sollen. 

Die  Glelcbnng  der  Projectlon  der 
Linie  l  in  der  Ebene  xy  Ist: 

O  — It,i  +  f,,y  -^  ^,. 


Fig,  9S. 
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Der  Factor  —j-  der  projicirten  Kraft  lor  projlcirten  Strecke  e',  dnreh  wel- 

A 

chen  die  Glelehong  auf  ihre  Noncairorm  gebracht  wird,  ist  ofteniMr  Kleieh  —  > 

worin  A  nnd  t  die  obige  Bedentiuig  haben,  denn  A' A  and  t' e  sind  StBcke  von 
geraden  UnleD  iwleohea  parallelen  Ordlnaten ,  wie  die  Fig.  9e  leigt.  Die  Glei- 
cbRiig  der  horizontalen  Prajeotlon  der  Hittelkraft  ist  demnach : 

0-Z^(4.»+I„y +  (.,). 

Da  man  aaf  gleiche  Weise  das  elieDe  Gebilde  anf  die  3  anderen  Coordlnalen- 
ebenen  projiciren  Icann ,  nnd  daoD  so  Sbnllche  Getdlde  entstehen ,  m  fe^  ganz 
allgemein : 


Genau  wie  oben  kann  Jetzt  welter  bewICBen  werden ,  dMc  wenn  man  die 
Rr&rte  BOB  rinem  Punkt  dnreh  die  Ebene  T  proJMrt,  and  ale  dareh  eine  Ebene  in 
einem  Punkte  1"  schneidet,  man  ebenfaUa  habe : 

o'  —  £  —  r  und  «"  —  J  —  V. 

Man  kann  daher  gani  aligemein  sagen: 

Mnltlplicirt  man  die  Liniencoordioaten  von  KrSften,  die 
dnrob  einen  Punkt  geben  oder  in  einer  Ebene  liegen,  mit  den 

MormaKaetor  -— ,  und  bildet  mit  den  so  verwandelten  Linlen- 
coordinateo  die  Qleichnngen  der  Ebene,  welche  sie  ans  oinem 
beliebigen,  aber  fQr  alle  Linien  festen  Pnnkte,  projiciren, 
nnd  der  Panlite,  In  welchen  sie  von  einer  beliebigen,  aber 
festen  Ebene  geschnitten  werden:  so  sind  die  Llniencoordi- 
naten  der  UittelkrSfte,  die  algebralaehe  Sumoien  der  Linlen- 
coordinaten  der  einseluen  ErBfte;  nnd  die  Qleichnngen  der 
Ebene,  welche  die  Mittelkraft  ans  dem  angenommenen  festen 
Punkt  projioirt,  und  die  Gleichung  des  Punktes,  In  welchem 
sie  von  der  angenommenen  festen  Ebene  gescfanitten  wird, 
sind  die  algebraischen  Summen  der  entsprechenden  Oleiehnn- 
gen  der  elnielnen  Kräfte. 
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Zweites  Kapitel. 

Das  Moment  der  Kräfte  und  nnendlich  ferne 
Kräfte  in  der  Ebene. 

48.  Moment  Ton  Kräften  in  der  Ebene. 

Unter  dem  Homeot  eiDer  Kraft  z.  B.  i>,  (Fig.  100)  in  Bezug 
auf  einen  beliebigen  Punkt  0  verstebt  man  den  doppelten  Flächen- 
inhalt des  Dreiecke  0 1 ,  welches  vom  Punkt  0  aus  die  Kraft  1 


projicirt ,  wobei  man  sich  dieselbe  in  ihrer  OrBsse  auf  ihrer  Rich- 
tungelinie aufgetragen  zu  denken  bat.  Der  Sinn  der  Fläche  wird 
durch  die  Richtung  deaselbea  Pfeiles  bestimmt,  welcher  die  Rich- 
tung der  Kraft  andeutet.  So  haben  z.  B.  die  Momente  der  Kräfte 
1  und  3  entgegengesetzten  Sinn ,  wie  es  durch  die  beiden  Kreis- 
pfeile  angedentet  ist. 

Die  Summe  der  Momente  einer  beliebigen  Zahl 
Kräfte  in  einer  Ebene  bezüglich  eines  Punktes 
dieser  Ebene  ist  gleich  dem  Moment  ihrer  Hittel- 
kraft in  Bezug  auf  denselben  Punkt. 

Wirken  alle  Krilfte  auf  einen  Punkt  A  (Fig.  100),  so  verbinde 
man  diesen  mit  dem  angenommenen  Pol  der  Momente  and  pro- 
jicire  das  Kräftepolygon  1 . 2 .  .n  (Fig.  101)  auf  eine  Senkrechte  k 
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ZU  AOf  dann  wird  der  Inhalt  einer  jeden  eine  Kraft,  z.  B.  I  pro- 
jicirenden  Fläche  gleich  '/s-^ömal  der  Projection  Aj  dieaer  Kraft 
auf  die  Linie  h  (Fig.  101)  sein,  weil  ky  gleich  A',  der  Höhe  des 
projicirenden  Dreiecks  ist.  Nun  ist  aber  2h  (tn  Fig.  101) 
=  An..»,  mithin  auch  ^^AO  Sk=  '/(3/Ö  ^it..«  oder  das  Mo- 
ment der  Kräfte  I2..n  ist  gleich  dem  Moment  ihrer  Mittelkraft 
(1  2 . .  n)  bezOglicb  eines  beliebigen ,  aber  fUr  alle  Kräfte  gleichen 
Punktes. 

Wirken  die  einzelnen  Kräfte  nicht  auf  einen  und  denselben 
Punkt,  so  verbinde  man  sie  alle  durch  ein  Seilpolygon ,  dann  er- 
hält man ,  von  einem  Eckpunkt  (Taf  5i)  zum  andern  tibergehend, 
das  Moment  der  Spannung  in  23  gleich  dem  Moment  der  Ki^fle 
1  und  2.  Das  Moment  der  Spannung  in  34  gleich  dem  derEraftä 
mehr  dem  der  Spannung  in  2  3,  das  gleich  ist  der  Summe  der 
Momente  von  1  und  2,  mithin  ist  das  Moment  der  Spannung  in  34 
gleich  der  Summe  der  Momente  derKi^fte  123,  und  so  kann  man 
bis  zur  nten  fortfahren. 

Gew&hnlich  wird  das  Moment  analytisch  durch  das  Produet 
der  Kraft  P,  mit  ihrer  Entfernung  pi  vom  Momentenpol  (dem  so- 
genannten Hebelarm),  also  durch  P,pi  ausgedrückt,  wo  dann  das 
Moment  der  Mittelkraft  einer  beliebigen  Zahl  Kräfte  *-  2Pp  ist 
Mitunter  wird  auch,  wenn  alle  Kräfte  auf  einen  Punkt  wirken, 
statt  Pf  p,  das  Produet  Pf  ly  gebildet ,  wo  /(  die  Entfernung  des 
Punktes  A  (Fig.  100)  vom  Fusspunkt  des  Hebelarmes  pi  bezeich- 
nei  BezQgiich  dieser  Producte  gilt  natllrlioh  dasselbe  Gesetz, 
denn  sie  sind  nichts  anderes  als  die  Momente  derselben  Kräfte 
bezüglich  eines  Punktes  0, ,  der  so  liegt,  dass  0A0^  ein  gleich- 
sebenkeliges  rechtwinkeliges  Dreieck  ist.  Denn  dann  sind  immer 
die  langen  i^l,  eben  so  wie^tj*!  einander  gleich. 

Diese  Producta  P  können  aber  nur  dann  einen  Sinn  haben, 
wenn  die  Richtung  aller  Kräfte  durch  einen  Punkt  geht,  denn  nur 
dann  ist  der  Punkt  Oi  vorhanden. 

Da  das  Moment  einer  beliebigen  Zahl  Kräfte  gleich  dem  Mo- 
ment ihrer  Mittelkraft  ist,  so  ist  es  gleich  0  für  alle  Punkte  dieser 
Mittelkraft,  gleich  gross  fUr  alle  Punkte  einer  Parallelen  zur 
Sichtung  dieser  Mittelkraft,  und  die  absolute  Grösse  desselben 
wftohst  proportional  mit  der  Entfernung  dieser  Parallelen  von  der 
Mittelkraft. 
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Wenn  man  io  die  Nonnsiram)  — —  (ai  +  by  +  e)  einer  Linie  die  Coordi- 
Daten  x  and  g  eines  beehmmten  Pnaktes  substituirt,  bo  ist  du  Besnltat  a  der  wok- 
recbte  Abstand  dieses  Punktes  von  der  RichtangBlinie  i.  Die  Prodacte  Aa,  S»  sind 
daher  nlehts  anderes  als  das,  was  man  KewOhnllcb  die  Hoaente  der  Kräfte  beiflg- 
lich  dnes  Fanktes  nennt. 

Aas  St  —  XAa  geht  demnncli  herror,  dass  das  Moment  der  Nlttelkr*n  S 
^eieh  der  Smnme  der  Momente  der  sSramtllohen  Seitenkrifte  A  besSglioh  irgend 
eines  Pnolites  der  Ebene  sei.  Sobstitnlrt  man  insbesondere  für  x,  y,  1  die  Coordl- 
Mten  der  Eckpunkte  des  Coordinatendreieoke  I,  D,  0;  0,  1,  0  and  0,  0,  1,  so  er- 
hält man : 


*i..«»i..i.   —  XA  —<.>•=  +  XA^p-, 

wn  p.  den  Perpenfflkel  ma  Ursprung  aaf  die  Unle  i  bezelebnet.  Die  beiden 
ersten  ITarTneln  bedenten,  dass  die  mit  den  Aien  parallelen  Sdtenkrifle  derUlltel- 
kraR  gleieh  der  Snmme  der  entsprechenden  SeiteDkräfte  aller  mummeuiwetaea- 
den  Krifte  ist;  die  letite  drSckt  die  Homentengleiobh^t  besQglich  des  Unprangs 
ans.  Ss  sind  dies  die  gewöhnlichen  Qleicbangen ,  »eiche  jsnr  Zusammensetsung 
der  Kräfte  dienen,  und  man  sieht,  dass  sie  in  der  allgemelDen  Sammenformel  ent- 
halten sind  nnd  deraelbea  durch  SubBtitulion  besonderer  Werlbe  fGi  *  und  y 
entspringen . 


49.  Graphische  Bestimmung  der  Momente, 

Die  BestimmuDg  der  Grösse  der  Momente  geschieht  am 
zweckmässigsten  durch  Verwandlung  der  sie  darstelleadeu  FlächeD, 
und  wir  hätten  hier  dem  in  Nr.  15  (S.  86)  Gesagten  nichti)  weiter 
beizufägen ,  wenn  es  nicht  möglich  wäre,  diesen  oder  doeh  ähn- 
lichen Constructionen  einen  mehr  statischen  Sinn,  wenn  wir  uns 
80  ausdrücken  dUrfen,  unterzulegen. 

Wie  wir  bei  Verwandlung  der  Flächen  alle  auf  eine  bestinunte 
constante  Basis  verwandelt  haben,  um  Linien  zu  erhalten,  welche 
diesen  Flächen  proportional  sind,  so  wollen  wir  auch  bei  Bestim- 
mung der  Momente,  diese  auf  eine  constante  Kraft  von  B  einer 
runden  Zahl  Gewichtseinheiten  so  reduciren,  dass  wir  am  Hebel- 
arm h  dieser  Kraft,  direct  das  Moment  H  k  ablesea  können. 
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Da  nun  das  Moment  einer  jeden  Kraft,  die  darch  den  ge- 
gebenen Homentenpol  gebt,  ^  0  ist,  m  gelangt  man  sehr  leicht 
zu  dem  Hebelarm  h,  wenn  man  die  gegebene  Kraft  P  im  Kräfte- 
polygon (Fig.  102  und  103)  in  zwei  Seitenkiäfte  zerlegt,  wovon 


FJK-  109. 


die  eine  dem  in  Richtung  und  GrOeee  gegebenen  H  gleich  ist,  wo- 
durch dann  auch  die  andere  Q  bestimmt  ist  Zieht  man  nun  durch 
den  gegebenen  Fol  0  (Fig.  103)  eine  Parallele  Oj4  zu  Q  nnd 
denkt  man  sich  die  Zerlegung  von  P  i»  dem  Schnittpunkt  ^  mit 
der  Parallelen  vorgenommen,  so  wird  die  Kraft  Q  durch  den  Pol  0 
gehen  and  das  Moment  von  P  dem  von  H  gleich  sein ;  der  Perpen- 
dikel  k  (der  nicht  immer  ausgezogen  zu  werden  braucht)  vom 
Punkt  ^  auf  eine  durch  0  laufende  Farallellinie  zu  H,  ist  der  ge- 
suchte Hebelarm.  Um  zu  zeigen,  dass  diese  ganze  Operation 
nichts  anderes  als  eine  Flächenverwandlung  war,  haben  wir  das 
Dreieck  PQH  auch  in  die  Fig.  103  eingetragen,  und  man  sieht 
auf  den  ersten  Blick,  dass  Hh  der  doppelte  Inhalt  der  schraffirtcn 
Momentenfläche  ist. 

Hier  mQssen  wir  bemerken ,  dass  der  Sinn  der  Fläche  nicht 
aus  der  Lage  von  A,  sondern  nur  aus  den  Pfeilen  von  P  und  H, 
welche  immer  eine  in  demselben  Sinn  umfahrene  Momentenfläche 
geben,  entnommen  werden  kann.  Da  alle  Momenteudreiecke 
einen  ihrer  E>;kpnnkte  im  Pol  0  haben ,  so  muss  der  Sinn  der 
Fläche  immer  mit  dem  Sinn  der  Drehung  der  Kraft  um  den  Punkt 
0  zusammenfallen. 

Wenden  wir  das  eben  Entwickelte  noch  auf  die  Bestimmung 
des  Momentes  zweier  Kräfte,  unter  denen  wir  uns  z.  B.  die  Span- 
nungen zweier  äussersten  Seilpolygonseiten  als  Mittelkräfte  der 
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zwiBefaeo  ihnen  wirkenden  Kräfte  denken  können,  an.  Ea  sei  0 
(Fig.  104)  der  Momentenpol  (siehe  noch  das  Kräftepolygon 
Kig.  105) ,  P  and  /*t  die  Kräfte,  deren  Momente  beBtimmt  werden 


FlE-  tot- 


Fig.  105. 


sollen,  endlich  H  dieKräftebasie,  aufweiche  sie  zu  reduciren  sind. 
Dann  zeigt  Fig.  105  ^\&  Zerlegung  der  Kräfte  Pin  H  und  Q,  und 
P,  in  H  und  Qu  und  man  erhält  die  Funkte  ^  and  Ji  (Fig.  104), 
in  welchen  die  Zerlegung ,  wie  angedeutet  ist,  stattzufinden  hat, 
indem  Oj4  und  O^f  parallel  zu  Q  und  Q,  (in  Fig.  105)  gezogen 
werden  und  die  Perpendikel  h  und  A,  auf  die  durch  0  gezogenen 
Parallelen  za  H  sind  die  gesuchten  Hebelarme.  Sie  addiren  sich, 
weil  beide  Kräfte  P  und  P,  eben  so  wie  beide  H  in  demselben 
SioD  um  0  drehen.  Die  ganze  stark  ausgezogene  Linie  A  -{-  A, 
multiplicirt  mit  H,  ist  daher  dem  Moment  der  beiden  KHtfte  P  und 
Pi  gleich. 

Bewegt  sich  der  Momentenpol  auf  einer  zur  Mittelkraft  von 
P  und  P|  parallelen  Linie  OC,  so  ändert  sich  A  -j-  A,  nicht,  denn 
Toriängert  iaa.aAOhi»B,  bis  zu  einer  durch  Cgehenden Parallelen 
BC  2u  P,  so  sind  ^t  B  und  R  immer  parallel  als  sechste  Seiten 
der  beiden  Vierecke  OA^  CB  (Fig.  104)  und  PP,  Q,  Q  (Fig.  105), 
von  denen  schon  2  Hai  2  gegenüberliegenden  und  die  fünften  Seiten 
parallel  laufen ;  h  ■\-  hx  ist  daher  immer  die  auf  H  senkrecht 
stehende  Projection  der  zwischen  zwei  Parallelen  parallel  zu  sich 
selbst  sich  bewegenden  unddeeehalb  gleich  lang  bleibenden  Linie 
AB.    Häbert  sich  0  und  mit  0  auch  die  Gerade  OC  dem  Schnitt- 
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punkt  D  der  beiden  Kräfte  P  und  Pj ,  d.  b.  ihrer  Hittelkn^,  so 
bleibt  sich  doch  stete  das  Gebilde  OADAi  (k  -\-  A,)  ähnlich  and 
/>  -\-  hl  ändert  flieh  proportional  der  Entfernung  des  Punktes  D 
von  0  oder  OC.  Die  Länge  A  +  Ai  wird  =  0,  wenn  OC  durch 
D  geht. 

Wir  haben  zwar  (Nr.  4S  S.  181}  das  eben  Gesagte  schon  ein- 
lual  ausgesprochen  und  bewiesen ,  doch  glaubten  wir  die  Richtig- 
keit der  Constniction  durch  Fig.  104  auch  noch  geometrisch  nach- 
weisen zu  sollen ,  weil  wir  dieselbe  später  noch  benutzen  werden. 

Sind  die  Momente  sehr  vieler  Kräfte,  die  man  gerade  nicht 
durch  ein  Seilpolygon  zu  verbinden  gedenkt,  zu  reduciren,  so  kann 
auch  folgende  Constructiou  mit  Vortheil  angewendet  werden. 

Man  beschreibe  von  dem  Po)  (Taf.  7)  ala  Centrum  einen  Kreis 
mit  jff  =:  r  als  Halbmesser,  der  so  gross  anzunehmen  ist,  dass  er 
die  RichtungBÜnie  aller  Kräfte  schneidet,  deren  Moment  zu  be- 
stimmen ist.     Betrachtet  mau  dann  H  als  Basis  aller  einzelnen 

Momentendreiecke ,  so  sind  die  Antiprojectionen  hf ,  kf der 

einzelnen  Kräfte  senkrecht  zu  diesem  H  gleibh  den  gesuchten 
Hebelarmen,  durch  deren  Addition  man  das  Totalmoment  er- 
halten kann. 

Flächen  sind  Producte  von  zwei  in  jeder  Beziehung  homo- 
genen Linien,  dies  ist  bei  Momenten  nicht  mehr  der  Fall;  sie  sind 
das  Prodnct  einer  Kraft  und  einer  Linie,  zwei  vollkommen 
heterogenen  Elementen ,  und  man  könnte  fragen ,  ob  es  gestattet 
sein  kann,  sie,  so  wie  wir  es  gethan  haben,  zu  verwandeln,  als  ob 
sie  ganz  homogen  zusammengesetzt  wären.  Diese  Frage  muss 
unbedingt  bejaht  werden.  Die  Fläche  an  und  fUr  sich  als  das 
Moment  repräsentirend ,  muss  als  etwas  ganz  Gleichartiges  be- 
trachtet werden.  Die  Kilogrammmeter  z.  B.,  die  man  erhalten  hat, 
sind  weder  Kilogramm  noch  Meter,  sondern  eben  Kilo^amm- 
meter,  das  Prodnct  beider,  und  ebenso  wie  dieses  verwandelt  wer- 
den kann,  muss  auch  die  dieses  Prodnct  darstellende  Fläche  ver- 
wandelt werden  können,  vorausgesetzt  nur :  dass  sie  durch  Hulti- 
plication  beider,  d.  h.  dadurch  entstanden  sei ,  dasa  eine  ihrer  Di- 
mensionen ursprünglich  eine  Kraft  und  die  andere  eine  Linie  war. 
Man  kann  also  die  Fläche  eben  so  gut  verwandeln ,  als  man  das 
Moment  einer  Kraft  von  i  Kilogr.  an  einem  Hebelarm  von  lÖ  Me- 
tern ,  dem  einer  Kraft  von  10  Kilogr.  an  einem  Hebelarm  von  6 
Metern  gleichsetzen  kann.    Auch  kann  mau  stets  den  Bebelarm 
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mit  der  Kraft  eben  so  ^iit  veiiauscbea ,  als  man  im  eben  citirten 
Beispiel  auch  eine  Kraft  von  6  Ktlogr.  au  einem  HebelRrm  Ton 
10  Metern  anaehmen  darf.  Nur  muss  stets,  wenn  eine  der  Linien, 
in  die  man  die  Momentenfl&che  zerlegt  bat,  auf  dem  Maasaetab  der 
Linien  abgegriffen  wurde,  die  andere  senkreobt  darauf  Btebende 
auf  demselben  Maasastab  der  Kräfte  abgegriffen  werden,  in  wel- 
chem die  Kr&fte  aufgetragen  wurden ,  die  zur  ursprünglichen  Bil- 
dung der  Momente  dienten. 

Die  Constructionen,  die  zur  Redaction  der  Momente  auf  einen 
Hebelann  von  einer  runden  Zahl  Längeneinheiten  dienten ,  sind 
daher  genau  dieselben  als  diejenigen ,  welche  zur  Reduction  der- 
selben auf  eine  Kraft  ron  einer  runden  Zahl  Gewiehtaeinheiten 
dienten.  Wäre  z.  B.  (in  Fig.  105)  H  gleich  einer  runden  Zahl 
Längeneinheiten ,  so  könnte  man  A  -f-  A|  ^vS  dem  Maasastab  der 
Kräfte  ablesen,  und  als  am  Hebelarm  H  wirkend  betrachten. 


50.  Unendlich  ferne  nnd  kleine  Kr&fte. 

Wenn  zwei  Seilpolygonseiten  parallel  laufen,  so  liegt  ihr 
Scbnitt  im  Unendlichen  und  ihre  Richtung  ist  jedenfalls  außh  die 
der  Mittelkraft  der  zwischen  ihnen  wirkenden  Kräfte.  Auf  Taf.  5» 
z.  B.  laufen  die  Polygonaeiten  4  5  und  9  10  parallel ,  hierdurch  ist 
der  unendlich  ferne  Funkt  der  Mittelkraft  von  (5  67  8  9)  d.  b.  ihre 
,Kiobtung  gegeben,  allein  die  Lage  der  Kraft  ist  noch  unbestimmt. 
Um  sie  zu  bestimmen ,  hat  man  nur  dieaelben  Kräfte  durch  irgend 
ein  anderes  Seilpolygon  4i5|  6,  7i8,  9i  lOj  zu  verbinden,  dessen 
entsprechender  Pol  Og  im  Kräftepolygon  (Taf.  5^)  nicht  auf  dem 
ZQ  den  parallelen Seilpolygonaeiten  parallelen StrahlO  (54)  (910) 
liegt,  um  durch  Verlängerung  und  Schnitt  der  äussersten  Seil- 
polygonseiten 4i  5,  und  9,  lOi  (Taf.  5«)  einen  Punkt  der  Mittelkraft 
(5  6  7  89)  zu  erhalten,  deren  Richtung  uud  Lage  somit  bekannt  ist. 
Sollte  die  Mittelkraft  ganz  im  Unendlichen  liegen,  so  mtlssten  auch 
die  Seiten  4,  5i  und  9]  lOi  parallel  laufen ,  dann  ginge  die  Mittel- 
kraft nicht  allein  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Polygon- 
aeite  4  5 ,  sondern  auch  durch  den  der  Seite  4,  5]  und  läge  dem- 
nach ganz  im  Unendlichen.  Damit  aber  dies  eintreffe,  mttssten 
nicht  allein  die  Strahlen  0  (4  5)  und  0  (9  10)  (Taf.  5,) ,  sondern 
auch  die  Strahlen  0^  (45)  uud  0,  (910)  im  Kräftepotygun  zu- 
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Bammenfallen.  Dies  findet  aber  nur  dann  statt,  wenn  die  Punkte 
(45)  und  (i)10)  Beibat  zusammenfallen,  d.  h.  wenn  die  Grösse  der 
Mittelkraft  (5  6  7  8  9)  =  0  oder  besser  gesa^,  unendlich  klein  ist 

Diese  unendlich  fernen  und  kleinen  Kräfte  mit  endlichen 
Kräften  in  eodlieber  Entfernung  zusammengesetzt,  können,  wie 
aus  dem  Kräftepoljgon  herrorgeht,  zwar  die  Girösse'der  Mittelkraft 
nicht  ändern,  aber  wie  aus  dem  Seilpolygon  hervorgeht,  deren 
Lage.  Setzt  man  z.  B.  die  beiden  parallelen ,  aber  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  wirkenden  gleichen  Kräfte  6  und  7,  die  ein 
Kräftepaar  genannt  werden  und  die  der  einfachste  Ausdruck  einer 
unendlich  fernen  und  kleinen  Kraft  sind,  mit  der  Kraft  (12345) 
zusammen,  deren  Richtung  und  Lage  5  6  ist,  soversobiebt  sich  diese 
letztere  nacb7S,  ebenso  verschiebt  sich  dieLage  derKraft(234d) 
in  Folge  der  Zusammensetzung  mit  demselben  Kräftepaar  6  7,  von 
5i  6,  parallel  zu  sich  selbst  nach  7)  8i. 

Hieraus  geht  also  hervor,  dass  unendlich  kleine  und  ferne 
Kräfte  Grßssen  gleicher  Ordnung  als  wie  endliche  Kiilfte  in  end- 
licher Entfernung  sind  und  mit  diesen  zusammengesetzt  werden 
können.  Endliche  Kräfte  in  unendlicher  Entfernung  sind  unend- 
lich grosse  Grössen,  die  mit  endlichen  Kräften  nicht  mehr  zusam- 
mengesetzt werden  können,  denn  wenn  eine  unendlich  kleine  und 
ferne  Kraft  die  Mittelkraft  (2... 5)  um  ein  Endliches  verrUckt,  so 
würde  diese  durch  eine  unendlich  ferne  endliche  Kraft  ins  Unend- 
liche verrückt  und  die  Zusammensetzung  wäre  unmöglich.  Ebenso 
klar  ist  es  auch ,  dass  eine  unendlich  kleine  Kraft  in  endlicher 
Entfernung,  die  Lage  einer  endlichen  Mittelkraft  nicht  mehr  ändern 
kann,  und  als  unendlich  kleine  Grösse  niedrigerer  Ordnung 
vernachlässigt  werden  kann.  Um  unendlich  kleine  und  ferne 
Kräfte  direct  zusammensetzen  zu  können ,  fehlt  nichts  mehr  als 
ihr  Maass. 


51.  Das  MaaBS  unendlich  kleiner  and  ferner  Kräfte. 

Da  alle  Kräfte ,  welche  in  einer  und  derselben  geraden  Linie 
wirken,  ihren  Momenten,  in  Bezug  auf  irgend  einen  Pol  propor- 
tional sind,  so  sind  auch  die  in  der  unendlich  fernen  Geraden  wir- 
kenden Kräfte  ihren  Momenten  in  Bezug  auf  irgend  einen  Pol 
proportional.     Da  ferner  durch  die  Aenderung  der  Lage  des  Poles 
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Plg.  106. 


V 


in  der  Endlichkeit,  nur  Terecbwindend  kleine  Aenderungen  am 
Hebelarm  der  unendlich  feroeu  £räfte  herrorgebracht  werden ,  so 
ist  das  Moment  der  unendlich  fernen  Kräfte  constant  fUr  alle  Pole 
in  der  Endlichkeit  Wir  dürfen  daher,  eo  lange  -wir  nur  in  der 
Endlichkeit  construiren ,  das  Moment  der  unendlich  femeo  Kräfte 
als  ihr  Maass  annehmen.  Die  wirkliche  Grösse  dieser  Kräfte  ist 
jedoch  immer  nur  gleich  diesem  Moment,  getheilt  durch  ihren 
eonstanten  aber  unendlich  langen  Hebelarm. 

Dasa  das  Moment  aller  oo  kl.  Kräfte  constant  sei,  lässt  sich 
leicht  an  einem  Kräftepaar  erproben.  So  iat  z.  B.  das  halbe  Mo- 
ment der  beiden  parallelen,  aber  in  entgegengesetzter  Richtung 
wirkenden  Kräfte  (Fig.  106),  gleich  der  Differenz  der  beiden 
Dreiecke  O^B  und  ODC  oder  der  Figur 
AB0CD4  =  dem  Dreieck  ABD.  Der  In- 
halt dieses  letzteren  ist  aber  von  der  Lage 
des  Poles  0  ganz  unabhängig,  und  sein 
doppelter  Inhalt  gleich  der  einen  Kraft  /iB 
multiplicirt  mit  der  senkrechten  Entfernung 
der  andern  als  Hebelarm.  Dasselbe  gilt 
Qotbwendiger  Weise  auch  von  Momenten- 
Hummen  beliebiger  anderer  Knifte,  deren 
Mittelkraft  =  0  ist.  Da  unter  der  Grüssp 
einer  solchen  Momentensumme  auch  ihr 
Zeichen  inbegriffen  ist,  so  folgt,  dass  auch 
die  Momentenflächen  solcher  Kräfte  mit  der 
Mittelkraft  0  stets  in  demselben  Sinn  um- 
fahren werden ,  und  dass  daher  der 
Drebungssinn  solcher  uneudlich  fernen 
Kräfte  stets  derselbe  sei.  Die  Momentenfiäche  des  Kräftepaartes 
(Fig.  106),  ist  dieselbe,  wenn  auch  der  Pol  0  auf  die  andere  Seite 
des  Paares  nach  0^  versetzt  würde,  die  Fläche  ist  in  demselben 
vom  Pfeil  angedeuteten  Sinn  umfahren,  und  das  Paar  dreht  in 
demselben  Sinn  um  0,  als  wie  um  0. 

Analytisch  wird  die  oo  ferne  Kraft  diidnrch  angeieigt,  dima  die  Coefflctenten 
nn z  ood  gr  in  .S'n  gleich  0  werden.  Ss  redncirt  sich  dann  anf  2  -  cu,  du 
Honent,  welches  nneh  dax  Mansa  der  oo  Ornon  Kmll  i$r. 


/ 


/ 
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5S.  ZasammensetzDng  der  nnenälich  fernen  und  kleinen 
Kräfte  in  der  Ebene. 

Da  die  anendlich  ferne  Linie  in  der  Ebene 
eine  Gerade  ist,  80  addireu  eich  einfach  die  in  der- 
selben wirkenden  unendlich  fernen  Kräfte. 

Das  stimmt  vollkommen  damit  Uberein ,  was  Nr.  48  S.  181 
liewiesen  wurde,  daes  die  Momente  mehrerer  beliebiger,  also  auch 
unendlich  ferner  Kräfte  sich  bei  Bildung  einer  Mittelkraft  einfach 
addiren. 

Femer  geht  hieraus  henror,  dass  zwei  Kräftepaare  von 
gleichen  aber  entgegengesetzten  Momenten  sich  aufheben,  weil  die 
Summe  der  unendlich  fernen  Kräfte,  durch  die  sie  dargestelll 
werden,  =  0  ist. 

Es  tässt  sich  dies  auch  leicht  direct  geometrisch  beweisen. 
Sind  die  schraflirten  Momentendreiecke  der  beiden  bis  zu  ihren 
gegenseitigen  Durchschnittspunkten  verlängerten  Kräftepaare  PPt 
und  QQi  (Fig.  107)  gleich  gross  und  entgegengesetzten  Sinnes,  so 
laufen  BC  und  DE  parallel ,  PmdQ 
verhalten  sich  daher  wie  jiE  und 
^D,  wie  die  Seiten  des  Parallele- 
gramms ADjiiE,  die  Mittelkraft  von 
P  und  Q  fällt  dann  mit  der  Diagonale 
desselben  zusammen,  ebenso  die 
gleich  grosse,  aber  entgegengesetzt 
"      ^'  L        K  wirkende  Mittelkraft  von  P^  und  Q\ 

und  beide  heben  sich  gegenseitig  auf. 
Genau  auf  die  gleiche  Weise  wird  auch  der  allgemeine  Satz 
bewiesen:  wenn  zwei  Kräftepaare  im  Gleichgewicht  sind,  so  ver- 
halten sich  die  Kiilfte,  welche  sie  zusammensetzen,  wie'die  Seiten 
des  Parallelogramms,  das  ihre  Kichtuogslinien  bilden. 

Sind  unendlich  ferne  und  kleine  Kräfte  als  Mittelkräfte  zweier 
oder  mehrerer  andern  Kräfte  gegeben ,  so  kann  man  sie  einfach 
durch  Verbindung  mittelst  eines  Seilpolygons  mit  andern  Kräften 
zusammensetzen ,  wie  es  z.  B.  in  Kr.  44  S.  173  Taf.  b^  gezeigt  ist, 
wo  das  Kräftepaar  6  7  mit  den  Mittelkräften  (1 2 ...  5)  und  (2  3  ...'S) 
zusammengesetzt  wurde. 
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Sind  die  aneodlich  fernen  Kräfte  durch  ihre  MomenteDfläche, 
ihr  Haasa  gegeben,  und  mit  endlichen  Kräften  zusammenzusetzen, 
eo  bat  man  die  Mitteliiraft  dieser  letztem  eic^h  um  so  viel  zu 
versetzen,  dass  sieb  ihr  Moment,  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt 
der  Ebene,  um  die  gegebene  Homentenfläche  der  unendlich  fernen 
Kraft  ändert.  Denn  durch  die  unendlich  kleine  Kraft  kann  weder 
die  Richtung  noch  die  Grösse  der  endlichen  Mittelkraft  rerändert 
werden ,  und  nur  ihr  Moment  ändert  sich  um  das  der  unendlich 
fernen  Kraft.  Denkt  man  sieb  zum  ZwbcIe  dieser  Versetzung  den 
Momentenpol  auf  der  Richtungslinie  P  der  Mittelkraft  selbst  in  0 
(Fig.  108),  80  versetzt  sich  dieselbe  bei  der 
Zusammensetzung  mit  einer  unendlich  fer-  ^'S-  los. 

nen  Kraft  um  so  weit  nach  /*, ,  dass  die 
schraffirte  Momentenfläche  in  Sinn  und  In- 
halt gleich  der  der  unendlich  fernen  Kraft 
werde.  Und  umgekehrt  kann  man  jede 
Kraft  P  in  eine  gleich  grosse,  in  beliebiger 
Entfernung  parallel  zu  ihr  wirkende  Kraft 
Pi  und  eine  unendlich  ferne  Kraft  zerlegen,  -if 

deren Homentenääche  der  negativen  schraf-  y 

firten  Fläche  gleich  wäre.  ^P 

Wäre  eine,  nur  durch  ihr  Moment  ge- 
gebene unendlich  ferne  Kraft  in  ein  Seil- 
polygon einzuschalten ,  so  wUrde  bezüglich 
der  Foljgonseite,  nach  der  sie  folgen  soll,  genau  dasselbe  gelten, 
was  eben  über  die  einzelne  Kraft  P  gesagt  wurde;  z.  B.  wäre  statt 
des  Kräftepaares  6  und  7  (in  Taf.  5*)  die  schraffirte  Momenten- 
flficfae  desselben  als  Dreieck  gegeben ,  dessen  Hohe  h  gleich  der 
Entfernung  and  dessen  Basis  gleich  einer  der  Kräfte  6,  7  und 
dessen  Sinn  durch   den  Pfeil  angedeutet  ist,  so  hätte  man  nur 
dieses  Dreieck  auf  die  Basis  (1...5)  zu  verwandeln,   um  einen 
Punkt  der  Kraft  (1...7)  zu  erhalten.    Wären  dann  die  Linien  6,  7 
und  (6  7)  nicht  vorhanden,  so  durfte  man  sieh  das  Seilpolygon  bei 
5  nicht  abgebrochen ,  sondern  dort  in's  Unendliche  und  zurtlck 
nach  78  gebend  denken,  was  durch  eine  Klammer  angedeutet 
werden  kjjnnte. 
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53.  Das  Gleichgewicht  von  Kr&ften  in  der  Ebene. 

Wir  können  nun  die  Gleichgewicbtebedingnngen  der  ErSfte 
ganz  allgemein  wie  folgt  ausdrücken ;  dabei  werden  wir  uns  unter 
einer  aneDdlich  fernen  Kraft,  die  ^  0  ist,  eine  solche  denken 
deren  Moment  =  0  ist 

Eine  beliebige  Zahl  Kräfte  ist  im  Gleichge- 
wicht, wenn  ihre  Mittelkraft  =018 1. 

Die  Kräfte  sind  hier  im  allgemeinsten  Sinn  genommen,  sie 
können  endliche  und  unendlieh  ferne  Krftfte  sein ;  und  dürfen  also 
auch  keine  unendlich  ferne  Mittelkraft  haben. 

Sind  Kräfte  nicht  im  Gleichgewicht,  so  kann 
dieses  immer  durch  die  umgekehrte  Mittelkraft, 
d.  h.  durch  die  Kraft  hergestellt  werden,  dureh 
welche  die  Mittelkraft  des  ganzen  Kräfte-Syatem» 
aufOreducirtwird. 

Besondere  Fälle  sind  nun  folgende : 

Wirken  mehrere  Krtlfte  in  einer  geraden  Linie  oder  fallen 
mehrere  Mittelkräfte  verschiedener  Systeme  mit  einer  geraden 
Linie  zusammen,  so  kann  das  Gleichgewicht,  wenn  es  nicht  vor- 
handen sein  sollte,  nur  durch  eine  Kraft  hergestellt  werden,  deren 
Sichtung  mit  derselben  Linie  zusammen^lt. 

DieserSatz  ist  auch  von  der  unendlich  fernen  Geraden  gOläg, 
also  kann  das  Gleichgewicht  mehrerer  Kräftepaare,  oder  Überhaupt 
Kräftesysteme ,  deren  Mittellinien  alle  in  der  unendlich  feinen 
Geraden  liegen,  nur  durch  eine  unendlich  ferne  Kraft  hergestellt 
werden.  Haben  alle  in  der  Endlichkeit  liegenden  Krilfte  eine 
endliche  Mittelkraft,  so  bleibt  diese  endlich,  wie  viele  unendlich 
ferne  und  kleine  Kräfte  damit  auch  verbunden  werden  mögen. 

Werden  mehrere  Kräfte  in  der  Art  durch  ein  Seilpolygon  mit 
einander  verbunden,  dass,  wie  in  Taf.  54,  die  erste  Kraft  I  als 
Polygonseite  benutzt  wird,  so  sind  die  sämmtlichen,  hier  1(^ 
Kräfte  im  Gleichgewicht,  wenn  die  Mittelkraft  im  Kräftepolygon 
XB  0  ist,  und  wenn  die  Richtung  der  letzten  Polygonseite  mit  der 
Richtung  der  letzten  Kraft  10  zusammeniällt.  Ist  diess  nicht  der 
Fall,  so  kann  das  Gleichgewicht  durch  eine  in  der  letzten  Polygon- 
seite wirkende  und  durch  das  Krilftepolygoo  gegebene  Kraft  her- 
gestellt werden. 
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Hehrere  an  einem  SeilpolygoD  wirkende  Kräfte  sind  im  Gleich- 
gewicht, wenn  die  erste  und  letzte  Seite  sich  auf  der  letzten  in  das 
Seilpolygon  noch  nicht  eingeflochtenen  Seite  schneiden,  und  die 
Summe  aller  »  0  ist.  Denkt  man  sieh  z.  B.  eine  Mittelkraft 
i5 . . .  9)  (Taf.  5|)  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkend,  so  ist 
also  —  (5  6 ...  9)  mit  den  Kräften  5  6  7  8  und  9  im  Gleichgewicht 
was  sich  dadurch  zeigt,  dass  das  Polygon  5]  6]  7,  %,  9,  — 
(5  6  ...  8  9)  5,  geschloHsen  erscheint ;  dass  die  Summe  dieser 
Kräfte  im  Kräftepolygon  ebenfalle  =  0  sein  muss ,  versteht  sich 
von  selbst.  Im  andern  der  Taf.  5»  verzeichneten  Polygone  er- 
scbeint  das  Polygon  der  entsprechenden  Kräfte  nicht  minder  ge- 
schlossen ,  nur  liegt  der  Punkt  —  (d  6  ...  8  9)  im  Unendlichen, 
bezeichnet  man  diesen  auch  in  der  Kichtang  4  5  und  9  10  lie- 
genden Punkt  mit  CO,  so  ist  das  geschlossene  Polygon  (co  4  5) 
5  6  7  8  (9  10  oo  ),  wo  CS  4  5  und  9  10  oo  parallele  Folygonseiteu 
sind,  die  sich  in  co  schneiden.  Denkt  man  eich  auch  noch  das 
Eräftepaar  i>  7  durch  seine  unendliche  ferne  Kraft  ersetzt,  so  gebt 
dieses  Polygon  zweimal  durchs  Unendliche,  ohne  dass  dadurch  die 
Lage  eines  Eckpunktes  oder  einer  Polygonseite  an  Bestimmtheit 
verliert.  Umgekehrt  kann  durch  S  c  h  1  u  s  s  des  Seilpolygons  und 
Kräftepolygons  das  Gleichgewicht  wieder  hergestellt  werden, 
tadem  man  im  Schnitt  der  ersten  und  letzten  Polygonseite  die 
Bchlusskraft  des  Kräflepolygons  anbringt. 

Dieser  Schluss  kann  auch  durch  zwei  und  mehrere  Kräfte  be- 
wirkt werden,  in  die  man  sich  eben  die  Mittelkraft  zerlegt  zu 
denken  hat. 

Die  bis  jetzt  bewiesenen  Sätze  gelten  auch  allgemein  von 
Hittelkräften  solcher  Gruppen,  in  die  man  die  einzelnen  Kräfte 
zusammengefasst  hat.  Sind  also  beliebige  Kräfte  im  Gleich- 
gewicht, so  sind  es  auch  noch  die  Mittelkräfte  der  Gruppen,  in  die 
man  sie  zerlegt  hat. 

Bildet  man  insbesondere  zwei  Gruppen,  so  muss  die  Mittel- 
kraft der  einen,  der  Mittelkraft  der  andern  entgegengesetzt  gleich 
sein.  Es  ist  dieserSatz  nur  eine  Verallgemeinerung  des  als  selbst- 
verständlich angenommenen  Satzes :  dass  wenn  mehrere  Kräfte  im 
Gleichgewicht  sind,  jede  derselben  die  entgegengesetzte  Mittel- 
kraft aller  andern  sei. 

Bildet  man  drei  Gruppen,  m  mtlssen  sich  die  Mittelkräfte  der- 
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Belbea  in  einem  Punkte  scbneiden  und  jede  dieser  letztem  muBS 
wieder  der  Mittelkraft  der  beiden  andern  entgegengesetzt  gleich  sein. 

Bildet  man  vier  Gruppen,  so  mtlssen  die  Mittelkräfte  je  zweier 
derselben  den  der  beiden  andern  entgegengesetzt  gleich  sein. 

Befindet  sich  unter  diesen  KrSften  eine  unendlich  ferne,  so 
muss  sich  auch  die  Mittelkraft  aller  Übrigen  auf  eine  uneadlich 
ferne  Kraft  reduciren. 

Aach  aus  der  Sammenfonnel,  welche  Nr  du  Gldchgewiotit  die  Form  Si=0 
annimidt,  ergeben  aich  uumlttetb»  die  obigen  SStze. 

Sollen  Ewei  Kräfte  im  Oleichgewicht  sein,  ao  mnasen  alle  Coefflcienten 
ihrer  Nomalglelchnng  en^egengesetzt  gleich  sein,  worin  der  StiU  enthalten  ist, 
da»  die  Klobtangaliniea  beider^Kräfte  zusamiuenfalleD  mÜBBen.  Dasselbe  galt  aueb 
von  den  Mittelkräften  zweier  ümppeD  in  die  man  eine  griJeHre  Zahl  Im  Gleich- 
gewicht befindlicher  Kräfte  «erlegt  hat. 

Das  Gleichgewicht  von  drei  Kräften  oder  vaa  Hittelkräften  dreier  Gruppen, 
ist  durch  die  Gleicbtmg  aaagedrückt : 

Aj  a,  +  Ai  Ot  +  i4,  a,  ^  o. 

Wenn  aber  die  Snmine  der  Glelchnngen  a  dreier  Linien  durch  die  HnWpliea- 
lion  mit  drei  CoefllcienteD  A  auf  0  gebraeht  werden  hann  so  aclmeideD  »ie  uch  in 
einem  Pnnkt. 

AUe  äätze  über  die  Groppeneintbeilang  ergeben  sich  ans  der  algebraischen 
Form  der  Gleichung  X  Aa  ^  0.  Theilt  man  die  einzelnen  Aa  in  beliebige 
Gruppen ,  nnd  bringt  eine  beliebige  Zahl  derselben  mit  dem  negativen  Zeichen  anf 
die  andere  Seite,  eo  folgt,  dass  die  Hittelkräfte  dieser  Gmppen  entgegeogesettt  ' 


54.  ZnsammensetzDiig  der  Kräfte  mit  Hülfe  der  unend- 
lich fernen  Kräfte. 

Man  kann  nach  52  S.  191  jede  Kraft  in  eine  glcichgroBse 
parallele  Kraft,  die  durch  einen  bestimmten  Punkt  0  gebt,  uod  in 
eine  nuendlich  ferne  Kraft  zerlegen;  rollzieht  man  diese Zerl^uog 
mit  allen  vorhandenen  Kräften,  »o  erhält  man  mittelst  einesKrSfle- 
polygons  allein  die  Richtung  und  Grösse  aller  auf  diesen  Funkt  0 
wirkenden  Kräfte.  Die  uneadlich  fernen  Kräfte  addiren  sicH  ein- 
fach zu  einer  einzigen  unendlich  fernen  Kraft.  Setzt  man  dann 
diese  mit  der  Mittelkraft  der  anf  0  wirkenden  Kräfte  zusammea, 
so  erhält  man  die  Mittelkraft  aller  Kräfte. 

Auf  diese  Weise  kann  man  ohneHUlfe  des  Seilpolygons  Krifle 
zusammensetzen;  in  der  Ebene  ist  wohl  immer  das  Seilpoljgoo 
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(das  Eräftepolygon  ist  bei  keioer  Methode  entbehrlich)  das  ein- 
facbete  Mittel  um  zur  Lage  der  Mittelkraft  mehrer  ErSfte  zu 
gelangen. 

Wir  wollen  diese  Methode  hier  noch  auf  die  ZusammenBetzung 
paralleler  Kräfte  anwenden.  In  diesem  Fall  besteht  dag  Eräfte- 
polygou  auB  einer  geraden  Linie,  weil  alle  Krfifte  gleiche  Richtung 
haben ,  und  die  Mittelkraft  B  derselben  ist  offenbar  gleich  ihrer 
Summe,  also  B  *=  S  A  wenn  man  die  einzelnen  EriLfte  mit  A  be- 
zeichnet. Zerlegt  man  nun  jede  Kraft  A  in  zwei  Seitenkräfte,  von 
denen  die  eine  durch  einen  angenommenen  festen  Funkt  geht,  die 
andere  im  Unendlichen  liegt,  so  ist  das  Maass  dieser  letztem 
gleich  dem  Moment  Aa ,  und  die  Summe  9t  aller  dieser  unendlich 
fernen  Eräfte  ist  gleich  9{  =—  2  Aa ,  wenn  mit  a  die  Perpendikel 
vom  festen  Punkt  auf  die  Ricbtungsliuien  der  einzelnen  Eräfte  be- 
zeichnet werden.  Die  Momente  sind  natürlicher  Weise  positiv 
oder  negativ  je  nachdem  sie  in  positivem  oder  negativem  Sinne 
um  den  festen  Punkt  herumdrehen. 

Setzt  man  jetzt  wieder  die  unendlich  ferne  Eraft  9t  mit  der  end- 
lichen B  die  durch  den  festen  Punkt  geht,  zusammen,  so  wird  die 
Grösse  der  Kraft  H  bleiben,  und  ihre  Entfernung  r  vom  festen 
Punkt,  wird  gleich : 

'"""  R  2Ä 

Diese  algebrtüscb  angedeuteten  Operationen  werden,  wenn 
die  Zahl  der  Eräfte  grUsser  aln  2  ist,  am  zweckmässigsten  mittelst 
des  Seilpolygons  nach  Nr.  42S.169  ausgefflhrt;  wir  werden  später 
in  einem  speciell  den  paralleleu  Kräften  gewidmeten  Kapitel  auf 
dieselben  zorlickkommen,  und  wollen  hier  nur  noch  einige  allge- 
meine Sätze  erörtern. 

Wird  8t  und  fl  =  0  so  ist  das  System  im  fileiebgewieht,  ist 
%  allein  =•  0,  so  muss  r  =^{i  sein  und  der  angenommene  feste 
Punkt  liegt  auf  der  Mittelkraft  R,  ist  R  allein  gleich  0,  so  reducirt 
sich  das  System  auf  eine  unendlich  ferne  Kraft;  ganz  wie  bei  dem 
Gleichgewicht  im  Allgemeinen. 

Bei  parallelen  Kräften  ■  fallen  alle  Perpendikel  vom  festen 
Punkt  auf  die  Kräfte  in  eine  gerade  Linie  zusammen.  Schneidet 
man  nun  die  Kräfte  durch  irgend  eine  schiefe  Linie,  so  sind  die 
Segmente  den  Perpendikeln  proportional,  und  es  wurden  die 
obigen  BedingungBg1eic''uugen  auch  fUr  diesen  Fall  noch  gUltig 

la* 
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bleiben,  weil  eben  alle  Glieder  einen  Perpendikel  in  der  erBten 
Potenz  enthalten.  Gelten  diese  Beziehungen  aber  ftlr  jede  Rich- 
tung der  Kraft,  BO  wird,  wenn  man  parallele  Kräfte  um  ihre  Ad- 
griffspunkte  in  einer  geraden  Linie  dreht,  Bicb  auch  ihre  Mittelkraft 
um  einen  festen  Punkt  in  dieser  geraden  drehen.  Dieser  Satz  gilt 
aber  nicht  nur,  wenn  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  in  einer  ge- 
raden Linie,  sondern  auch  dann,  wenn  sie  in  der  Ebene  oder  im 
Raum  liegen,  was  im  nächsten  Kapitel  ganz  allgemein  bewiesen 
werden  soll. 

Dieser  Punkt,  um  welchen  sich  die  Mittelkraft  der  parallelen 
Kräfte  dreht,  beisst  der  Mittelpunkt  derselben.  Indem  man  äo 
spricht,  wird  die  Richtungslinie  der  parallelen  Kräfte  von  deren 
Angriffspunkten  ganz  getrennt,  man  denkt  sich  dabei  diese  letztem 
mit  der  Grösse  der  Kraft  allein  behaftet,  oder  beschwert  wie  der 
technische  Ausdruck  lautet,  und  kann  dann  mittelst  der  Punkte 
und  ihrer  Gewichte  den  Mittelpunkt  bestimmen. 

Unter  den  Momenten  der  so  beschwerten  Punkte  versteht  man 
das  Prodnet  der  an  ihnen  wirkenden  Kräfte  (Gewichte)  mit  der  in 
beliebiger  Richtung  gemessenen  Entfernung  ron  einer  beatimmlen 
Linie,  wenn  sie  in  einer  Ebene  wirken ,  von  einer  Ebene  wenn  sie 
im  Raum  wirken. 

Schneidet  man  eine  beliebige  Anzahl  Kräfte  in 
der  Ebene  durch  eine  gerade  Linie,  and  denkt  man 
sich  die  Durchschnittspunkte  mit  Gewichten  be- 
lastet, die  den  Erhebungen  der  von  der  geraden 
Linie  aus  aufgetragenen  Kräfte  ftber  der  geraden 
Linie  proportional  sind:  so  geht  die  Mittelkraft 
durch  den  Mittelpunkt  der  so  beUsteten'Angrifts- 
p unkte,  und  wenn  auch  sie  von  der  geraden  Li  nie  aus 
aufgetragen  wird,  so  erhebt  sie  sich  um  die  Summe 
aller  Erbebungen  der  einzelnen  Kräfte  Über  diege- 
rade  Linie. 

Denn  zerlegt  man  alle  Kräfte  A  im  Schnitt  mit  der  geraden 
Linie  in  eine  Seiteokraft  nach  der  Richtung  dieser  Linie  und  in 
eine  andere  Seitenkraft  H  nach  irgend  einem  unendlich  fernen 
Punkt,  so  werden  diese  letztem  den  Erhebungen  der  Kräfte  über 
die  gerade  Linie  proportional  sein.  Die  Mittelkraft  aller  dieser 
parallelen  Kräfte  ist  daher  gleich  ^H  und  geht  durch  den  Hittel- 
punkt der  mit  //  belasteten  Schnittpunkte;  mithin  auch  dieMittel- 
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kraft  aller  Kräfte  die  aus  der  Zusammeasetzung  von  2H  mit  der 
:jumme  der  in  der  geraden  Linie  wirkenden  Kräfte  in  Jenem  Funkt 
entsteht.  Ihre  Erhebung  Über  der  geraden  Linie  ist  2H  propor- 
tional und  kann  daher  wie  die  der  einzelnen  H  in  jeder  Richtung 
gemessen  werden. 

Wir  wollen  das  Obige  auf  die  ZusammenHotzuug  zweier,  oder 
auf  das  Gleichgewicht  von  drei  parallelen  Kräften,  deren  jede  als 
die  entgegengesetzte  Mittelkraft  der  beiden  andern  betrachtet 
werden  kann,  anwenden.  Der  Ausdruck  dieses  Gleichgewichts  ist: 

^,     _|_  ^,     _|_  ^,     =  0, 

^lOi  +  ^jo,  -|-  ^jaj  =  0, 
woraus  sich  unmittelbar  durch  Elimination  eines  der  drei  ^4  die 
£wei  Gleichungen : 

^1       ^      Aj       ^  „'*>__ 

«j  —  öj         Oj  —  Ol         Ol  —  a^ 
ergeben.     In  diesen  Gleichungen  bezeichnen  die  a  die  Entfer- 
nungen  der  Schnittpunkte   dieser  Kräfte  ^   mit   einer   geraden 
Linie,  von  irgend  einer  andern  geraden  Linie. 

Da  nur  drei  Kräfte  vorhanden  sind,  so  mllssen  nothwendiger 
Weise  zwei  derselben  gleiche  Zeichen,  und  die  dritte  das  ent- 
gegengesetzte haben ,  und  diese  letztere  Kraft  muss  der  Summe 
der  beiden  andern  gleich  sein. 

Dasselbe  gilt  auch  von  den  Homenten,  wird  insbesondere 
eines  der  drei  a  gleich  0  gesetzt,  so  haben  die  beiden  andern  eut^ 
gegengesetzte  Zeichen ,  d.  h. :  Zwei  der  Kräfte  drehen  in  ent- 
gegeDgesetztem  Sinn  um  einen  Punkt  der  dritten.  Hieraus  geht 
hervor,  dass  der  ÄngriSspunkt  der  grösseren  Kraft  immer  zwischen 
den  der  entgegengesetzt  wirkenden  beiden  kleinem  liegen  muss. 

Jede  der  drei  Kräfte  ist  der  Entfernung  der  beiden  andern 
proportional. 

Wird  eine  der  Kräfte  als  entgegengesetzte  Mittelkraft  der 
beiden  andern  aufgefasst,  so  liegt  sie  zwischen  denselben,  wenn 
sie  gleichen  Sinn  haben.  Jenseits  der  grössern  aber  wenn  sie  ent- 
gegen^setzten  Sinn  haben. 

Die  analytischen  Beweise  dieserSätze  weichen  von  den  obigen 
nicht  ab,  man  hat  sich  dann  unter  den  a  die  Normalgleichungen 
der  Linien,  die  nur  im  constanten  Glied  von  einander  abweichen, 
zu  denken. 
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Eigentlich  sollte  jetzt  hier  noch  die  ZuBammensetzung  der 
Kräfte  m  der  unendlich  fernen  Ebene  behandelt  werden ;  da  jedoch 
die  auszuführenden  Operationen  räumlicher  Natur  sind,  so  werden 
vrir  Bie  im  nächsten  Kapitel  bei  der  Zasammensetzung  der  Kr&fle 
im  Raum  vornehmen. 


55.  Die  Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  Seitenkräfte. 

In  der  Praxis  ist  in  der  Regel  die  Aufgabe  der  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  mit  der  der  Zerlegung  verbunden.  Es  handelt 
sieb  z.  B.  darum  die  Mittelkraft  mehrerer  Kräfte  (Belastungen)  zu 
bestimmen ,  und  diese  dann  in  mehrere  Seitenkräfte  (Reactionen) 
zu  zerlegen ,  welche  durch  bestimmte  Funkte  (Pfeiler  und  Wider- 
lager) gehen.  Oder  auch  darum:  die  ausserhalb  des  Schnittes 
einer  Construction  wirkenden  äussern  Kräfte  zusammenzusetzen 
und  dann  nach  der  Richtung  der  verschiedenen  Constructionstheile 
zu  zerlegen. 

Bei  Zerlegungeu  kann  eine  Kraft  in  nicht  weniger  als  2  Seiten- 
kräfte zerlegt  werden.  Diese  Zerlegung  kommt  häufig  in  der  Praxis 
vor,  es  sind  z.  B.  die  beiden  Richtungslinien ,  nach  welchen  eine 
Kraft  zerlegt  werden  soll,  gegeben,  dieser  Fall  ist  so  einfach,  dass 
wir  ihn  nicht  zu  behandeln  brauchen. 

In  der  Praxis  kommt  ferner  der  Fall  häutig  vor,  daas  die 
Mittelkraft  und  zwei  Punkte  gegeben  sind,  durch  welche  die 
Seiteakräfte  derselben  gehen  sollen.  Es  sind  z.B.  die Widerlager- 
reactionen  eines  durch  beliebige  Kräfte  belasteten  Balkeps  zu  be- 
stimmen. In  diesem  Fall  müssen  die  Seitenkräfte  durch  zwei 
bestimmte  Punkte  (.^a)  und  (ää)  Fig.  109  gehen,  wo  wir  die  Kraft  Ä 
als  Mittelkraft  der  Kräfte  1,  2,  '6,  4,  angenommen  haben.  Ist 
die  Mittelkraft  R  in  Fig.  109  gegeben,  so  kann  nur  mehr  die 
lUchtung  einer  der  beiden  Reactionen  ^  oder  B  willkOrlich  ange- 
nommen werden;  sie  kann  vielleicht  dadurch  gegeben  sein,  dass 
das  eine  der  beiden  Widerlager  nur  in  einer  bestimmten  Richtung 
reagiren  kann,  z.  B.  vertical  wenn  dort  der  Balken  auf  Rollen, 
liegt.  Denn  durch  den  Schnittpunkt  derselben  mit  der  Mittel- 
kraft B  ist  auch  die  Richtung  der  andern  Seitenkraft  bestimmt, 
zwei  Parallele  durch  die  Endpunkte  von  B  im  Kräftepolygoa 
Fig.  110  geben  auch  ihre  Grössen. 
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Fig.  109.  ng.  tio. 


Aendert  man  die  RichtuDgen  von  A  und  B  so  beschreiben  sie 
im  tieilpolygoD  Fig.  109  zwei  perspectivische  StrableobUschel ; 
allein  auch  ini  Kräftepolygon  Fig.  110  sind  die  Büschel  A  und  B 
perBpectivisch ,  denn  sie  haben  da  den  Strahl  A  entsprechend 
gemein. 

Die  perspectivische  Aze  läuft  parallel  mit  der  Verbindungs- 
linie ..rfÄ  der  beiden  Widerlagerpunkte,  denn  wenn  im  Seilpolygon 
Fig.  109  die  beiden  Kräfte  A  und  B  mit  dieser  Linie  zusammen- 
falleo,  so  laufen  im  Eräftepolygou  Fig.  110  die  Strahlen  A  und  B  - 
parallel  mit  ihr.  Die  Lage  dieser  Axe  im  Kräftepolygon  kann 
daher  durch  irgend  ein  Paar  nicht  zusammenfallender  Strahlen  be- 
stimmt werden.  Uebrigeos  kann  man  auch  ihren  Schnittpunkt 
mit  B.  direct  bestimmeo;  denn  denkt  man  sieh  in  Fig.  109  die 
Linie  AB  als  Schnittlinie  der  Kräfte  A  and  B,  and  bezeichnet  die 
Segmente,  in  welche  sie  A  theilt  mit  a  und  b,  ferner  die  Erhebung 
der  Kräfte^  undA  Aber  dieser  Linie,  auf  Fig.  110  mit  Ay  und  B\, 
Bo  hat  man  laut  voriger  Nummer  aA^  =  bBi,  wodarch  Ai  und  B^ 
bestimmt  werden  können. 

Wählt  man  zur  Bestimmung  des  perspectiviscben  Durch- 
Mhnitta  den  Schnittpunkt  der  äuasersten  Seilpolygonseite  Fig.  109 
als  Funkt  von  R,  so  braucht  man  R  im  Seilpolygon  gar  nicht  zu 
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zieben.  Die  Coostruction  ist  in  beide  Figuren  eingezeichnet. 
Endlich  machen  wir  noch  darauf  aufmerksam ,  dasB  die  ScblusB- 
linie  AB  Fig.  109  mit  dem  Strahl  0)  JB  Fig.  110  parallel  läuft. 
Bisweilen  gehen  drei  Kräfte,  die  im  Gleichgewicht  Bein 
sollen,  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks.  Dann  mUssen,  wenn  jede 
Kraft  in  zwei  SeitenkrSfte  nach  den  Richtungen  der DreiecksHeiten 
zerlegt  wird,  je  zwei  solcher  in  der  gleichen  Seite  befindliche 
Seitenkräfte  entgegengesetzt  gleich  sein.  Denn  betrachtet  man 
das  Dreieck  als  das  geschlossene  Seilpolygon ,  welches  die  drei 
Erfift«  verbindet,  so  sind  die  entgegengesetzten  SeitenktMe  die 
Spannungen  in  den  drei  Seilpolygonseiten. 

A]iai;tiseh  macht  sich  die  Zerlegung  einer  Kraft  in  tn^i  Swtenkiirte  am 
gefSlligBten ,  wenn  man  du  Glelcbgewicht  von  drei  Kräften  darstellt,  Jede  der- 
selben k&nn  dann  als  die  entgegengOBetite  HlttelkTaft  der  beiden  andern  betrachtet 
werden.  Soll  diese  Darttellnng  durch  drei  Kräfte,  welche  in  den  Linien  o,  Oi  o, 
wlrlcen ,  mQglich  «ein ,  so  mnaa  es  aach  dn<l  Coefflcienten  B)  ,  Cj ,  oj ,  getnn ,  die 
man  ao  bettimmeD  kann ,  daw :  «,01  +  i>i  Oi  +  oj  Og  »=  0  ist.  Sind  die  CoeM- 
denten  a^  also  bestimmt,  so  sind  die  KrSrte  A^  den  Gröasen  et,- «,-  propoHional, 
wenn  «^  den  Coefflcienten  beneiclmet ,  durch  welchen  die  Oletchang  a,  anf  die  Nor- 
malform  gebraeht  wird,  Wenn  aber  der  obigen  Gleichung  Genüge  geleistet  werden 
■olt,  so  müssen  sich  die  drei  Bichtnngsllnien  in  einem  Pnnkte  schneiden. 

Schreibt  man  die  Glelchnngen  a,  —  a^x  +  h^y  -^  «,  Tollstindig  an ,  so  wird 
diese  Bedingung  aiugedrDckt  dnroh  die  Determinante: 


Beadohnetnian  die  Unterdetermlnanten  mit  gtieohiBohen Buchstaben,  sosind  : 

n,  !  «,  :  o,  —  /l,  ;  A  :  ^,  =  y,  !  y,  r  j-, 

die  Coefadenten ,   mittelst  denen  die  Snmme  der  drei  Gleichungen  a  uf  0  ga- 
bracht  wird. 

Die  Krifte  sind  also  bestimmt  doroh  die  Gtetchungen : 
A,  :  a,  a,  •=  ili  :  «t  s,  »  ^,  :  K,  ^, 
und  man  sieht,  daas  durch  eine  derselben  auch  die  beiden  andern  bestimmt  sind. 
Die  Oleiobongen  kSnnen  aach  aaf  die  folgende  Form  gebracht  werden : 

■«,«,■ 

Yi^ai  '■  «itj,  Ist  aber  nichts  «nderes,  als  der  sin.  i  k,  man  sieht  daher,  dus  wir 
so  auf  die  Bedingung  EurQckgelianimen  sind,  ron  der  wir  bei  der  Zusammensettnng 
der  Krfifte  ansgingen. 

Um  den  Fall,  in  welchen  die  Hlttelkraft  nnd  swei  Punkte  gegeben  sind, 
durch  welche  die  BeltenkrSrte  gehen  sollen,  auf  den  vorigen  EDrOcfcmlfUiren,  ge- 


D.gitizecbyG00glc 


56.  Zerlegung  eioer  Kraft  in  drei  Seitenfaräfte.  201 

»ägt  es  eitMD  allgemeinen  Aniulnick  rGr  die  Gleichung  der.  beiden  Seitenkrätte  auf- 
EUBtelleo.  £b  «ei  I  die  Gleichung  äet  Verbindungslinie  der  beiden  gegebenen 
Funkle  A  und  B  in  ^g.  t09,  r  die  Oleichnng  der  Hittelkraft,  dann  würden  di« 
Qleichnngen  der  ParaltelliDlen  xu  r  durcb  die  Punkte  A  und  S,  r  —  a  und  r  +  b 
sein ,  iTorlo  a  und  b  die  coaalanten  Entfernungen  dur  Parallellinien  von  der  Hittel- 
kraft R  sind.  Die  Gleichungen  der  Kichtungslinien  der  Krifte  A  und  S  können 
jetzt  dargutellt  werden  dorch  : 

-l  +  {r-a)bX, 

l  +  ir  +  b)al. 
Uasa  diese  beiden  Linien  fOr  jodea  Werth  von  i  siuh  auf  r  achneiden  ist   klar, 
denn   die  Summe   ihrer  Gleichungen   ist  gleich  r  (a  +   b")  l,   worin  a  b  und  X 
consbtnt«  Grössen  sind. 

Beieichnet  man  die  CoefBdenten,  welche  die  Gleichungen  I  und  rauf  die 
Norinalform  briDgen  mit  e^  und  e^ ,  schreibt  dann  die  Gleichungen  der  SeitenkrSfle 
vollstilndig  au,  und  berechnet  (Or  sie  die  «„  und  e^,  welche  sie  aufdieNormalform 
bringen,  so  Sodet  man,  wenn :  . 

«(  «^  C08  a  A  =  —  «^  e,.  cos  Ä  Ä  —  Qj  6,  +  tt^  6/  —  (a,  b^   +  a,  i, )  m, 
KCMtit  wird : 


o  A  +  ft>  i«  e». 


.~.]/-^. 


a  i  «,  «^  cos  t  *  +  a>  I>  e»,  . 


Han  erbllt  Jetzt  die  Kräfte  aug  den  Verhältnissen 

A:e^   =B:ti,  =  R:(,a  +  b)ie, 
denn  dann  wird  man  Immer  batien : 


R  A    r  1        B    f 

—  r  =  —  [-  (  +  (r  -  o)  ft  jj  +  —  ^i 


l  +  (r  +  b)aX\. 


Mach  diesen  Formeln  zu  rechnen,  wird  wohl  nor  dann  zweckmässig  sein, 
wenn  die  Gleichungen  der  Linien  wirklich  gegeben  eind.  Unter  Umständen  kann 
es  aber  auch  einfacher  sein  die  Fig.  t09  und  1 10  geradezu  trigonometrisah  aussa- 
rechnen,  es  hängt  das  ganx  vod  den  Daten  ab ;  unter  allen  Verhältuiesen  aber  wird 
wohl  das  graphische  Verfahren  das  pracUachste  sein. 


56.  Zerl^nng  einer  Kraft  in  drei  Seiten  kräfte. 

Bei  der  Zerlegung  einer  Kraft  in  2  Seitenkräfte  war  die  Mög- 
lichkeit der  Zerlegung  an  die  Bedingung  gekntlpft,  daBB  die  Rich- 
tuDgalinifl  der  drei  Kräfte  durch  einen  Punkt  gehe.  Bei  der  Zer- 
legung einer  Kraft  in  3  Seitenkräfte  dUrfen  diese  Kräfte  sich  nicht 
in  einem  Funkt  schneiden;  bilden  sie  aber  ein  Dreieck,  bo  kann 
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eine  Kraft  immer  eindeutig  nach  diesen  drei  Richtungen  zerlegt 
werden. 

Diese  Zerlegung  bildet  das  Wesen  der  Fachwerktheorie;  wir 
denken  uns  daher  auch  in  Fig.  111  den  Schuitt.durch  eine  Con- 
straction,  welche  den  ausserhalb  wirkenden  Kräften  drei  Con- 
structioDstheile  entgegensetzt,  und  es  sei  jetzt  mittelst  der  in 
irgend  einer  Weise  gegebenen ,  coostruirten  oder  berechneten, 
auBserhatb  des  Schnittes  wirkenden  Kraft  P,  die  nach  den  Bich- 
tungen  dieser  drei  Constructionstheile  wirkenden  Ki^fte  zu  be- 
stimmen.    Zu  dem  Ende : 

Zerlege  man  die  Mittelkraft  P  in  dem  Schnitt 
mit  einem  der  drei  Constructionstheile  nach  der 
Richtung  dieses  und  nach  der  einer  Linie,  die  den 
Schnitt  mit  dem  Schnitt  der  beiden  andern  Con* 
structioDsthetle  verbindet.  Endlich  zerlege  man 
diese  letzte  Kraft  nach  der  Richtung  dieser  bei- 
den letzten  Constractionselemente,  um  die  Kräfte 
zu  erhalten,  die  in  jedem  derselben  wirken. 

Diese  Regel  gilt  allgemein  für  die  Zerlegung  einer  Kraft  in 
drei  SeitenkHlf te ,  welche  in  drei  in  derselben  Ebene  gegebenen 
Linien  wirken  sollen.    In  Fig.  111  sind  die  Zerlegungen  ange- 


deutet, es  bezeichnet  dort  und  in  den  folgenden  Figuren  Q  die 
Spannung  im  Streckbaum,  R  die  im  Druckbaum,  und  S  die  Kraft, 
die  in  der  Strebe  wirkt.     Dann  wurde  die  Kraft,  die  im  Schnitt 
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TOD  Q  nach  dem  Scbnittpunkt  RS  wirkt,  mit  Q^  bezeichnet.  Wird 

nun  Fig.  111  als  Seilpolygon  betrachtet,  so  reducirt  es  eich  auf 

die  punktirte  Linie  Qi ,  an  deren  einem  Ende  die  Krtlfte  P  und  Q, 

md  an  deren  anderem  Ende  R  und  S  nirken.    Fig.  112  ist  das 

entsprechende    Kräftepolygon.     Vom  Pol   0 

ausgehend,  wurde  auf  einer  Verticalen  das  )^.  na. 

gegebene  P  und  am  Ende  von  P  die  Richtung 

von  Q  aufgetragen,  die  Länge  von  Q  wird 

dnrch  die  von  0  aus  in  der  Richtung  der  Seil- 

polygonseite  ^i  gezogene  Diagonale  bestimmt. 

Die  beiden  letzten  Seiten  des  Kräftepolygons, 

die  Kräfte  S  und  R,  laufen  mit  den  entsprechenden  Constructions- 

theileu  parallel  und  sind  daher  ebenfalls  vollständig  bestimmt. 

Man  gelangt  natürlich  genau  zu  demselben  Resultat,  wenn 
man  die  Zerlegung  von  i*  im  Schnittpunkt  PR,  Fig.  111,  vornimmt 
und  im  Kräftepolygon,  Fig.  113,  durch  den 
PolO  eine  Parallele  zuA,  und  durch  denEnd*  ^iw-  'iS- 

punkt  von  P  eine  zu  R  zieht.  Es  folgt  hieraus, 
dass  die  Diagonalen  R,  in  Fig.  111  und  112 
miteinander  ]iarallel  laufen.  Geometrisch 
geht  es  auch  daraus  hervor,  dass  in  den  Vier- 
ecken, deren  Eckpunkte  die  Enden  der  beiden 
Diagonalen  ^i  und  R,  sind,  in  beiden  Figuren  je  zwei  gegenüber- 
liegende Seiten  miteinander  parallel  laufen. 

Durch  Aenderung  in  der  Ordnung  der  Zusammensetzung  der 
Kräfte  und  dadurch,  das»  man  die  erste  Zerlegung  im  Schnittpunkt 
SP,  Fig.  111,  vornimmt,  erhält  man  auch  die 
Anordnungen  der  Fig.  113  und  114  für  da« 
Kräftepolygon.  Man  hat  unter  diesen  drei 
Formen  Fig.  112,  113  und  114  die  Wahl  bei 
Entwurf  eines  Kräfteplans.  Wir  wählen  ge- 
wöhnlich Fig.  112,  wenn  alle  Kräfte,  also  auch 
die  Spannungen  und  Pressungen  Q  und  R  in 
den  Streckbäumen,  zu  bestimmen  sind.  Wenn  jedoch  diese  schon 
durch  eine  andere  Construction  ermittelt  sind  und  nur  mehr  die 
in  der  Strebe  vrirkende  Kraft  S  zu  bestimmen  ist,  dann  wählen 
wir  die  Anordnung  von  Fig.  113  und  114.  In  der  Regel  können 
wir  in  solchen  Fällen  R  und  Q  weglaasen  und  das  Kräftepolygon 
anf  das  Dreieck  PSSi  beschränken. 
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Die  ZusMnmensetiung  der  Kräfle. 


Fig.  115. 


Bei  Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  Heitenkräfte  ist  daa  Kräfte- 
polygon deui  Seilpolygon,  d.  h.  der  Figur,  welche  zwei  gegebene 
ConstruetioDHtheile  mit  einer  Kraft  bilden,  die  sie  aufheben  sollen, 
immer  ähnlich;  denn  Dreiecke  mit  parallelen  leiten  sind 
ähnlich.  Bei  Vierecken  ist  dies  nicht  mehr  unbedingt  der  Fall, 
wie  der  Vergleich  von  Fig.  111  mit  den  folgenden  Figuren  zeigt; 
in  Fig.  111  ist  der  Winkel  RS  z.B.  spitz,  in  Fig.  112  ist  er  stumpf 
u.  8.  f.  Am  besten  kann  die  Verschiedenheit  der  beiden  Figuren 
anschaulich  gemacht  werden,  wenn  zwischen  zwei  festzuhaltenden, 
gegenüberliegenden  Seiten  Q  und  R  Fig.  115,  an  eine  dritte  Seite 
S  anlehnend,  zwei  dem 
Seilpolygon  Fig.  11 1 
(links)  und  dem  Kräfte- 
polygen  Fig.ll  2(rechts) 
ähnliche  Figuren  ver- 
zeichnet werden.  Auf 
gleiohe  Weise  läest  sich 
auch  der  Zusammea- 
hang  der  Figuren  113 
und  114  mit  Fig.  111  zeigen. 

Damit  das  Seil-  und  Kräftepolygon  ähnlich  seien,  roOssen 
zwei  gegenüberliegende  Seiten   des  Kräftepolygons  miteinander 
parallel  laufen.  Fig.ll6zeigt 
t'V  ne.  dies  Verhältniss  für  parallele 

.  Streckbäume;    Fig.  117   fttr 
I  den  Fall ,  wo  ein  FllUungs- 
glied.S  mit  der  Kraft  parallel 
'  läuft.     Aus   diesen  Figuren 
geht  auch  hervor,  dass  im 
Seilpolygon ,  d.  h.  auf  dem  die  Construction  darstellenden  Plan, 
in  den  auch  die  Kraft  gezeichnet  wurde ,  die  in  den  parallelen 
Constructionstheilen  wirken- 
den Kräfte  sieb  umgekehrt 
wie  ihre  Längen  verhalten, 
während  die  in  den  schiefen 
Constructionstheilen  wirken- 
den Kräfte  sich  gerade  wie 
ihre  Längen  verhalten. 
Hieraus  folgt  also : 


Tt. 


\% 
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Bei  parallelen  Streckbäumen  verhält  sich  die 
Kraft,  die  in  einer  Strebe  wirkt,  zur  Mittelkraft 
der  auBserhalb  dieser  Strebe  wirkeodeii  Kräfte, 
wie  die  Länge  der  Strebe  zum  Abschnitt  der  Kraft 
zwiachen  den  parallelen  Stretkbäuioen. 

Man  kann  sich  noch  kurzer  ausdrucken  und  sagen:  die 
verticale  Seitenkraft  der  Strebe  ist  gleich  der 
Summe  der  aueeerbalb  der  Strebe  wirkenden 
Kräfte.  Docli  ist  dies  wörtlich  nur  für  Fachwerke  mit  horizon- 
talen Streckbäumen  wahr ;  bei  g:eneigten  Streckbäumen  hat  man 
sich  dann  die  zweite  Seitenkraft  nicht  horizontal,  sondern  parallel 
zu  den  Streckbäumen  zu  denken.  Stehen  einzelne  FUllungsglieder 
vertical ,  wie  z.  B.  die  Hängeisen  in  der  Howe'schen  BrUckc ,  die 
Pfosten  in  verschiedenen  eisernen  BrUckensyslemen ,  so  haben 
diese  einfach  der  Summe  der  ausserhalb  wirkenden  Kräfte  zu 
widerstehen. 

Sind  die  Streben  oder  die  Hängeisen  alle  parallel,  so  sind  die 
in  ihnen  wirkenden  Kräfte  dem  P  proportional  und  ändern  sich 
wie  dieses. 

Die  eben  entwickelte  Bestimmnog  der  am  Fachwerk  wirken- 
den Kräfte  ist  zweckmässig,  solange  P  auf  das  Blatt  fällt;  liegt 
aber  die  Richtuogslinie  dieser  Kraft  ausserhalb  des  Blattes,  so 
kann  man  Q  und  A  dadurch  bestimmen,  dass  man  das  Moment 
von  P  in  Bezug  auf  die  Punkte  RS  und  QS  durch  die  Hebelsarme 
jener  Kräfte  in  Bezug  auf  dieselben  Punkte  dividirt.  P  ist  die 
Mittelkraft  von  QRS,  mithin  ist  das  Moment  derselben  in  Bezug 
auf  jeden  Punkt  der  Ebene,  welche  die  Construction  enthält,  gleich 
dem  Moment  dieser  Seitenkräfte  in  Bezug  auf  denselben  Punkt. 
Das  Moment  zweier  dieser  Kräfte  ist  aber  gleich  0  in  Bezug  auf 
ihren  Schnittpunkt,  mithin  muss  das  Moment  von  P  in  Bezug  auf 
diesen  Schnittpunkt  gleich  dem  der  vierten  Kraft  sein. 

Bezeichnet  man,  um  dieses  Verbältniss  allgemein  auszu- 
drucken, mit  bqrg  (wir  schreiben  6  statt ;«,  weil  wir  diesen  letz- 
teren Buchstaben  den  Belastungen  pro  Längeneinheit  vorbehalten 
haben) ,  die  von  irgend  einem  Funkt  auf  die  vier  Kräfte  gefällten 
Perpendikel,  so  giebt  die  Gleichheit  der  Momente  die  Gleichung: 
PÄ  =  Q,j-^Rr-\-  Ss. 
Ist  nun  der  Punkt,  in  Bezug  auf  den  das  Moment  bestimmt 
wird,  der  Schnittpunkt  zweier  Kräfte ,  so  sind  die  Perjiendikel  auf 
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g  der  KriAe. 


dieselben  gleich  0,  und  die  Momentengleichong  reducirt  eich  auf 
zwei  Glieder,  in  welchen  die  yorkommenden  beiden  Perpendikel 
unzweideutig,  jeder  mit  dem  Index  des  andern  bezeichnet, 
erscheinen.  Ist  also  b^  der  Ferpeadikel  vom  Schnittpunkt  der 
Krtlfte  R  und  5  auf  die  Kichtung  der  Kraft  P,  und  ^p  derjenige, 
welcher  vom  gleichen  Punkt  auf  Q  gefällt  wird,  so  hat  man : 


Pb^^Qg, 


In  gleicher  Weise  auch 
und 


PA,-ÄPp, 
Pb,  =  S», . 

In  Fig.   118    haben    wir  alle  möglichen  Perpendikel  zu- 
sammengestellt, man  sieht,  es  sind  deren  12,  von  denen  je  3  senk- 

Fi(.  IIB. 


recht  auf  einer  der  vier  Linien  PQRS  stehen,  und  je  drei  sieh  in 
einem  der  Hohenpunkte  der  vier  Dreiecke  schneiden,  welche  mit 
den  vier  Kichtungslinien  der  Kräfte  gebildet  werden  können.  Alle 
Perpendikel,  welche  auf  derselben  Linie  senkrecht  stehen,  sind 
mit  demselben  Buchstaben  bezeichnet,  und  alle  Perpendikel ,  die 
sich  in  demselben  Hühenpunkt  schneiden,  tragen  den  gleichen 
Index. 

Bei  KrUfteplänen  ist  es  zweckmässig,  die  Indexe  durch  die 
Nummern  der  Knotenpunkte  zu  ersetzen. 
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WerdeD  diese  Perpendikel  entweder  ans  der  Zeichnung  ab- 
gegriffen oder  berechnet,  so  sind  mit  einer  Eraft  Pz.B.  die  drei 
andern  gegeben. 

Weitere  drei  Gleichungen  erhält  man  durch  Verbindung  der 
Kräfte  Q,  R,  S  mit  einander.  Auf  diese  Weise  hat  namentlich 
Herr  Prof.  ^4.  Bitter  in  Hannover  seine  Theorie  und  Berech- 
nung eiserner  Dach-  and  BrUckencoDStniotionen  ausgebildet. 

Ganz  abgeseheD  davon,  ob  diese  Methode  oder  die  directe  Zer- 
legung von  P  bei  der  wirklichen  Construction  der  Kräfte  schneller 
zum  Ziele  fObre,  zeigt  sie  unmittelbar  die  Richtung  an,  in  welcher 
jede  der  drei  Kräfte  QRS  wirkt.  Bei  jeder  Ecke  des  durch  sie  ge- 
bildeten Dreiecks  Fig-  111  S.  202  ist  durch  ein  Pfeil  angedeutet,  in 
welchem  Sinne  die  Kraft  P  um  sie  dreht,  und  es  ist  klar,  dass  die 
diesem  Eckpunkt  gegentlberliegende  Seitenkraft  in  demselben 
Sinne  um  ihn  drehen  muss;  und  dadurch  ist  auch  bestimmt,  ob 
der  treffende  Constructionstbeil  gespannt  oder  gepresst  werde. 

Von  vorn  herein  ist  dies  zwac  ftlr  die  beiden  Streckbäume 
bekannt,  allein  um  zu  wissen,  ob  eine  Strebe  absolut  oder  rück- 
wirkend in  Anspruch  genommen  sei ,  muss  man  sich  immer  den 
Sion  denken,  in  welchem  P  um  den  Punkt  QR  dreht.  Wäre  z.  B. 
P„  Fig.  111,  die  Mittelkraft  der  ausserhalb  des  durch  die  Gon- 
structton  gefllhrten  Schnittes  wirkenden  Kräfte,  so  wltrde  es. in 
en^egengesetzter  Richtung  als  wie  P'  um  den  Punkt  QR  drehen, 
S  mttsste  demnach  auch  in  entgegengesetzter  Richtung  wirken, 
und  die  Strebe  wäre  absolut  statt  rückwirkend  in  Anspruch  ge- 
'  aommen. 

Ebenso  mUsste  auch  die  Strebe  absolut  in  Ansprach  genom- 
mcD  sein,  welche  die  andere  Diagonale  des  Trapezes  einnähme, 
das  durch  die  Streckbäume  und  das  nächst  vorausgehende  und 
folgende  Fllllungsglied  gebildet  wird,  wie  die  Pfeile  in  Fig.  119 
es  zeigen. 

F1|.   119. 
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In  dem  fortlaufenden  Zug  der  FflllungB^lieder  ist  also  immer 
abwecheelDd  eines  absolut  und  eines  rückwirkend  in  Anspruch 
genommen,  solange  die  relative  Lage  von  P  gegenüber  dem  PuDkt 
QR  sich  nicht  ändert.  Geht  dieKiclitungelinie  von  P  durch  diesen 
Punkt,  so  ist  die  treffende  Strebe  gar  nicht  in  Anspruch  genommen, 
springt  endlich  P  auf  die  andere  Seite  des  Punktes  QR  nach  P, 
Fig.  111  hioilber,  so  sind,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die 
FUllungsglieder  in  entgegengesetzter  Weise    in  Anspruch    ge- 


Bei  Fachwerketi  mit  parallelen  Streokbäumen  liegt  der  Punkt 
QR  im  Unendlichen,  also  hat  die  Kraft  P  bezüglich  desselben 
immer  die  Fig.  119  angedeutete  Lage,  und,  wie  wir  später  noch 
hervorheben  werden,  ist  das  abwärts  laufende  FUllungsglied  S 
imm^r  absolut  in  Anspruch  genommen.  Bei  englischen  Dacb- 
stUhlen  findet  dagegen  immer  das  Umgekehrte  statt;  die  Mittel- 
kraft F  liegt  immer  jenseits  des  ^clinittes  (^/f ,  weil  eich  deseeii 
Streckbäume  über  dem  Widerlager  schneiden.  Die  Mittelkraft  b&t 
daher  immer  die  mit  i*,*  bezeichnete  Lage  in  Fig.  111,  dreht 
im  entgegengesetzten  Sinn  als  bei  Fachwerken  mit  parallelen 
Streckbäumen,  und  das  abwärts  gehende  FUllungsglied  ist  daher 
bei  solchen  DacbstUblen  immer  rückwirkend  in  Anspruch  ge- 
nommen. 

Bei  anders  geformten  Fachwerken  lässt  sich  nichts  Bestimm- 
tes Über  die  Inanspruchnahme  der  FUllungsgHeder  sagen. 

Sind  die  zwei  Streckbäume  Q  und  R  parallel,  so  wird 
'/;'  =  ''p  =  der  senkrechten  Entfernung  der  beiden  Streckhäurae ; 
die  Kräfte  sind  also  in  diesem  Fall  gleich  den  Momenten  der 
Kraft  P  in  Bezug  auf  die  Endpunkte  der  Strebe,  getheilt  durch  die 
con  staute  Höhe  der  Conatniction. 

Läuft  bei  nicht  parallelen  Streckbäumen  S  parallel  mit  P,  so 
sind  b,  und  Sp  den  Entfernungen  des  Schnittpunktes  QR  von  PvnA 
S  proportional.  Man  erhält  daher  S  aus  P,  wenn  man  dieses 
letztere  auf  derKichtungslinie  von  5  selbst  aufträgt,  und  die  End- 
punkte mit  dem  Schnittpunkt  QR,  oder  mit  einem  beliebigen 
Funkte  auf  einer  Parallelen  zu  P  und  S  durch  QR,  verbindet 
Diese  beiden  Linien  schneiden  auf  P  die  Grösse  von  S  aus.  £a 
folgt  dies  auch  daraus,  dass  laut  Seite  205  /'und  5sich  nmgekelirt 
wie  ihre  liängen  im  Seilpolygon  verbalten. 
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Um  eine  Kraft  tiiBh  inalytUch  nach  der  lUobtang  von  drei  Lintea  *Q  Hr- 
legen,  bemfen  wir  nns  anf  elneo  Sab  der  analTtiscben  Oeometrie,  welcher  lautet : 
Irgesd  Bise  Olelchnng  a^  kann  darch  3  andere  Gleicbnngen  ot  ,  ot,  ot  to  anige- 
jröekt  werden,  daw  man  hat;  A^a^  -^  A,a,  +  Äto,  +  A,at,  -wo  A^,  A,,  A^,  A, 
Determinanten  der  Coerfleienten  der  Oldcbonfen  o^- ,  o, ,  Oi,  (^  Bind.  Um  diesen 
S*l*  in  du  Statiscbe  an  Stiersetien,  hat  man  nor  die  Coefflelenten  Af,  A,,  At,  At 
ikKrirte  co  betrachten,  and  er  lantet  dann  i  Man  kann  Jede  Kraft  nach  3 
in  derselben  Ebene  wirkenden  nnd  sich  nicht  In  einem  Punkt 
■  chaeideDden  Bichtansen  lerlegen. 

Die  Fonneln  maehen  ileb  am  Bfmmetriiehiten ,  wenn  man  die  Bedinpingt- 
gieichangen  det  Q4eiebt{ewichts  der  4  Krifte  antdrSekt : 

■A,a,        Atot        A,a,        Aa<  _  ^ 
«.  et  «j  «<     ~    ■ 

A,b,        Atbt        A,bt        Ath  _ 

Die«  1  Qleicfanngen  geben  dann  unmittelbar  daa  Verhiltnies  der  4  KrSftei 

Ay At           ^ j|?^__  „ d* 

+  e,|(i,  ^  a,|  — «t|oi  Ol  ail  +<>|a,  o,oj       —«Ja,  otaA 

\btbt  bJ  \b,  bt  6«!  U,  h  bA                ib,  bj  bA 

|c,  c,  e,\  \c,  c,  c,\  Ici  Cj  e,|               \e,  e,  e,\ 

«orant,  wenn  eine  Kiaft  nnd  die  4  Kicbtnng»)iaien  gegeben  sind,  die  Oriiwe  der 
3  andern  iKstimmt  werden  kann. 

Babeätnirt  man  ta  die  obigen  drei  Qlelcbungen  nach  einander  die  Eckpunkte 
des  Dreiecke  der  Kräfte  Q,  R,  S,  eo  erhält  man  die  drei  Glelohnngen  8.  306,  *on 

denen  wir  anatregangeo  Bind,  indem  ~^—  nicbtB    anderes,   hIb  die  Perpendikel 

>ner  Olelchungen  sind. 
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Drittes  Kapitel. 
Die  Kräfte  im  Baum. 

57.  Allgemeine  Znsammensetznog  der  Krftfte  im  Banm. 

Bei  der  Zuäammensetzung  der  Krftfte  im  Raum  nehmeD  wir 
eine  Ebene  und  einen  nicbt  in  ihr  liegenden  Punkt  will- 
kürlich an ,  bestimmen  die  eine  Kraft  aus  dem  Punkt  pro- 
jicirende  Ebene,  und  suchen  den  Schnitt  derselben  mit  der  an- 
genommenen Ebene ;  dann  den  Durchstosspunkt  der  Kraft  mit  der 
gleichen  Ebene  und  ziehen  die  Verbindungslinie  desselben  mit 
dem  angenommenen  Punkte.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  zwei 
Linien,  welche  mit  der  Kraft  in  der  projicirendenEbene  liegen,  und 
sie  im  Durchstosspunkt  schneiden;  die  Kraft  kann  daher  nach  den 
Richtungen  dieser  beiden  Linien  zerlegt  werden.  Werden  alle 
Kräfte  auf  gleiche  Weise  behandelt  und  zerlegt ,  ao  erhalten  wir 
fl)r  jede  Kraft  im  Raum  eine  Seitenkraf^  die  durch  den  Punkt  geht, 
und  eine  andere,  die  in  der  Ebene  Hegt;  enitere  sowohl  als  letz- 
tere können  zu  einer  einzigen  Seitenkraft  zusammeugesetet  wer- 
den, und  das  ganze  System  ist  auf  zwei  Kräfte  reducirt. 

Schneiden  eich  diese  Kräfte  zufälliger  Weise ,  so  können  sie 
weiter  zusammengesetzt  werden,  und  das  System  hat  eine  einzige 
Mittelkraft;  im  Allgemeinen  aber  wird  dieses  nicht  der  Fall  Bein, 
und  wir  setzen  es  auch  im  Folgenden  so  nicht  voraus. 

Zwei  Klüfte  im  Raum,  die  sich  nicht  schneiden,  können  nicbt 
mehr  weiter  zusammengesetzt  werden,  denn  wäre  es  möglich, 
denselben  mit  einer  einzigen  Kraft,  der  entgegengesetzten  Hittel- 
kraft, das  Oleichgewicht  zu  halten,  so  mdssten  sich  diese,  laut 
Gleichgewichtsbedingung  von  Nr.  53,  S.  193,  in  einem  Punkte 
sehneiden  und  in  einer  Ebene  liegen,  was  gegen  die  Voraus- 
setzung ist 

Wenn  zwei  Kräfte  nicht  auf  eine  einzige  reducirt  werden 
können,  so  können  sie  auf  der  andern  Seite  auf  vielfach  an- 
endlich verschiedene  Weisen  durch  zwei  andere  Kräfte  dar- 
gestellt werden ,  denn  für  jede  Aeuderung  des  Punktes  der  ange- 
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1  Ebene  oder  beider  zugleich  erhält  man  zwei  andere 
Kräfte,  die  entgegengesetzt  genommen  mit  dem  System  (also  auch 
mit  zwei  sie  ersetzenden  Kräften)  im  Gleichgewicht  sind. 

Es  ist  nun  interessant,  die  Beziehungen  zwischen  den  Kräfteu, 
dem  angenommenen  Punkt  und  der  angenommenen  Ebene  zu 
Studiren,  Wir  beginnen  nun ,  um  die  angedeuteten  Operationen 
auszuführen,  einige  der  früheren  Sfttze,  Nr.  54  S.  194  zu  ver- 
allgemeinerD. 


58.  Der  Hittelpnnkt  paralleler  KiUfte. 

Drehen  eich  zwei  parallele  Kräfte  1  und  2  um  bestimmte 
Punkte  A  und  B  (Fig.  120)  im  Raum  in  der  Art,  dass  sie  immer 
parallel  und  gleich  gross  bleiben ,  so  dreht  sich  auch  ihre  Mittel- 
kraft (1 2)  um  einen  bestimmten 
Punkt  C,  der  nach  Nr.  54  S.  197 
auf  der  Verbindungslinie  AB  liegt 
und  ihre  lilnge  so  theilt,  dass  sieh 
die  Segmente  umgekehrt  wie  die 
Klüfte  Terhalten.  Kommt  noch 
eine  dritte  Kraft  3  hinzu,  die  sich 
ebenfalls  um  einen  festen  Punkt 
und  stets  um  gleichriel  wie  die 
übrigen  Kräfte  dreht,  so  gilt  das- 
selbe bezBglieh  der  Kräfte  (1 2)  und  3  und  so  fort  rtm  einer  helie- 
bigen  Anzahl  Kräfte.    Man  kann  daher  allgemein  sagen : 

Wenn  parallele  Kräfte  von  beliebiger  Inten- 
sität, also  auch  im  entgegengesetzten  Sinne  wir- 
kende, sich  nm  feste  Punkte  im  Raum  so  drehen, 
dasB  sie  sich  stets  parallel  bleiben:  so  dreht  sich 
auch  ihre  Mittelkraft  um  einen  festen  Punkt  im 
Raum,  der  der  Mittelpunkt  dieser  Kräfte  beissL  — 
Bestehen  die  Kräfte  ans  dem  Gewiehte  starr  mit 
einander  verbundener  Massen,  so  heisst  er  auch 
der  Schwerpunkt  der  Kräfte, 

Sind  die  einzelnen  Punkte  im  Raum,  z.  B.  die  Angriffspunkte 
der  Kräfte  1 2  3 4  in  Fig.  121,  durch  ihre  Projectionen  auf  zwei 
sieh  Hckneidenden  Bbenen  gegeben,  so  wird  der  Mittelpunkt  dieser 
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KrSfte  jederzeit  durch  die  Richtun^linie  der  Mittelkraft  projieirt, 
die  man  erhält,  wenn  man  an  den  Frojectionen  dieser  Angriffs- 
punkte in  beliebigen ,  jedoch  in  der  Projeotionsebene  enthaltenen 
Richtungen  parallele  Kräfte  von  der  gegebenen  Intensität  wir- 
ken iHsst. 

Denn  zerlegt  man  jede  der  an  den  Punkten  im  Raum  wirken- 
den Kräfte  in  der  projicirenden  Ebene  in  eine  unendlich  ferne 
Kraft  und  in  eine  parallele  Seitenkraft  gleicher  Bichtnng  und 
GrOsse  in  der  Projectionsebene,  so  können  diese  letztem  Kräfte 
auf  gewöhnliche  Weise  wie  parallele  Kräfte  in  der  Ebene  mittelst 
eines  Seilpolygons  zu  einer  Mittelkraft  zuBammengesetzt  werden. 

Die  BichtuDgen  der  unendlich  fernen  Kräfte  fallen  alle  in  die 
unendlich  ferne  Gerade,  welche  die  Stellung  der  projicirenden 
Ebenen  bestimmt;  ihre  Summe  liegt  daher  auch  mit  der  inderPro- 
jectionsebene  erhaltenen  Hittelkraft  in  einer  und  derselben  Ebene 
und  kann  mit  dieser  zur  Hittelkraft  der  parallelen  Kräfte  zusammen- 
gesetzt werden.  Die  Ebene,  in  der  dies  geschieht,  ist  daher  die 
die  Hittelkraft  projicirende  Ebene,  welche  demnach  auch  durch 
die  Mittelkraft  geht,  die  man  durch  Zusammensetzung  der  in  die 
Projectionsebene  projicirten  Kräfte  erhalten  hat. 

Da  keine  VorauHsetzungen  bezüglich  der  verschiedenen  ge- 
wählten Richtungen  und  Stellungen  gemacht  wurden ,  so  gilt  das 
eben  Gesagte  allgemein  fttr  jede  Stellung  und  Lage  der  Pro- 
jectiottsebene  und  fUr  jede  Richtung  der  die  Punkte  im  Raum  auf 
die  gewählte  Ebene  projicirenden  ParallelBtrahlen. 

Wählt  man  nun  noch  in  der  Projecdonsebene  die  Richtung 
der  Parallelkräfte ,  so  bestimmt  diese  Richtung  und  die  Richtung 
der  projicirenden  Linien  die  Stellung  der  die  Kräfte  projicirenden 
Ebenen.  Aendert  man  die  Richtung  der  Kräfte  in  der  Projections- 
ebene, so  werden  sich  die  projicirenden  Ebenen  um  die  projici- 
renden Strahlen  aller  Angriffspunkte  der  Kräfte  drehen.  Durch 
diese  Aenderung  kann  man  daher  dieProjection  desHittelpunktea, 
jedoch  nicht  die  Länge  der  Projectionsstrahlen  erhalten.  Zur 
Bestimmung  dieser  muss  noch  wenigstens  einmal  die  Richtung 
der  projicirenden  Parallelstrahlen  geändert  werden.  Es  genflgt 
dann,  die  an  den  neuen  Projectionspunkten  wirkenden  Kräfte  noch 
einmal  in  beliebiger  Richtung  zusammenzusetzen,  um  eine  proji- 
cirende Ebene  zu  erbalten,  weiche  den  schon  erhaltenen  projici- 
renden Parallelstrahl  nicht  enthält,  und  daher  auf  ihm  den  Mittel- 
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paakt  der  Kräfte  abBchneidet.  E»  sind  daher  3  BestiinniuDgen 
der  Mittelkraft  paralleler  Kräfte  Dothwendig,  weil  jede  derselben 
eine  Ebene  giebt,  die  den  Mittelpunkt  enthält. 

Nach  Obigem  könnten  diese  Operationen  alle  in  einer  and 
derselben  Ebene  vorgenommen  werden,  wenn  in  derselben  die 
Projectionen  aller  Angrifispunkte  durch  zwei  verschiedene  Hich- 
tungen  gegeben  wären,  allein  es  ist  zweckmäHsiger,  wenn  alle 
Punkte  durch  orthogonale  Projectionen  auf  zwei  zu  einander  senk- 
rechten Ebenen  gegeben  sind,  ganz  nach  den  Regeln  der  dar- 
gtellenden  Geometrie  zu  verfahren  und  mit  der  Drehung  des  pro- 

jicirenden  Strahles  am  -^  auch  die  Projectioosebette  um  so  viel 
drehen. 

In  Fig.  121  ist  dargestellt,  wie  solche  Operationen  ausgeführt 
werden  kennen.  Die  Angrifiapunkte  1234  der  Kräfte  im  Baum 
sind  durch  ihre  Projectionen  auf  eine  vertieale  und  horizontale 
Ebeoe  E  und  £,  gegeben.  Indem  man  nun  annimmt,  es  wiriien 
die  Kraft«  vertical  an  diesen  Punkten,   erhlUt  man  das  Kräfte- 
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polygon  PO;  das  Seilpolygon ,  welches  ihm  entspricht,  giebtdie 
Verticallinien  (12)  (123)  (1234),  in  welchen  die  Projections- 
punkte  der  eotsprechenden  Mittelpunkte  liegen.  Nimmt  man  nun 
an,  die  Kräfte  wirken  horiKODtal,  so  erhält  man  das  Kräftepolygon 
P,  0, ,  das  entsprechende  Seilpolygon  gieht  die  Horizontallinien 
(1  2)  (1 2  3}  (1  2  3  4),  welche  durch  ihren  Schnitt  mit  den  gleich- 
namigen Verticalen,  die  Projectionen  der  entsprechenden  Mittel- 
punkte vollkommen  bestimmen. 

In  der  horizontalen  Projectionsebene  genttgt  es  nun,  ein  ein- 
ziges Polygon  für  Kräfte,  welche  parallel  zur  Grundlinie  wirken 
und  das  KräftepotygoD  0,Pf  geben,  zu  construiren;  sie  geben  die 
ParallelliDien  (12)  (12  3)  (1234)  zur  Grundlinie,  auf  denen  die 
Projectionen  der  gleichnamigen  Kräfte  liegen,  die  nun  vollständig 
bestimmt  sind,  weil  die  von  diesen  Projectionen  auf  die  Grund- 
linie gefällten  Perpendikel  diese  in  einem  und  demselben  Funkt 
treffen  müssen.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dasB  die  Angriffs- 
punkte 1  (12)  2;  (12)  (123)  3;  (123)  (1234)  4  auf  geraden 
Linien  liegen  mttssen,  wie  es  durch  —  —  —  Linien  an- 
gedeutet ist. 

Aus  den  bisherigen  CoostructioneD  gebt  ferner  noch  hervor, 
dass  es  auf  die  Form  des  Seilpolygons  keinen  Eiofluss  austlbt, 
wenn  in  den  die  Kräfte  projicirendenEbeneajeDeder  Projections- 
ebene genähert  oder  von  ihr  eatfemt  werden. 

59.  Das  Moment  paralleler  Klüfte  braflglicb  einer  Ebene. 

Da  die  unendlich  fernen  Seitenkräfte,  der  auf  verschiedene 
Punkte  im  Kanme  wirkenden  parallelen  Kräfte,  zum  Ufaass  das 
Moment  derselben  bezQglich  ihrer  Projeotion  haben ,  und  dieses 
dem  Product  der  Kraft  mit  der  Länge  des  den  Angriffspunkt  ^o- 
jicirenden  Strahles  proportional  ist,  da  ferner  alle  diese  unendlich 
fernen  Seitenknifte  in  einer  und  derselben  unendlich  fernen  Linie 
liegen,  sieh  daher  dort  einfach  zu  einer  Mittelkraft  addiren,  wi^obe 
das  MaasB  des  Momentes  der  Mittelkraft  bezüglich  ihrer  Protection 
iBt,  so  kann  man,  wenn  mau  unter  dem  Moment  paralleler  Kräfte 
bezQglich  einer  gegebenen  Ebene  im  allgemeinen  Sinne  das  Pro- 
duct dieser  Kräfte  mit  der  Länge  der  ParaUelstrahlen  versteht, 
welche  ihre  Angriffspunkte  in  beliebiger  Richtung  auf  die  gege- 
benen Ebenen  projiciren,  sagen: 
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Das  Moment  paralleler  Kräfte  bezüglich  einer 
gegebeneu  Ebene  ist  gleich  dem  Moment  ihrer  Mi t- 
telkrajt  bezflglich  derselben  Ebene. 

Hieraus  geht  hervor,  dass,  wenn  die  Angriffspiuikte  verechie- 
dener  paralleler  Kräfte  in  parallelen  Ebenen  beliebig  verechobea 
werden,  der  Äogriffapunkt  der  Mittelkraft  sich  in  einer  ebenfalls 
zu  jenen  parallelen  Ebene  Terscbiebe ,  was  Übrigens  auch  schon 
aus  den  Constructioneo  Fig.  121  (S.  213)  direct  hervorgeht. 

Das  Moment  einer  beliebigen  Zahl  aufeinanderfolgender  und 
durch  ein  Seilpolygon  in  einer  Projectionsebene  mit  einander  ver- 
bundener par^leler  Kräfte,  in  Bezug  auf  irgend  eine  projicirende 
Ebene:  ist  gleich  dem  Product  des  Segments,  den  die  äussern 
Polygonseiteu  auf  der  Projection  dieser  Ebene  abschneiden,  mit 
der  Höhe  des. Kräftepolygons. 

Eine  weitere  Folge  sowohl  derCongtruction  als  auch  des  oben 
ausgesagten  Momententbeorems  ist  folgender  Satz : 

Können  alle  zusammenzusetzenden  Kräfte  zu  zweien  oder 

mehreren  so  grupptrt  werden,  dass  die  Mittelpunkte  aller 

Gruppen : 

in  einen  Punkt  zusammenfallen ,  so  ist  dieser  der  Mittel- 
punkt aller  Kräfte, 

in  eine  gerade  Linie  oder  in  eine  Ebene  fallen ,  so  liegt 

auch  der  Mittelpunkt  aller  Kr^te  in  dieser  geraden  Linie 

oder  in  dieser  Ebene. 


60.  Die  ZnsammeiiBetzimg  der  durch  einen  Funkt  gehen- 
den nnd  in  einer  Ebene  liegenden  Seitenlcräfte  einee 
Tftmnlidien  Syeteme. 

Schneidet  man  eine  beliebige  Zahl  Kräfte  im 
Raum  durch  eine  Ebeneund  zerlegt  sie  so,  wie  es 
in  Nr,  56  angedeutet  worden  ist,  in  zwei  Seiten- 
kräfte, wovon  die  eine  to  der  Ebene  Hegt  und  die 
andere  durch  ei  neu  beliebigen,  aber  festen,  ausser- 
halb der  Ebene  angenommenen  Punkt  geht,  so 
schneidet  die  Mittelkraft  dieser  letztern,  wo  auch 
der  feste  Punkt  im  Baum  angenommen  wurde,  die 
Ebene  in  dem  Mittelpunkte  von  parallelen  Kräften, 
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welche  in  den  Durchstosepunkten  wirken  und  den 
Erbebungen  der  einzelnen  gegebenen  Kräfte  Hbet 
die  Ebene  proportional  sind.  Die  Erhebung  der 
durch  den  Punkt  ausserhalb  der  Ebene  gebenden 
Kraft  ist  gleich  der  Summe  der  Erhebungen  aller 
einzelnen  Kräfte  Über  die  Ebene. 

Der  Satz  versteht  sich  von  selbst,  wenn  der  feste  Punkt  im 
Unendlichen  Hegt;  dass  er  aber  auch  fttrjeden  andemPunkt  gelte, 
folgt  daraus,  dagg  man  die  für  einen  unendlich  fernen  Punkt  erhal- 
tene Seitenkraft  in  ihrem  Darchstosspunkte  nach  der  Richtung  des 
gegebenen  Punktes  und  nach  einer  in  der  Ebene  liegenden  Rich- 
tung zerlegen  kann ,  wobei  sich  die  Erhebung  der  Kraft  Über  die 
Ebene  nicht  ändert 

Ist  also  ein  System  von  Kräften  im  Raum  gegeben ,  so  ist  da- 
durch fUr  jede  beliebig  angenommene  Ebene  ein  Punkt  in  ihr  be- 
stimmt, durch  den  die  nicht  in  der  Ebene  liegende  Seitenkraft 
gebt,  wenn  die  oben  angedeutete  Zerlegung  vorgenommen  wird. 

Der  reciproke  Satz  gilt  aach  für  jeden  Punkt  im  Baum. 
Durch  jeden  im  Raum  angenommenen  Punkt  ist 
eine  darch  ihn  gebende  Ebene  bestimmt,  durch 
welche  die  nicht  durch  den  Punkt  gehende  Sei- 
tenkraft projicirt  wird,  wenn  man  die  oben  an- 
gedeutete Zerlegung  vorgenommen  bat  Diesea  letz- 
tere haben  wir  noch  zu  beweisen. 

Es  sei  Fig.  122  q  der  angenommene  Punkt,  wir  projiciren 
aus  demselben  die  beiden  Kräfte  A^  and  A^  auf  eine  beliebig  an- 
genommene Ebene  3  und  zerlegen  in  den  Punkten  (.^3)  die  Kräfte 
A  (soll  für  A^  und  A^  gelten)  nach  den  durch  ^  gehenden  Rich- 
tungen B  und  nach  den  in  der  Ebene  %  liegenden  Richtungen  C\ 
verschieben  die  in  den  letztem  wirkenden  Kräfte  in  ihren  Bich- 
tungslinien  nach  dem  Durchschnitt  d  der  beiden  projicireoden 
Ebenen ;  dann  wird  die  Erhebung  k  der  Kraft  C  fiber  d  gleich  dem 

Moment  von  A  getheilt  durch  d  oder  ■=  —r  sein ,  wo  S  die 

doppelte  Momentenfläche  nnd  d  die  im  Schnitt  gemeraene  Ent- 
fernung des  Punktes  9  von  der  Ebene  %  bezeichnet,  wie  es  in  der 
Fig.  132  angedeutet  ist. 

Diese  Erhebung  der  Endpunkte  von  C  ist  ganz  unabhängig 
von  der  Stellung  der  Ebene  %  im  Raum,  welches  auch  dieselbe 
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seio  mag,  es  wird  der  Endpunkt  von  C  immer  auf  der  in  der  Figur 
punktirten Parallelen  zad'm  der  Entfernung A liegen.  Mithin  wird 


eich  auch  der  Endpunkt  der  Hittelkraft  H  der  beiden  Kräfte  C, 
und  Cj  auf  einer  Parallellinie  zu  </ bewegen;  und  das  Moment 
dieser  Hittelkraft  bleibt  fUr  jede  Stetlung  von  3  constant  in  Bezug 
auf  ^.  Stellen  wir  insbesondere  S  senkrecht  auf  d,  so  werden  die 
.Seitenkräfte  C,  also  auch  die  Hittelkraft  R  diesem  Momente,  na- 
meDtlich  das  der  Hittelkraft  9i  =  Rd  proportional  sein. 

Bisher  haben  wir  vorausgesetzt,  es  sei  d  constant,  allein  diese 
YoraoBsetzung  ist  durchaus  nicht  nothwendig.  Schneidet  die 
Ebene  %'  die  Linie  d  in  der  Entfernung  d'  statt  d,  so  werden  die 

dieser  neuen  Lage  entsprechenden  h'  gleich  -^  statt  -3-  sein,  die 

beiden  h'  sind  also  den  früheren  proportional  geblieben ,  d.  h.  nur 

im  Verhältuise  von  -77-  geändert  werden.  Die  projicirende  Ebene 
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von  R'  wird  daher  unverändert  geblieben  uod  It  ebenfallB  gleieh 
R  -j,-  geworden  sein.  Multiplicirt  man  jetzt,  um  das  Moment  zu 
erhalten,  R  mit  d\  bo  wird  es  gleich 

wie  früher. 

Da  durch  den  Schnitt  der  Parallelen  zu  d  mit  der  Ebene  S 
die  Kraft  R  vollständig  bestimmt  ist,  so  kann  sie  jetzt  mit  der 
Seitenkraft  irgend  einer  andern  Kraft  in  %  auf  gleiche  Weise  zu- 
sammengesetzt werden. 

In  der  darstellenden  Geometrie  ist  es  allgemein  (Iblich ,  die 
Stellung  einer  Ebene  durch  einen  Perpendikel  auf  diese  Ebene 
anzugeben ;  wenn  man  nämlich  nur  die  Stellung  einer  Ebene  im 
Äuge  hat,  80  ist  diese  durch  den  Perpendikel  vollkommen  be- 
stimmt, weil  alle  Ebenen,  welche  senkrecht  auf  einer  Linie  stehen, 
parallel  liegen,  und  weil  die  Winkel,  welche  jewei  Linien  mit  ein- 
ander bilden,  gleich  den  Winkeln  sind,  welche  die  senkrecht  auf 
ihnen  stehenden  Ebenen  mit  einander  bilden. 

Ganz  diesem  Gebrauch  entsprechend  werden  daher  auch  wir 
die  Stellungen  der  projicirenden  Ebenen  durch  die  Perpendikel 
darstellen,  welche  auf  ihnen  senkrecht  stehen,  und  durch  irgend 
einen  festen  z.B.  den  angenommenen  Punkte  gehen,  die  also  die- 
selben Winkel  mit  einander  bilden,  als  wie  die  projieirenden 
Ebenen  selbst 

Macht  man  jetzt  noch  die  Länge  dieser  Perpendikel  den  Ho- 
mentenfiächen  9  proportional,  und  setzt  sie  dann  gerade  so  zu- 
sammen wie  Kräfte,  die  auf  einen  Punkt,  den  Punkt  9  in  Fig.  122. 
wirken,  so  wird  die  Mittelkraft  dieser  beiden  Momente  senkrecht 
auf  der  Fläche  fR  stehen  and  diesem  Moment  proportional  sein, 
denn  der  die  Momente  zusammensetzende  Linienzug  9t  %  9^  ist 
dem  Linienzug  CiC,R  ähnlich,  wenn  3  senkrecht  a.ald  steht,  wie 
dies  Fig.  122  andeutet ;  standen  daher  äit  und  3(|  auf  Cj  nnd  C^ 
senkrecht  so  wird  auch  JR  senkrecht  auf  R  stehen. 

Wir  besitzen  alles  was  nothwendig  ist,  um  die  Settenkraft  C3 
in  %  einer  dritten  Kraft  ^3  als  Moment  3(g  mit  dem  Moment  9i  zu- 
sammenzusetzen, indem  wir  im  Strahlenbfindel  q  den  entsprechen- 
den Perpendikel  auf  die  Projectionsebene  von  ^4^ ,  desseD  Länge 
%  proportional  ist,  zu  9t,  d.  h.  zur  Summe  %  ~\-  Sj  addiren.  Wir 
haben   so  vorgehend  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  in    der 
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Ebene  3  in  eioe  solche  im  StrahlenbUodel  ^  verwandelt,  und  da- 
durch diesen  in  der  Art  reciprok  auf  die  Ebene  3  bezogen ,  dass 
drei  oder  mehr  Kräfte  in  i,  welche  Bich  in  einem  Punkte  aehnei< 
des :  drei  oder  mehr  auf  den  sie  projicireuden  Ebenen  senkrecht 
stehenden  Strahlen  entapreohen,  welche  alle  in  einer  Ebene  Hegen. 
Einzelnen  Ponkten  der  Ebene  S,  welche  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  entsprechen  ebenso  viele  Ebenen  desBttodels,  die  alle  sich 
in  dem  Strahl  schneiden,  welcher  der  Linie  entspricht,  in  der  die 
Punkte  liegen. 

Wie  icbon  im  Eingang  erwähnt,  ist  diese  Zusammensetzung 
der  Ki^te  vaa  der  L^ge  und  Stellung  der  Ebene  3  ganx  unab- 
hängig, indem  es  keiner  weitern  Angaben  als  die  Über  Stellung 
der  projicireuden  Ebenen  und  der  Gröese  der  Momente  bedarf, 
um  die  Momente  zusaumenzasetzen ;  das  gilt  daher  auch  fttr  die 
Zusammensetzung  der  Kiitfte  in  der  unendlich  fernen  Ebene,  denn 
die  Momente  in  Bezug  auf  ^  sind  Ja  nichts  anderes  als  die  unend- 
lich fernen  Seitenkräfte,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Kräfte  ^, 
nach  der  Richtung  einer  Parellelen  durch  e  und  einer  unendlich 
fernen  Kraft  zerlegt. 

Will  man  also  Kräfte  in  der  unendlich  fernen 
Ebene  zusammensetzen,  so  gelangt  mau  ganz  ein- 
fach zum  Strahl,  der  auf  der  Mittelkraft  senkrecht 
steht  und  dessen  Länge  dem  Moment  derselben 
gleich  ist,  indem  man  auf  den  Strahlen,  welche 
diesen  Kräften  CDtspreehen,  die  Momente  aufträgt 
und  wie  gewöhnliche  Kräfte  zusammensetzt. 

Hiermit  hätten  wir  gezeigt,  wie  unendlich  ferne  Kräfte  zu- 
sammengesetzt werden,  was  frUher  auf  Nr.  54  S.  19S  noch  nicht 
geschehen  konnte. 

61.  Die  pTOjectiTisetaen  Eigenschaften  eines  KräftesT^tems. 

Hat  man,  so  wie  es  in  den  vorigen  Nrn.  gezeigt  wurde,  ein  räum- 
liches Kilftesystem  auf  zwei  Kräfte  R  und  5,  die  sich  nicht  schnei- 
den, reducirt  und  nimmt  mau  den  Punkt  a  auf  der  einen  derselben 
5  z.  B.  an,  so  wird  die  diesem  Punkt  entsprechende  Ebene  notfa- 
weodiger  Weise  die  Projectionsebene  uR  sein  müssen,  denn  zer- 
legt man  die  einzelneu  Kräfte  j4  in  ihren  Durchstosspunkteu  mit 
einer  beliebigen  Ebene  9i  nach  der  Richtung  des  angenommenen 
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Punktes  e  und  der  Sehnittlinie  von  a  mit  9{,  so  wird  in  dieser 
letztern  Ebene  die  Eri^t  von  R  die  Hittelkraft  der  äeitenkräfte 
aller  Übrigen  sein.  Sie  wird  also  aus  dem  Punkt  a  durch  eR  oder 
%  projicirt,  während  auf  der  andern  Seite  alle  durch  den  Punkt  tr 
gehenden  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein  müssen. 

Und  umgekehrt,  legt  man  die  Ebene  9{  dnrch  R,  so  wird  der 
dieser  Ebene  entsprechende  Punkt  ^  ihr  Schnittpankt  mit  S  sein. 
Denn  zerlegt  man  die  einzelnen  Kräfte  A  in  ihren  Projeotions- 
ebeoen  aus  einem  beliebigen  Punkt  v  nach  der  Richtuiig  ihrer 
Schnitte  mit  {R  und  der  Verbindungslinie  ihrer  Durchstosspnnkte 
mit  a,  so  muse  in  diesem  letztem  Punkt  die  Kraft  S  die  Mittelkraft 
aller  A  sein ,  diese  Mittelkraft  schneidet  daher  die  Ebene  9t  im 
DurchstoBspunkt  von  S.  Hieraus  folgt,  dass  wenn  man  dureh  An- 
nahme eines  Punktes  9  die  Ebene  91  bestimmt  hat,  durch  welche 
die  nicht  durch  p  gehende  Kraft  R  projicirt  wird ,  dass  dann  aach 
umgekehrt  dieser  Ebene  der  Punkt  ^  entspricLt,  denn  er  ist  der ' 
Punkt,  in  welchem  die  nicht  in  jR  liegende  Kraft  S  die  Ebene 
^ff  _  9{  schneidet 

Hat  man  ebenso  durch  Annahme  einer  Ebene  % 
den  ihr  entsprechenden  Durchs tosspunkt  c  mit  der 
nicht  in  ihr  liegenden  Kraft  S  bestimmt,  so  entspricht 
auch  umgekehrt  diesem  Punkt  a  die  Ebene  %,  denn 
da  R  in  ihr  liegt,  so  ist  sie  die  Projectioneebene 
der  nicht  durch  den  Punkt  o  gehenden  Kraft 

Diesen  wichtigen  Satz  derReciprooität  wollen  wir  auch  noch 
direet  geometrisch  beweisen.  Wird  die  Ebene  91  angenommen, 
so  ist  die   Erhebung  von  A  Ober  d  in  der  Ebene  %  gemessen 

=  , — r,  und  senkrecht  auf  9t  gemeaeen  =  , — -  .  -^,  wenn  man 

mit  c  die  in  der  Figur  nicht  angebbaren  gleich  langen  Perpendikel 

c  =  Ci  ^  C)  vom  Endpunkte  der  Kräfte  C  auf  die  Ebene  9t  be- 

91 
zeichnet;  nun  ist  aber  C  = -^ ,    mithin   ist   die   Erhebung  der 

Kraft  A  über  der  Ebene  9t  =  ; — -. ;  da  aber  für  beide  Kräfte  A^ 

und  A^  das  Product  cd  constant  ist,  so  verhalten  sich  die  Ent- 
fernungen per,  in  p«s  umgekehrt,  wie  die  Erhebungen  der  Kraft 
A  tlber  9t.  ?  liegt  also  auf  der  Linie  d  gerade  so  wie  <r  auf  6. 
Wird  auf  der  andern  Seite  o  angenommen,  und  aus  demselben  A^ 
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und  ^,  projicirt,  wobei  aich  die  Frojectionsebeneu  m  (*  schneiden, 
von  b  aus  dann  die  Momente  S«i  und  ^«s  von  A^  und  ^,  in  Be- 
zng  auf  <r  aufgetragen,  so  ist  die  Erhebung  dieser  Momente  aber 
der  Ebenes  gleich  (ffji)  H,  da  aber  von  Constructionswegen  sebon 
(ffj4i)H,  =^  {aA^)Hi  ist,  so  erbeben  sieb  die  Parallellinien,  auf 
denen  sich  die  Endpunkte  der  von  b  aus  aufgetragenen  Momente 
bewegen  mOssen,  gleichviel  Sber  S;  %  ist  demnach  die  Ebene, 
welche  die  Mittelkraft  R  projicirt.  - 

Um  zu  diesen  Sätzen  zu  gelangen,  hatten  wir  q  und  %  will- 
kürlich angenommen,  da  aber  durch  a  %  bestimmt  ist,  so  kann 
man  auch  p  und  a  willkürlich  wählen,  und  erhält  dann  ff  als 
Schnitt  der  Ebenen  91  und  3,  welche  zwei  Punkten  d  und  tf  auf 
S  entsprechen ;  ebenso  kennte  man  die  Ebenen  )R  und  2  willkürlich 
annehmen,  und  wttrde  dann  5  als  Verbindungslinie  der  zwei  Punkte 
f  und  e  erbalten,  welche  zwei  Ebenen  entsprechen, die  durch  Agehen. 

Dreht  sieh  also  eine  Ebene  um  eine  Linie  ff, 
Bo  beschreibt  der  ihr  entsprechende  Punkt,  die  ff 
entsprechende  Linie  S. 

Wir  werden  fortan  immeryou  zwei  solchen  Richtungslinien,  in 
denen  mittelst  endlicher  Kräfte  einem  System  das  Gleichgewicht  ge- 
balten werden  kann,  sagen,  dass  sie  sich  entsprechen,  und  die  in  ent- 
sprechenden Richtungslinien  wirkenden  Klüfte  ein  Kräftepaar 
nennen. 

Der  Ebenenbttscbel  ff  and  das  Punktgebilde  S  sind  offenbar 
auch  projectiviBch,  denn  sie  liegen  ja  perspectiviach. 

Besteht  das  Kräftesyslem  nur  aus  den  Kräften  Ay  und  A^, 
Fig.  132,  wobei  A^  und  A^  auch  Mittelkräfte  mehrerer  Kräfte  vor- 
stellen können,  so  folgt  aus  obigen  Beweisen,  dass  A^  A^  ff  und  ^ 
auf  einem  Hyperboloid  liegen ,  von  dem  b  und  d  Leitlinien  sind ; 
denn  wo  auch  die  Punkte  q  und  tf  auf  5  angenommen  werden 
mOgen,  die  Ebenen,  welche  die  3  andern  Kräfte  ^t  Aa  und  ff  pro- 
jiciren,  mUssen  sich  in  einer  einzigen  Geraden  schneiden,  sonst 
könnten  ihre  Momente  nicht  im  Gleichgewicht  sein;  ebenso  folgt, 
wie  auch  die  Ebenen  {R  und  S  durch  ff  geführt  werden,  dass  die 
Punkte,  in  welchen  sie  die  drei  andern  Kräfte  schneiden,  auf  einer 
geraden  Linie  liegen ,  sonst  konnten  ihre  Seitenkräfte  durch  diese 
Punkte  nicht  im  Gleichgewicht  sein. 

Wird  auf  dem  Hyperboloid  A,  A,  R  S  eine  weitere  Erzeu- 
gungalinie  P  angenommen,  so  muss  das  ihr  entsprechende  Q 
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auf  demselben  Hyperboloid  Hegen.  Dreht  rnsn  eine  Ebene  um 
eine  Leitlinie  b,  welche  2  entsprechende  Linien  Ai^^,RS,  oder 
PQ  schneidet,  so  beschreibt  der  ihr  entsprechende  Punkt  dieselbe 
Leitlinie  b,  denn  nach  obigem  entspricht:  dem  Punkt  a  die  Ebene 
S,  dem  Punkt  ^i  b  die  Ebene  ^j  b  und  sofort.  Hieraus  folgt,  dass 
jede  Leitlinie,  d.  b.  jede  Linie,  welche  zwei  Paukte  entsprechender 
Kräfte  bestimmt,  sich  selbst  entspricht;  wir  werden  später  sehen, 
dass  in  solchen  Leitlinien  nur  mit  unendlich  grossen  Krftften  einem 
Kräftesystem  das  Gleichgewicht  geltalten  werden  kann.  Das 
Moment  des  Kräftesystems  in  Bezug  auf  diese  Leitlinien  ist  gleich 
null,  denn  wenn  sie  eine  das  System  darstellende  Linie  schneidet, 
schneidet  sie  auch  die  andere;  das  Drehungemoment  dieser  beiden 
Erftfte ,  also  auch  das  des  Systems,  ist  demnach  gleich  null  in  Be- 
zug auf  alle  Leitlinien. 

-  Da  der  um  die  Leitlinie  b  sich  drehende  Ebenenbflscbel  %, 
dem  in  derselben  Leitlinie  fortschreitenden  Punktgebilde  a  pro- 
jecHyisch  ist,  so  ist  ihm  auch  das  Punktgebilde  projectiTiacfa, 
welches  die  ron  %  projicirte  Kraft  R  auf  d  aasscheidet,  weil  aber 
bei  dieser  Bewegung  R  das  Hyperboloid  erzeugt,  von  dem  auch  b 
ein  Schnitt  ist,  so  folgt,  dass  auch  das  Punktgebilde  (A  R)  dem 
Punktgebilde  a  projectirisch  sei.  Nun  entsprechen  sich  aber  die 
Kräfte  R  und  S  gegenseitig,  also  entsprechen  sich  diese  beiden 
Punktgebilde  involutorisch. 

Drei  beliebige  Leitlinien  des  Systems  be- 
stimmen ein  Hyperboloid,  das  von  einer  inroluto- 
ri sehen  Scbaar  entsprechender  Eräftepaare  er- 
füllt ist. 

Zur  Bestimmung  des  Systems  gentigen  demnach  zwei  Paare 
entsprechender  Richtungslinien,  die  auf  einem  Hyperboloid  liegen 
mUssen;  in  der  That  bestimmen  diese  auch  laut  Nr.  40  S.  167  das 
Verhältniss  der  vier  in  ihnen  wirkenden  Kräfte.  CrewShnlieh  sind 
jedoch  nieht  vier  solcher  Riehtungslinien,  sondern  zwei  derselben, 
mit  der  OröSBc  der  darin  wirkenden  Kräfte'  Ä  und  S  gegeben,  und 
die  Aufgabe  ist  dann  zu  einer  weitern  Kraft  P  die  entsiM-echende 
Q  za  construiren. 

Man  lege  zwei  Ebenen  durch  P,  welche  A  und  5  schneiden,  nnd 
tbeile  die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  umgekehrt  wie  die 
Erhebungen  von  R  und  S  Über  den  Ebenen ,  so  erbUt  mui  zwei 
Funkte  von  Q;  oder,  man  setze  in  zwei  Punkten  von  /^  die  Uo- 
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mente  9t  und  ®  Kueammen,  welobe  in  den  projieirenden  Ebenen 
der  Kräfte  A  und  5  aus  den  angenommeneii  Punkten  wirken,  so  er- 
h&lt  man  zwei  Ebenen,  welebe  aach  (/  enthalten.  Schon  von 
CoDstnictionswegen  liegen  die  vier  Richtnngelinien  von  PQB  und  S 
auf  einem  Hyperboloid.  Wie  dieae  Operationen  nach  den  Regeln 
der  darstellenden  Geometrie  ausgeführt  werden  können  wird  am 
SehluBB  dieses  Kapitels  gezeigt  werden. 

Wir  wollen  anoh  noch  die  Lage  von  Q  auf  dem  Hyperboloid 
zu  bestimmen  suchen.  Es  seien  It  und  S'  die  zu  R  und  S  pa- 
rallelen   Leitlinien ,    welche 


von  allen  Erzeugungslinieo 
geschnitten  werden;  wir  be~ 
zeichnen  die  Durchschnitts- 
punkte  von  RPSQ  und  If  mit 
QO  n  <r  X  siehe  Fig.  123  und 
die  mitS'  mit  p'  n'  co'  x.  In 
dem  geschlossenen  Linienzug 
X7t  n  x  laafen  alle  Strecken 
mit  den  Richtnngslinien  der 
vier  Kräfte  parallel,  da  es 
ein  räumlicher  Zug  ist,  so 
verbalten  sich  laut  Kr.  40 
S.  167  die  Kräfte  wie  diese 
.Strecken  und  man  bat: 

R  P 


Fig.  1S3. 


Anderseite  sind  wegen  der  Projectivität  der  Punktgebilde 
CO  noK  und  co  V^'n',  die  Gebilde  nax  und  x'pV  ähnlich,  und  man 
bat  weiter : 

Tf<t  ax  xn  R 

x'ß'  f'n'  n'x  S 

Mittelst  dieser  Verhältnisse  läset  sich  wohl  immer  am  leich- 
tsten die  Lage  der  einen  Kraft  Q  z.  B.  auf  R  und  S'  dureh  die 
Ekitfernungen  <r  x  und  x'  ^'  ihrer  Schnittpunkte  von  R  nnd  S  be- 
stimmen, wenn  die  Lage  der  Hbrigen  Schnittpnnkte  gegeben  ist. 

Das  Obige  war  nichts  anderes  ale  die  Lösung  der  geometri- 
schen Aufgabe :  auf  den  projectivischen  Funktreiben  co  tt  a  und 
f'n'oo',  die  Punkte  x  undx'  so  zu  bestimmen,  dass  die  Längen  der 
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Strecken  *a  und  n'x  sich  wie  die  gegebenen  Linien,  nämlich  wie 
R :  S'  verhalten. 

Auch  das  allgemeine  DoppelverhältniBB  der  4  Kräfte  RPSQ 
lässt  sich  durch  die  Strecken  von  t(  und  S'  zwischen  den  drei 
ersten  EiilfteD  allein  ausdrucken.    Zunächst  ist: 

(ÄPSß)  =  (QO  71  «T  x)  =  (p' «' oo  »')  = -?^  « -^ . 

Die  Substitutionen  der  letzten  Proportionen  geben  weiter: 

Diese  Gleichungen  geben  das  Doppel rerbältniss  der  vier  ErXfte 
auf  dem  Hyperboloid ,  wenn  das  Verhältniss  der  Kräfte  und  die 
Abschnitte  zwischen  den  drei  Richtungslinien  RPS  oder  SQH  auf 
If  oder  iS'  gegeben  sind. 

Bezeichnet  man  mit3  den  Cubikinhalt  des  Tetraeders  xnn'x, 

so  ist  3. ■'  -r-^  der  Cubikinhalt  desjenigen,  welches  durch 

xn  .n%  ja 

Verbindung  der  Endpunkte  der  in  ihren  Richtungslinien  aufgetra- 
genen Kräfte  R  und  S  entsteht;  denn  die  Inhalte  von  Tetraedern, 
von  denen  2  Gegenkanten  in  die  gleiche  Ricbtnngslinie  fallen, 
verhalten  sich  wie  die  Producte  dieser  Gegenkanten.  Ebenso  ist 
der  Inhalt  des  durch  die  beiden  Kräfte  P  und  Q  gebildeten  Te- 

P    0 

traeders  gleich  3.— --  ■  ,- — . 
"  nn  .XU 

Nun  sind  aberdievierVerbältnisse,  mit  denenSmultiplicirt  er- 
Bcheint,  gleich  gross,  also  auch  die  beiden  Tetraeder.  Da  P  und  Q 
willkürlich  gewählt  wurden,  folgt  der  Satz :  die  Inhalte  aller 
Tetraeder,  welche  durch  die  Endpunkte  zweier  in 
ihren  Richtungslinien  aufgetragenen  Kräfte,  die 
das  System  darstellen,  gebildet  werden,  sindgleicb 
gross.  Denken  wir  uns  eine  Leitlinie  als  Doppellinie  einer  in- 
volutorisohen  Kräfteschaar,  welche  von  irgend  einer  andern  Leit- 
linie durch  A  5  harmonisch  getrennt  wird,  und  es  nähern  sich  mehr 
und  mehr  die  Richtungslinien  R  S  der  Doppellinie,  so  wird  ihre 
senkrechte  Entfernung  k  und  der  Winkel  t  den  sie  mit  einander 
bilden,  immer  kleiner,  zuletzt  bei  dem  Zusammenfallen-mit  dem 
Leitstrabi  unendlich  klein  werden.  Der  Cubikinhalt  des  Tetraeders 
RS  ist  gleich  */,  R.S.k  sin  r;  werden  hierin  h  und  t  uoendlicb 
klein,  so  mUssen,  wenn  der  Inhalt  constant  bleiben  soll,  R  und  S 
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an«ndlich  ^ss  werden.  Jede  Leitlinie,  die  ff  uad  5  nicht  schneidet, 
kann  als  solche  Doppelliuie  betrachtet  werden,  denn  sie  kann  mit 
ßS  eine  Regelschaar  hilden.  Die  Leitlinien  des  Systems 
sind  also  Doppellinien,  in  welchen  zwei  das  Kräfte- 
system  darstellende  Kräfte  zuHammenfalleo  und 
unendlich  gross  werden. 

Doch  Tertreten  die  Doppellinien  nicht  ganz  zwei  gegebene 
Richtaugen  eines  Kräftepaares  des  Systems.  Wohl  ist  das  System 
bestimmt  durch  die  Richtungslinien  zweier  Kräfte  R  und  S  und 
eine  sie  nicht  schneidende  Leitlinie  L;  denn  auf  dem  Hyper- 
boloid RS  .  L  ist  durch  das  Paar  RS  und  die  Doppellinie  L  die 
iuTolntorische  Kräftescbaar  volUtändig  bestimmt;  jedoch  noch 
unbestimmt  durch  zwei  sich  uicbt  acbneidende  Doppellinien  L  und 
M.  E^  mUsaen  erst  noch  drei  L  und  M  schneidende  Leitlinien 
b,  c,  d  gegeben  sein ,  um  die  involutorische  Regieischaar  zu  be- 
stimmen, von  der  L  und  M  die  Ordnungsstrahlen  sind. 

Nimmt  man  die  erste  Kraft  R  willkfirlich  als  Strahl  dieser 
ScbaarZi  und  M,  so  ist  S  der  Strahl,  welcher  mit  R  die  Doppel- 
linien L  und  M  harmonisch  trennt;  irgend  ein  anderes  Paar 
der  jetzt  vollständig  bestimmten  involutorischen  Kräftescbaar 
L  .  M  .  RS  .  kann  dazu  dienen,  das  Verbältuiss  der  Ki^fte  R  und 
S  zu  bestimmen. 

Sind  zwei  das  System  darstellende  Kräfte  R  und  S  roUetändig 
gegeben,  und  nimmt  man  noch  eine  dritte KraftP  an,  so  kann  man 
sofort  sehen ,  ob  die  Inrolution  RS  .  PQ  Doppelstrahlen  besitzt 
oder  nicht  Han  lege  durch  P  eine  beliebige  Ebene,  welche  R  und 
Ä'  schneidet,  ist  dann  der  Mittelpunkt  der  Erhebungen  tod  R  und 
S,  durch  AeaQ  geht,  tlber  diese  Ebene  durch  dieDurchstosspunkte 
der  Kräfte  von  P  getrennt:  so  hat  die  Involution  PQ  .  RS  keinen 
Doppelatrahl ;  oder,  man  projicire  aus  einem  Punkt  Ton  P  die 
Richtungslinien  R  und  S,  dann  heBtimme  man  die  Mittelebene 
der  Momente  R,  S,  die  Q  enthält,  und  durch  den  Schnitt  der  Pro- 
jectionsebene  geht;  ist  diese  von  F  getrennt,  so  bat  die  Involution 
PQ  .  RS  keinen  Doppelstrahl. 

Ist  ein  Kräftesystem  nicht  durch  zwei  Kräfte  R  und  S,  sondern 
durch  die  Richtungslinien  von  zwei  Paar  Kräften  RS  und  PQ  ge- 
geben ,  so  wird  sehr  leicht,  wie  folgt,  zu  einer  fünften  nicht  zur 
Scbaar  RSPQ  gehörenden  Kraft  T  die  entsprechende  U  gefunden. 
Man  führe  durch  7' Ebenen,  welche  die  vier  Kräfte  schneiden,  dann 
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schneideo  aich  die  VerbindungBlinieD  der  Scbnittpankto  RS  und 
PQ  auf  einen  Punkt  von  U;  oder  man  projicire  aus  Punkten  von  T 
die  vier  Kräfte,  dann  geht  die  Ebene,  welche  den  Schnitt  der  Pro- 
jectionsebene  RS  mit  dem  von  PQ  verbindet,  durch  U.  Zwtä 
Punkte  oder  zwei  Ebenen  genttgen  zur  BestiminuDg  tod  (/.  Dass 
aber  alle  so  beBtimmten  Punkte  in  einer  Geraden  U  lie^u  und 
alle  Ebeoeo  durch  U  gehen,  fol^  daraus,  dasa  laut  Gonstmction 
U  und  T  zugeordnete  Involutionaaxen  der  iuTolntoriBohen  Regel- 
Bchaar  A^.P^Bind. 

Stillschweigend  iet  bisher  immer  rorausgesetzt  worden,  dan 
die  augenomniene  Kraft  P  keine  der  KriifteA  oder  S  schneide;  ist 
dies  aber  nicht  der  Fall ,  d.  h.  schneidet  P  die  eine  der  Kräfte, 
Z.B.R,  so  verbinde  man  den  Schnittpunkt  PR  mit  dem  Durch- 
ntosBpunkt  der  Kraft  S  mit  der  Ebene  PR  durch  einen  Leit- 
ntrahl,  dann  kann  man  R  nach  der  Richtung  von  P  und  der 
des  Lichtstrahles  zerlegen,  wodurch  P  bestimmt  ist;  am  E^de 
des  Leitstrahles  setze  mau  die  in  ihm  wirkende  Kraft  zu  Q  zu- 
Rammen. 

Hierausfolgt,  dass  wenn  von  zweiKräftepaareo  einesSystems 
zwei  nicht  entsprechende  sich  schneiden,  auch  die  beiden  andern 
sich  schneiden  mflssen.  Das  gilt  natttrlich  auch  noch,  wenn  iv/ä 
Kräfte  R  und  S  zu  einem  Leitstrahl  zusammenfallen ;  also  jeder 
Leitstrahl,  welcher  eine  Kraft  schneidet,  schneidet  anch  die  andere. 

Wir  sind  jetzt  im  Stande  uns  einigermaassen  die  Vertheilung 
der  Leitstrahlen  im  Raum  zu  denken.  Jede  Ebene  enthält  einen 
Btlschel  Leitstrahlen  in  dem  ihr  entsprechenden  Funkt,  and  jeder 
Punkt  einen  Bttschel  Leitstrahlen  in  der  ihm  entsprechenden 
Ebene.  Dreht  sich  eine  Ebene  um  eine  Linie,  so  rUckt  der  Leit- 
strahlenbtlschel  in  ihr  perspeetiTisch  auf  der  ihr  entsprechenden 
Linie  vor,  und  erftlUt  so  den  ganzen  Raum.  Dreht  sieh  eine 
Ebene  um  einen  Leitetrahl  —  so  rUckt  der  Mittelpunkt  desBOflcbels 
auf  diesem  Leitstrahl  selbst  vor. 

Alle  Hyperboloide  auf  denen  irgend  zwei  Paare  entsprechender 
Kräfte  liegen ,  sind  von  Leitschaaren  erfOllte.  Sie  erifullen  also 
den  ganzen  Raum  in  allen  Richtungen,  und  doch  sind  nicht  alle 
Linien  des  Raumes  Leitstrahlen. 
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63.   Znaammenhang  des  Ki^ftesyetems  mit  dem  NqH- 
system  und  den  Cnrven  dritter  Ordnung. 

Die  in  der  Torigen  Nummer  entwickelten ,  vom  Maass  unab- 
hlngigen  projectivtflchen  Eigenschaften  des  Eräftesystems  aind 
auch  in  der  Qeometrie  der  Lage  bekannt,  wo  das  Krilftesystem 
Nallsystem  genannt  wird.  Der  einer  Ebene  entsprechende 
Punkt  heisBt  ihr  Nullpunkt,  und  die  einem  Punkt  entsprechende 
Ebene  seine  Nullebene. 

Sehr  ansfahrlicb  und  ganz  ftlr  unsere  Zweeke  passend,  ist  es 
in  Staudts  Beitragen  &.  58  bis  63  behandelt;  wir  haben  in  der 
vorigen  Nnmmer  das  fflr  uns  wesentlichste  reproducirt,  immer  die 
Beziehungen  zu  den  Kräften  festhaltend,  and  es  genügt  hier  auf 
die  Indentit&t  dieser  Systeme  aufmerksam  gemacht  zu  haben. 

Da  durch  eine  Baumcurre  dritter  Ordnung  ein  Nulleystem 
bestimmt  ist,  so  kann  auch  jedes  Kräftesystem  durch  eine  solche 
Raumeurre  dargestellt  werden,  die  dann  die  Ordnungscurve  des 
Systems  heisst  Die  Beziehung  eines  KrHftesystems  auf  eine 
solche  Curre  leistet  in  der  Praxis  gerade  keine  besondem  Dienste, 
weil  die  benßthigten  Mittelkräfte  selbst,  ebenso  leicht  direct,  als 
mittelst  einer  solchen  Curre  construirt  werden  können;  dagegen 
geben  sie  einen  angemein  klaren  Begriff  toq  dem  Zusammenhang 
entsprechender  Punkte ,  Ebenen  und  Linien ,  welcher  ganz  analog 
dem  der  entsprechenden  Pole  und  Polaren  in  ebenen  Polarsystemen 
ist;  wir  können  es  daher  nicht  unterlassen  denselben  hier  nochber- 
Tonnheben. 

In  der  E^ne  kann  man  durch  jeden  Funkt  zwei  reelle  oder 
imaginäre  Tangenten  an  einer  Carre  zweiter  Ordnung  ziehen,  die 
Verbindungslinie  derBerdhrungspunkteist  die  Polare  des  Punktes. 
Ebenso  gehen  durch  jeden  Punkt  des  Baumes  drei  OsculationB- 
ebenen  der  Banmcnrre  dritter  Ordnung,  von  denen  zwei  imaginär 
sein  können,  und  die  Ebene  der  drei  Oseulationspunkte  ist  die 
Nnllebene  des  Punktes,  welche  immer  durch  ihn  geht.  Umgekehrt, 
jede  Ebene  schneidet  diese  Raumeurre  in  drei  Punkten,  von  denen 
zwei  imaginär  sein  kOnnen.  Die  drei  Oscutationsebesen  schneiden 
sieh,  in  de»  Nullpunkt  der  Ebene.  (Staudt,  Beiträge  Seite  313.) 
Einer  Oseulationsebene  entspricht  ihr  Osculationspunkt  als  Null- 
pnoki. 
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Alle  Strahlen,  welcbe  durch  den  Nollpnnkt  gehen  und  in  der 
entsprechenden  Nullebene  liegen,  sind  Leitstrahlen,  also  auch  alle 
Strahlen,  welche  durch  einen  Cmrenpunkt  gehen  und  in  der  Os- 
culatiouBehene  liegen.  Da  die  Oaculationsebene  die  Gurre  drei- 
punktig  schneidet,  so  ist  die  in  ihr  liegende  GurrentangeDte  der 
einzige  Leitstrahl,  welcher  zwei  Gurrenpunkte  verbind^;  also 
unter  den  Verbindungslinien  zweier  Curreopunkte  sind  nur  die 
Berahmngslinien  Leitstrahlen. 

Der  Verbindungslinie  zweier  Curvenpunkte  entspricht  die 
Schnittlinie  der  zwei  Osculationsehenen ,  welche  die  Gurre  nie 
schneidet,  denn  sonst  hfltte  jede  der  beiden  Osculationsehenen 
ausser  dem  Osculationspunkt  noch  einen  Punkt  mit  der  Gurve  ge- 
mein. Einem,  zur  Gurve  dritter  Ordnung  perspectivischen  Kegel 
zweiter  Ordnung  entspricht  ein  eben  solcher  StrahlenbUschel,  der 
eine  Gurre  zweiter  Ordnung  nmbflUt,  welche  in  einer  Osculations- 
ebene  liegt. 

Einer  Linie,  die  durch  einen  Gorvenpuakt  gebt  und  nicht  in 
der  Osculationsebene  liegt,  entspricht  eine  andere,  die  in  der  Os- 
culationsebene  des  Punktes  liegt,  aber  nicht  durch  ihn  geht  Liegt 
dieLinie  in  derOseulationBebene,  so  ist  sie  ein  Leitstrahl  und  ent- 
spricht sich  selbst. 

Auf  verschiedene  Weisen  können  RegelflSchen  constmirt 
werden,  welche  die  Ordnungscurve  enthalten :  es  ist  eine  solche 
bestimmt  durch  eine  Linie,  die  durch  einen  Cunrenponkt  geht, 
Slaudfa  Beiti^ge  Xr.  472 ;  oder  durch  eine  Secante  (Linie,  welche 
zwei  reelle  oder  imaginäre  Gurrenpunkte  verbindet)  und  einen  be- 
liebigen Punkt,  der  weder  in  der  Curve  noch  in  der  Secante 
liegt,  und  durch  den  eine  i^weite  Secante  bestimmt  ist,  Staudt 
Beitr.  Nr.  478;  also  auch  durch  zwei  Secanten.  Jeder  solcher 
Regelfläche  entspricht  eine  andere  Kegelfläche,  in  welcher  der  der 
Ordnungscurve  sich  anschmiegende  EbenenbUschel  dritter  Ordnung 
(Inbegriff  aller  Osculationsebenen)  enüialten  ist  (welche  von  allen 
Oscnlationsebenen  bertlhrt  wird].  Unter  den  Secanten  der  einen 
Regelfläche  und  den  Schnittlinien  zweier  Ebenen  der  audem  be- 
finden sicfa  Je  zwei,  welche  die  Curve  bertihren,  von  diesen  vier 
Linien  fallen  die  zwei  sich  selbst  entsprechende  Tangenten  zn 
zweien  zusammen.  Die  beiden  Regelflächen  haben  daher  zwei 
Leitstrahlen  gemein.  Da  diese  sich  nicht  schneiden,  so  schneiden 
sieb  die  Regelflächen  in  noch  zwei  weitern  Limen,  haben  also  im 
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Ganzen  nar  vier  gerade  Linien  gemein,  die  paarweise  imaginär 
sein  können.  Demnach  können  diese  beiden  Kegelschaaren  sich 
nicht  mehr  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  Bcbneiden,  woraus  folgt, 
dass  keine  der  das  System  bestimmenden  inTolutorieohen  Begel- 
schaaren,  Nr.  61  S.  222 ,  perapectivisch  mit  einer  Ordnungscurre 
des  Systems  liegen  kann.  Auf  Jeder  Oberfläche  dieser  Regel- 
schaaren  könnten  anendlich  viele  Curren  dritter  Ordnung  con- 
atruirt  werden,  allein  keine  derselben  kann  Ordnungscurve  des 
KoUsystems  sein. 

Nachdem  wir  gesehen  haben,  wie  durch  eine  Raumcarre 
dritter  Ordnung  das  Nullsystem  bestimmt  wird,  d.  h.  wie  eine 
aolche  Curve  Ordnungscurve  des  Kräfte-  odec  NuIUystems  sein 
kann,  haben  wir  noch  zu  zeigen,  wie  umgekehrt,  für  gegebene 
Klüfte  o.der  Nntlsysteme,  Ordnungscurven  coastruirt  werden  kQn- 
neo.  Es  sei  zunächst  das  System  wie  in  Nr.  54  durch  eine  invo- 
latorische  Regelsehaar  pp^  .  q  q^  gegeben.  Dann  können  aof 
derselben  drei  beliebige  Leitstrahlen  aAc  gewählt  werden,  welche 
von  der  Curve  berOhrt  werden  sollen,  wir  können  auch  auf  zweien 
derselben  ad  z.B.  noch  die  Berührungspunkte  willkfirlich  wählen, 
es  seien  dies  die  Punkte  A^  ap  und  B  =*  bq.  Dann  sind  api 
und  bqi  die  Nullebenen  AiBt  dieser  Funkte,  mithin  auch  die 
Osculationsebenen  der  Baumcurve  in  diesen  Punkten.  Laut 
Staudt  Leit  Nr.  481  S.  311  werden  die  beiden  BerUhrnngspunkte 
B  C  anf  6  und  e  harmoniBch  von  den  Ebenen  ap  und  api  getrennt, 
wir  erhalten  also  den  Str^l  r,  auf  welchem  der  Berührungspunkt 
C  des  Leitstrahlea  c  liegt,  indem  wir  den  vierten  harmonischen 
Strahl  in  pqpt  r  aoches.  Aus  demselben  Grund  sind  die  Berah- 
nutgspankte  A  und  C  von  den  Ebenen  b  q  und  b  qi  harmonisch 
getrennt ;  r  ist  also  auch  der  vierte  harmonische  Strahl  in  qp  9,  r, 
mithin  ein  Doppelstrahl  der  Involution  pq  -Pigt  •*"■  ^^^  andere 
Doppelstrahl  r,  ist  von  r  durch  p  und  q  harmonisch  getrennt,  also 
der  vierte  Strahl  von  qrpry,  da  es  auch  die  Beriihmngspunkte 
AB  dnrch  die  Ebene  er  und  cr^  sind,  so  ist  cr^  die  Oseulations- 
ebene  des  Punktes.  Dass  die  Strahlen  r  r^  wirklich  der  In- 
volntion ;i;>i  .  qqi  angehören,  folgt  daraus,  dass;*!,  7,  und  r^  die 
vierten  harmonischen  Strahlen  in  ^pqpi>  P9''9i  und  q^pry  sind. 

Jeder  der  drei  Kegel,  welche 
ihre  Spitzen  haben  in :  ABC 

nnd  die  Ebenen  A)pi6e    B)qica    C)  r^ab 
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bertihrea,  und  zwar  je  die  zwei 

letztet)  in  J)BC      B)CA      OAB 

projicirt  die  Ordnungscurve,  die  sich  aleo  als  Schnitt  irgend 
zweier  dieser  Kegel  ergiebt 


63.  ConstTDctioD  der  Ordnangscarve  eines  Eräftesystems. 

In  Fig.  124  haben  wir  es  Tersuefat,  die  eben  angedeuteten 
Operationen  auBzunihren.  WillkDrücb  wurden  die  drei  Leitlinien 
abe  und  die  auf  iboen  liegenden  Punkte  ^£C,  in  welchen  sie 

Flg.  124. 


von  der  Baumenrve  berührt  werden  eolleo,  aagenommea;  will- 
kOrlich  können  auch  noch  zwei  z.  B.  die  durch  A  und  B  gehenden 
Strahlen  p  und  g  der  invotutoriachen  Eegelschaar  angenonuuen 
werden,  dadurch  ist  der  Strahl  r  hestimmt,  der  durch  Cgeht  nod 
den  Eegelschnitt,  die  Hyperbel  abepq  berührt,  unter  der  die  Regel- 
Bchaar  erscheint.  Durch  dieselbe  Bedingung  und  dadurch,  dass 
rpqpitpqrqiMxiA  i/rpr^  hannonische  WUrfe  sein  mttssea ,  sind 
auch  die  drei  letzten  Strahlen  px  yi  rj  gegeben.  Die  Zeichnung 
dieser  neun  Strahlen  derselben  Hyperbel  bedarf  keiner  weitem 
Erläuterung. 

Die  drei  Null-  oder  Osculationsehenen  der  Funkte  .<^0C,  oder 
die  Ebenen  Ax  =  ap,,  fi,  =  j;,,  C,  ^  cri  wurden  durdi  ihre 
Schnittlioien  angegeben ;  die  Linie  Ai  Bf  geht  dur«h  die  Punkte 
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«fi  and  bpt,  denn  diese  Punkte  liegen  in  jeder  der  beiden 
Ebenen,  ebenao  geht  0,  C,  durch  die  Punkte  br,  und  cq,  und 
Ci^t  dnreh  cf>i  nnd  ar^.  Diese  drei  Linien  schneiden  sich  im 
Schnitt  S  der  drei  Ebenen,  dem  Nullpunkt  der  Ebene  j4BC,  dem 
Centnim  der  Inrolation,  in  welcher  diese  Ebene  von  ppi -qqi.rri 
geschnitten  wird. 

Zar  Bestimmung  der  beiden  Kegel ,  welche  aus  B  und  C  die 
Raumcurre  projiciren,  wurden  die  Schnitte  derselben  mit  der 
Ebene  A  =  ap  construirt  Der  Kegel  B  berfihrt  die  Ebene  B^ 
im  Strahl  b ;  die  Ebene  Bx  =  bq^  schneidet  ^  ^  a^  in  der  ge- 
stiichten  Yerbindungslinie  der  Punkte  aqy  (bp),  (wir  klammem 
Elemente,  die  ausserhalb  des  Rahmens  der  Figur  liegen,  ein),  denn 
beide  Punkte  liegen  in  beiden  Ebenen ;  der  Strahl  b  schneidet  A 
in  ^bp');  mitbin  wird  der  zu  construirende  Kegelschnitt  Bi  in  (bp) 
bertlhren.  Die  Ebene  Ba  schneidet  A  in  der  Linie  a  und  bertthrt 
den  Kegel  im  Strahl  BA,  der  Schnitt  des  Kegels  berührt  also  die 
Linie  a  in  A.  Die  Ebene  Be,  in  der  auch  der  Strahl  q  liegt,  weil 
er  die  Leitlinie  c  schneiden  muss,  schneidet  ^  -=  «;>  in  der  Ver- 
bindnngslinie  der  Punkte  ep,  aq  und  berührt  den  Kegel  im  Str^l 
SC;  der  gesachte  Kegelschnitt  bertlhrt  also  die  Linie  (cp,  aq)  in 
ihrem  Scbnitt  (O)  mit  SC.  Diese  drei  Tangenten  mit  ihren  Be- 
rQfaning^punkten  sind  mehr  als  gentlgend  um  den  gesuchten 
Kegelschnitt,  die  in  der  Figur  punktirte  Hyperbel  zu  construiren. 
ÄoB  selbstrerstSndlicfaen  Gründen  ist  es  vortheilhaft,  ftlr  diese 
Constniction  den  Strablenbfischel  U,  wo  die  Verbindungslinie  der 
EegelspitKCQ  B  und  C  die  Ebene  A  schneidet,  zu  benOtzen. 

Genau  die  gleichen  Schlosse  geben  dieConstruotionselemente 
des  Schnittes  des  Kegels  C  mit  A  =:  ap;  er  bertthrt  den  in  der 
Figur  ebenfalls  punktirten  Scbnitt  Ci  -°ari,  ep  in  dem  Punkt  cp; 
den  Scbnitt  {ar)  (bp)  der  Ebene  Cb  mit  ^,  in  seinem  Schnitt- 
punkt lü)  mit  BC;  und  endlich  die  Linie  a  in  A.  Mittelst  dieser 
drei  Tangenten  und  ihrer  BerUhnmgspunkte  kann  die  in  Fig.  12i 
punktirte  Ellipse  gezeichnet  werden,  wobei  es  zweckmässig  ist, 
die  Ellipsenpunkte  auf  denselben  Strahlen  von  U  zu  construiren, 
auf  welcher  schon  ein  Hyperbelpunkt  bestimmt  wurde. 

Linien,  welche  von  den  Kegelspitzen  B  und  C  aus  solche 
CarTenpankte,  die  auf  einem  und  demselben  Strahl  von  U  liegen, 
projiciren,  und  Eizeugungslinien  der  beiden  Kegel,  welche  in 
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einer  und  derselben  Ebene  lie^n ,  und  geben  daher  durch  ihren 
Hßhnitt  einen  Punkt  der  zu  eoestmirenden  Raumcurven. 

Der  Punkt  U  Hegt  sowohl  in  der  Ebene  J  ^=  ap  als  auch  io 
der  Ebene  ABC,  demnach  ist  die  strichpunktirte  Linie  AÜ  die 
Schnittlinie  der  Ebene  ABC  mit  A  ■=•  ap,  welche  letztere  Ebene 
das  Hyperboloid  in  A  bertlhrt,  mitbin  berührt  aach  Aü  den 
Schnitt  der  Ebene  ABC  mit  dem  Hyperboloid.  Wenn  wir  uns 
daran  erinnern,  dass  U  der  Schnittpunkt  der  Linien  («;,  cp)  mit 
(ar,bp}, so  folgt  durch  Vertausehung  der  Zeichen,  dass  der  Schnitt 
der  Linien  (_br,  aq)  und  ibp,  cq),  auf  der  Linie  ^Cund  auf  der 
Btrichpunktirten Tangente fi,  endlich  der  Schnitt  icq,  ar)  und  [qr, 
br)  auf  AB  und  der  Tangente  C  liege.  Diese  drei  Schnittpunkte 
liegen  auf  einer  geraden  Linie ,  der  Polaren  des  Punktes  S  be- 
zUglich  des  Schnittes  des  Hyperboloids  mit  ABC.  Durch  jene 
drei  Punkte  ist  das  diesem  Schnitt  umschriebene  strichpunktirte 
Dreieck  bestimmt,  mit  dessen  Hälfe  jetzt  der  Schnitt  selbst,  eine 
stark  ausgezogene  Ellipse  in  Fig.  124  construirt  werden  kann. 

Bei  der  Darstellung  Fig.  124  haben  wir  alle  Erzeogungs- 
linien  des  vordem  Mantels  oberhalb  der  Ellipse  stark  ausgezogen, 
den  Tordera  Hantel  unter  der  Ellipse  dachten  wir  uns  gans  weg 
und  nur  die  zur  Construction  notibwendigen  Schnittpunkte  ron 
Leitlinien  und  Strahlen  wurden  durch  Ereuzchen  markirt.  Die 
Erzeugungslinien  des  hintern  Mantels  wurden  unter  dem  vordem 
punktirt. 

Die  Raum-  oder  Ordnungscorve  des  Nultsystems  sehneidet 
die  unendlich  ferne  Ebene  in  3  Punkten  und  besteht  daher  aus 
3  Aesten.  Sie  hat  mit  dem  Hyperboloid  die  Doppelpunkte  ABC, 
also  im  Gknzen  6  Punkte  gemein;  da  nun  eine  solche Curre  keine 
7  Punkte  mit  einem  Hyperboloid  gemein  haben  kann ,  ohne  ganz 
auf  demselben  zu  liegen,  da  sie  femer  in  den  das  Hyperboloid  bei 
ABC  schneidenden  Osculationsebeuen  AiBi  C,  die  Leitlinien  abc 
berührt  und  nicht  schneidet,  so  folgt  weiter  noch,  dass  die  Raum- 
curve  ganz  ausserhalb  oder  ganz  innerhalb  des  Hyperboloids 
liegen  jnüBse;  im  gegenwärtigen  Fall  liegt  sie  ausserhalb.  Sie 
geht  auch  noch  durch  den  Schnittpunkt  der  punktirten  Ellipse  und 
Hyperbel,  als  Schnittpunkt  der  Kegelflächen  B  und  C;  dieser 
Punkt  und  der  Doppelpunkt  A  sind  die  drei  Punkte,  welche  sie 
mit  der  Ebene  A  =-  ap,  die  in  A  Ton  ihr  geschnitten  wird,  ge- 
mein hat    In  ihrer  Projeoüon  Fig.  124  erscheint  sie  natarlich  als 
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ebene  Curre  3ter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  in  Z' ;  da  sie  im  vor- 
liegenden  Fall  drei  Asymptoten  hat,  bo  bat  sie  nur  einen  reellen 
Inäectionspnnkt,  der  oberhalb  A  liegt. 

Der  Figur  124  liegen  keine  Uaaase  zu  Grand,  wären  be- 
stimmte Fälle  zu  bebandeln,  so  mtlaeten  natürlich  zwei  Frojeotionen 
auBgeftthrt  werden.  W&blt  man  als  die  eine  Projectionsebene  die 
Ebene  ABC  und  als  die  andere  die  Ebene  A  «r^  ap,  so  werden 
die  beiden  Projectionen  zusammen  nicht  mehr  Hlihe  verursachen 
als  die  einzige,  jedoch  llberaicbtlißhere  von  Fig.  124. 

Zur  Bestätigung  des  im  Eingang  Gesagten  machen  wir  darauf 
aufmerksam,  dass  die  Ordnungscurre  des  Nullsystems  nie  als 
CoDstructioQsaiittel ,  sondern  als  Endresultat  von  Gonstructionen 
mittelst  der  inTolutorieohen  Regeisohaar  aufgetreten  ist  Die 
Ordnungscurre  iat  demnach  nur  als  ein  Vorstellungsmittel  ent- 
aprecbender  Richtungalinien  eines  Eräftesystems  aufzufassen, 
während  die  involutorische  Kegelscbaar  das  Hauptdargtellunga- 
mittel  des  Null-  and  Ki^ftesystems  ist. 

Die  Fig.  124  kann  auch  noch  dazu  dienen ,  den  Inhalt  der 
Nr.  483  bis  487  von  Staude»  Beiträgen  zur  Anschauung  zu 
bringen. 

64.  Analytische  ZuBammensetzimg  der  Kräfte  im  Baom. 

Die  snalTtiMbe  ZnummeiiHeUaiig  dM  Kräfte  im  Baum  ergiobt  sieb  ab  eiae 
dn&43he  TonllgemeliieTniiK  der  Bohon  in  Kr.  iT  anf^BtalltcD  SuniTnenfonnelii ;  wir 
gelangen  m  deiuelbeD  ,  indem  wir  gerade  so  als  wie  es  Nr.  57  S.  310  HDgedeDtet 
ward«,  TOi^ben,  einen beliebigenPanltt 
(x'yVl)    tud    eine    beliebige    Ebene 
({"^"{"l),  Elg.   195,  annehmen,  den 
SdiDittpinihl   (x"y"z"l")    der  Linie  l 
mit  der  Ebene  and  die  Projectionsebene 
(fl'f«)  der  Linie  l  ana  dem  Punlit 
bestimmen. 

Die  Verbindungslinie  m  der  bei- 
den Punkte ,  nnd  die  Schnittlinie  n  der 
liöden  Ebenen  ,  aclineiden  l  in  einem 
Punkte  und  liegen  in  derselben  Ebene. 
Wir  klianen  dafaer  die  in  '  wirkende 
KraTt^oadi  den  Richtungen  Ton  m  tutd 
R,  hl  die  beiden  aettenkrine  B  nnd  C  lerlegen,  nnd  dann  in  ^yVl  alle  B,  in 
f'ii'C"*'  alle  Cnaeb  den  sehon  bekannten  Begein  sammlren.  Diese  Operationen 
gBBtalt«n  lieh  wie  folgt : 
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Die  CoordinaleD  des  Sohoiltpanktei  x^  .  .  und  der  ProJecIloiiMbeM  S^ 
bwtlmmen  eloh,  wie  Id  Nr.  47  S.  ITB  m»  den  OlrishyoKen  i 

f«  =  hA  +  '** «.'  +  In  <  "»^  =  «"'i'  = ',» «*  +  'fl.  *■'  +  '**  **  ■ 

Durch  Hnlttplioatlonen  mit  den  Werften  |"  ond  x'  Uld«  wir  <tte  GldebuigM : 

-  «;  ^  -  -  ('».  *; + tft  <■ + ',,  *;)  f^ . 

+  ""*;-  'i  ■=    f'.,  f»  +  '.*  f*  +  '.-*  e*>  'i . 

-  u'«;'  *;. — (i^,  t;  +  /^ .  s;  +  i^„q  x\  . 

NoailBd 

"ik  —  ('i'  **  —  *t  *i>  ""•    «"^    ».*  —  fi  E»  -  f»  fff  ' 

die  Llnienooordinaten  der  Linien  mn;   beieichnet  man  ferner  noch   nlt  b  die 
Conatante : 

b-t^'g  +  S'i'it  +  t" 'i  +  f'i^ 't  -  r«'  +  fl"s'  +  r«  +  1. 
M  ^sM  die  AddittoQ  der  oUgen  rl«r  Olelcliu&gen : 

",.  + »..  -",«■ 

Ei  ist  hl«r  in  beubte»,  dau  mn  and  l  nicht  mehr  gleloher  Htvfe  itod, 
■onderB  du«  eratere  den  Factor  b  gewonnen  bAben. 

Projldrt  man  die  drei  Linien  Iran  aas  Irgend  einem  Pnnlit  x"y"z'"  1 ,  nnd 
bildet  die  fflelohongen  in"'n"'r"  der  drei  PraJection8et>enen  gerade  m  wie  wir 
Nr.  47  8. 1T9  die  Glelobang  F  mit  den  J,^  gebildet  haben ,  so  enthalten  diese  die 
Werthe  m,-^  n,-^  nnd  [,^  hd  gMcher  ZoaammenBetsnDg  nnr  im  enten  Qrad,  ea 
werden  daher  auch  diese  Gleichungen  In  der  Beziehung  stehen : 

«•'"  +  n"  -  br. 

Laut  Nr.  47  8.  ISO  sind  die  drd  Kräfte  ABC,  well  r'm"'n"'  in  einer  Ebene 
liegen,  dnndi  die  Qleicbnng : 

mit  einander  Terbnodeo,  worin  ^  nnd  »'  gerade  lO  ans  den  Coeradenteo  m^,-  n^,- 
gebildet  werden,  als  wie  e  ans  If ,-  Nr.  47  8.'  178. 

Diese  Qlelohnngen  kSanen  aber  wegen  der  variabel n  Coordinaten  x^  ,  welche 
die  Grössen  t"  m"'  n™  enthalten,  nur  dann  gleichi cdtig  beateben,  wenn  i 


mr  beBSsimea  Jetrt  dtelDttelkraft  aller  dnrab  deaPaakt(x'y'a'  l)  f^Mdoi 
Krifle  B  nach  Nr.  47  8.  179,  indem  wir  die  mit  dem  Noimalfwtor  anlUpUeirten 
Qleiobnngen  der  DorohsUMspunkte  derBiditongslinlea  m  mit  derEt>eiie  (l"f''{"l) 
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Ue  Gkiebimg  der  Dnrebetoupankt«  lot  Identlsali  mit  dor  der  l,  mul' 
ä|rildrt  mitä,  alao  gleich  X"b,  wenn  wir  wie  frUer  Nr.  iT  8.  1T8  die  aieiohnnc 
des  DonjhBtoeapDBkteH  mit  1"  beielehnsn.  Der  NonDsiraetor  Ist  —r- ,  demnaoh  die 
GlefeliiiDK  a"  des  DDrahstoespanktee  der  Htttelkralt  mit  der  Ebene  (,t'i"C'  U  = 

Dieee  Oleicbans,  die  ToUkommeD  mit  der  aatSr.  47  8.  119  erhaltenen  Qber- 
einetjmmt,  ist  in  Folge  deasen,  diaa  der  Factor  b  auEgerallen  ist,  gtat  anabhingig 
TOD  deo  CoordiBaten  desPnnktee  (z'y'z'i),  man  erhält  dafasr  f9r  dieselbe  Ebene 
(f"l"f"  1)  ancb  immer  denselben  Punkt  a". 

Ein  ähDliehes  Resaltat  liefert  üe  Znuunmensetsnng  der  In  n  wiAenden  Bel- 
(enkrätte  C,  die  alle  in  der  Ebene  ({"«"f"  I)  liegen.  Wir  projiciren  sie  am  dem 
Punkte  (x'y'z  I)  i  die  Qleiohangen  der  Prajeetieneebenen  sind  gleleh  den  der  t', 
mnlUpltdrt,  wie  die  der  Elchtangslinien  der  KriiRe  mit  dem  Factor  b,  den  die  n,j 
gewonnen  haben.  Die  Oldchong  der  Pro^atiooBebene  der  Uttelluaft  bt  dann 
Nr.  47  8.  179  gleich  * 

.•_xi-»f -ir-f, 

Aach  dieie  Gleichnngtin  sind  nnabhSngig  Ton  den  Coordinaten  der  Ebene 
(f^?"C"l)'i  man  eriillt  daher  Jederzeit  dieeelbe  Projectionsebeoe ,  in  welcher 
Etiene  anoh  die  Zerlegung  der  Kr&fte  rorgenommen  wurde. 

Die  Sommen  a,-^,  Nr.  47  8.  IBO,  genfigen  der  Gleiohnng;  onO],  +  0,3  a^ 
+  <!,(  Ois  —  9t  »  0.  Dies  Ist  jetat  nieht  mehr  der  Fall,  well  die 
^^  jMt  die  Ij^  nieht  mehr  dnreh  Vertdodong  der  Coordinaten  eines  and 
deesalben  Punktes  oder  einer  nnd  derselben  Ebene  mit  denM  irgend  anderer 
Pmtkt«  Oder  Ebenen  gebildet  werden  kSnnen,  well  eben  die  simmtlleben  f,.^  weder 
in  einer  Ebene  li^end,  noch  durch  einen  Ponkt  gehend  vocansgesetit  werden, 
findet  aber  die  Qleichnng  K  —  0  dennoch  nOüiger  Weise  statt,  so  sind  die  a,.^ 
die  Coordinaten  einer  Linie,  darob  die  alle  ProJecUonsebenen  a  gehen,  in  der 
alle  XHirchstossponkte  b"  liegen ;  and  da*  System  redncirt  aloh  In  diesem  Fall  anf 
dne  elnilge,  ia  dieser  Linie  wirkende  Kran. 

Wir  wlederhoiea  lam  Seblnss  die  bis  Jetzt  bewiesenen  8&tze,  weiche  nun 
auch  llr  den  Baam  allgemeine  Q&ltigkett  habeo,  nnd  In  denen  lUe  Nr.  47  S-  180 
aasgeeprochenen  enthalten  sind. 

Mit  den  Coordinaten  7,-^  der  Linien,  in  wehren  die  Krifte  A  irlrken,  bilde 
man  ^e  Factoren : 

worin  •*  die  OOB  d«  CoordinatemxwiBkel  beaeiobnen ,  nnd  wo  das  Zelehen  eo  la 
wiblen  Ist,  da8S,(Ji,f  +  {,tq  +  j,,f^  —  die  Gieichang  des  unendlich  femeo 
Pnnkteasel,  gegen  den  hin  die  Kraft  j<  wirkt ;  und  mit  diesen  die  Summen: 


D.0111Z.0  »Google 


daoD  Bind  dfe  CdordlnateB  der  Ebene  ({'^  •{„  („  d'^)  ,  wehibe  aiu  dem 
Punkt  (x  y'»'  i)  die  eine  der  beiden  Keifte  projldrt,  auf  welche  das  STsteoi  reda* 
(ilrt  weiden  kann,  wenn  die  andere  dleter  Kiifte  dunh  den  Punlit  geht: 

f«  —  ^f  —  —  +  fl.«  y'  +  o«  *'  +  Oll . 

n'm"  ^l'  —  "  "ai''  +  «1.**  +  «»I  . 

f»  ■"  ■If  — -  —  <I»^*'  +  o,i  p'  +  «11  . 

"'„  —  ^»'  —  —  Oll  *'  +  0|  j  S'  +  «II  «'  i 

und  die  Oielohuni  der  pnjidrendea  libeDe  lat: 

o'  =  jr  ~  -  r. *  +  9, y  +  r«  ^  +  " .  ■ 


Femer  itnd  die  Coordinaten  des  Panktea  (x"  y"  z"  l"),  In  welchen  die  Ebene 
(f;"{"i)")  von  der  einen  der  ttriden  KrSfte  dnrchstowen  wird  ,  wenn  die  andere 
in  der  Ebene  liegt: 

x"^  —  Xx'  ~~m  +  a,ti"  +  a,tC~  +  a,„  a.a.w. 

Von  grouer  Bedeutnng  lat  ei,  wie  wir  in  iea  nSohalen  Kammern  sefaea  wer- 
den, n  lelgen,  daai  die  Abbingigkeit  x"^  rc«  den  f  dieselbe  Irt,  ai«  wie  die  dei 
x'  von  f^  .  Um  dJeae  IdentitSt  der  Bealehnngen  mehr  bervonuheben ,  bringen 
wb  die  x„  In  die  folgende  Form : 

« «"„  +  «dt  r  +  «^,  i"  +  o,. »"  =  » ■=-.  +  ^«"«"-^  -  0. 

«  +  o.  I  f"  +  «41  ?"  +  «41  i"  —  »         +  a  «"     -—  —  o, 

Dleae  Gleiobosgen  geben  für  die  z"„ wie  man  sich  leiebt  fiberaeogt, 

die  Wertbe  afj^x'l,  wenn   tniui   fOr  ^it'C'v"   die   obigen   Werthe  S  i' (^  v 


Man  sieht  hieraos ,  daas  wenn  dieser  Znaammeahang  Biident  sein  mI)  ,  die 
{qCv  nicht  mehr  willkärlioh  gewählt  wuden  dfirfen,  sondern  das«  de  der  4.  Olei- 
cbung  lu  genilgeo  hatwn,  damit  die  4.  Ordinate  u  —  i  werde. 

Wfire  eine  Ebene  gegeben  darch  die  Coordlnaten  f"ii"{"ti",  welehe  dieser 
Oleichnng  nicht  genSgen ,  so  mttssten  dleae  Coordlnaten  durch  MnlttpUoatton  mit 
dem  Factor: 
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« 

«».  f  +  0419"+  «M.f  * 
lea. 
Die  GMcbimg  des  DnnlistoMpuktca  M: 

«"  -  J*"  ^  -*"■£  +  »"«  5  +  »"»  C  +  •■ 

IniBeaen  GlBiehoDgen  haben  die  (f  ii'Ce'),  (x"y"z"l),  /'  und  1"  dleidbe  Bedea- 
tnag  als  wie  in  Nr.  47  S.  IT» ;  lie  Bind  übrigeoa  gerade  w  us  der  ^^  entelanden, 
™  ^l*'  Cf-  «'■  f-  •'«).  ('"«  y"»  ^«  0,  <•'  «'  ■•«  <Jrti  «.*■ 

Wird  die  Art  derZerlegunBnnd  dann  die  Bedncüon  deeBfiteniH  auf  IKrifte 
voTMugesetct ,  so  lauen  aich  die  obigen  Qleichmigen  auch  wie  folgt  in  Worte 
kindea : 

Werden  die  Coordinaten  der  Richtungslinien 
eiaeB  Krftftesjatems   mit  dem  jeweiligen  Normal- 

factOT  —   oder  -^ ,   wenn  die  Kraft  unendlich  fern 

ond  unendlich  klein  ist,  multiplicirt  nnd  die  Glei- 
chungen der  ProjectioDsebeuen  dieser  Richtungs- 
linien aus  einem  festes  Funkte  oder  ihrem  Durch- 
stosBpuokte  mit  einer  festen  Ebene  gebildet,  so 
sind  die  Summen  dieser  Gleichungen  die  entspre- 
chenden Gleichungen  der  Projectionsebene  oder 
des  DurchBtoaspunktes  der  einen  der  heiden  Mittel- 
kräfte des  Systems. 

Dm«  (Cr  eine  nnendilch  tene  und  noendllch  kleine  Kraft  mit  dem  Homente 


H,    fOr  die  also  o,,  On 
werde,  worin: 


0,1  nad  e  gleich  0  Bind,   dnr  Nonnslfactor  gleich  -; 


t,  wird  ent  apSter  in  Nr.  67  bewleaeo  werden. 


65.  Das  Nullsystem  und  coiyngirte  Linien. 

Da  die  Oleiebungen ,  dnroh  welehe  in  der  vorigen  Nammer  die  Abhinglgkeh 
der  tg,  n  „  fg,  '^  'on  den  x  y  i  I  und  die  der  x"^  j"^  z"^  *"^  von  den 
f  q"  C  v"  anagedrOckt  wird ,  vom  ersten  Qrade  sind ,  so  stellt  Jede  der  beiden 
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SSS  de  ZnMnnMDMtnnie  der  Ktifte. 

Serien  von  4  QleiehiinKen  ein  geometriich  reoiprokes  Sjatem  dar,  [■  wddem 
nämlich  Jedem  Pnnkt  eine  Ebene  aad  Qmgekelirt  entspricht.  Wir  haben  schon 
In  des  vorigen  Karomeni  daniDr  aurmeTkaam  gemacht,  dosa  di«  beiden  8«rieB  tm 
4  Qleichangen  eine  und  dieselbe  Abhängigkeit  ansdrAcken. 

Die  Betiehungen ,  welche  durch  die««  Olslchangen  dariieBtelit  werden,  alnd 
identlMh  mit  denen,  welche  die  iwelte  Serie  von  Oloichangen  darstellt;  die  beiden 
Systeme  bilden  daher  nnr  ein  einiifrea,  aber  reciprokes  System,   ein  Polar- 

Unitiplidrt  man  die  Gleichnngen  f^  q'^  f*^  v'^  mit  z'  y'  «'  I  ,   so  rrhStt 

man  wegen  tt,  4 a^, 

'  f«  +  y'  t'„  +  z'  f,  +  »'„  -=  0; 
d.  b.  Jeder  Pnnkt  liegt  in  der  Ihm  entsprechenden  Ebene,  nod  omg^ehrti  Daa 
Polanystem  ist  also  ein  Nnllaystem. 

Besonders  wichtig  rQr  uns  sind  entsprechende  Linien,  in  welchen  cwei  KrSIte 
wirken,  doroh  weiche  das  KrSftesystem  dargestellt  werden  kann.  Wenn  wir  anf 
der  ^en  aweter  entsprechenden  Erlfta  iwei  Punkte  annehmen,  so  sind  die  dienen 
Pnnkten  entsprechenden  Ebenen  Projectionsebenen  der  andern  Kralt;  diese  wii4 
daher  dnrcfa  den  Schnitt  der  beiden  tÜMaen  bestimmt. 

Der,  mit  einem  beliebigen  Factor  ft  maltiplicirten  Ordinate  m^^ ,  der 
Unie,  welche  die  beiden  Punkte  {af  jr'  *'  l')  und  (i"  y"  i"  1")  mit  einander  ver- 
tdndet,  also; 

i"™**— l<**| ~Ki^  +  "^i''  + ".»*'  + ".4"'- "*/  +  "«■''  + "«f +  •***"' 

entspricht  der  Schnitt  der  beiden  Ebenen  (f  q'  C  »')  nnd  (f  n"  C  ^"),  tatiiem  wtr 
die  Linleneoordinaten  dieses  Sobntttea  gleich: 

",.-11-,  f»i, 

worin  gkik  eine  Combination  derselben  Claaae  der  *ier  Zabten  I9S4  ist,  and 
rQbren  die  Determinante  ans,  so  erhalten  wir: 

/"",*=  Kl"rtK*  +  |''flS3l"«+|<'il''i4|""+j<'.B<'.-sl"'«  +  |''iS''rt[""  +  |'>,3«rt  !•»<>- 

I"*!"*»!     I"«"*»!     r*i*w!     {"iifik^     I"«««]     i"«"**! 

Sind  in   den  Determinanten  |  o,.^  a,-  |  einer  oder  beide  Indiue  pg  des  In- 

I  %  "*«  I 
dexen  i  t  gleich,  so  redndrtele  rieh  anf  a,.^  o^   ,  wo;>$awei  beliebige  der  Zahlen 
l3S4riDd.  Dies  ist  bei  G  der  Determinanten  der  Fall,  einmal  aber  sind  die  4  Zahlen 
tjtp^  von  einander  verschieden,  also  rine  Combtnatioe  von  1134.    Nun  ist  aber 
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■kd  irir  habe« : 

IHe  aas  a  und  n  Bjmmetriscb  gebildete  Samin«  in  derKlaniner  wollen  wir  mit  dem 
Wort  Linienmoment  und  den  Baobataben  S^^  bezeichnen;  fi,  über  daa  trir  frei 
reitagea  kSnnen,  aetcen  wir  gleich  9t  und  erlialteu  so  die  Bedlaftnngsgleichang 
twiachen  den  Coordinaten  zweier  entspreohendeB  LIaieo; 

Hnltiplicbl  man  die  Olrichnngen  der  möglichen  e  Combi natioDen  von  t'ib  mit  den 
t^ndAzenden  a^,  wo  ghib  eine  Combinstion  denelbeo  Clasae  der  4  Zahlen 
I  a  3  4  ist,  nnd  addlrt  sie  alle,  •»  erbSlt  man : 

.*f,g  lüt  aber  gleich  sK,  mitbin  ist  5,,  ~  S^^;  nnd  die  obige  Gieichiuig  zwischen 
denniy^  und  n,-^  wird  gut  symmetrlich,  n&mllch: 

("f*  +  ^* ) «  —  "(*  Ä.-  -  «^■*  s«/  ■ 

niCHC  Gleichnog  bestätigt  die  charakteristlBChe  Eigenschaft  des  PolarsTatemB,  da«s 
in  demnMben  alle  Linien  eich  gegenBeltIg  entsprechen. 

Uultiplicirt  man  diese  Qlelchnng ,  wie  oben  einmal  mit  den  m  ^ ,  dann  mit 
dm  n   n  und  sommirt  dieselben,  so  erhSlt  man : 

(S«„  +  S„«  )  «  -  'S»,,  . 
woran«  die  Otmehhelten 


iS^„  »K  0  involTirt  abo  ancb  S^^  —  0;  S„„  ■•■  0  ist  die  Bedhigmig,  der 
iBe  m,-^  geoBgen  mOsaen,  nm  die  Coordlnaten  einer  geraden  Linie  darzustellen  1  die 
obige  aligemeine  Gleichung  giebt  also  tflr  die  n^.^  wirklich  die  Coordlnaten  einer 
geraden  Linie,  wenn  (Cr  die  m,-^  solche  angenommen  worden  sind.  Sind  aber 
S^^  nnd  S^^  gleich  0,  so  folgt  anch  aas  diesen  Gleichnngen : 

Sleipjj^  nnd  g^iiiie  Coordlnaten  iweier  anderen  entsprechenden  Linien,  nnd 
multipiicirt  man  die  obigen  Oleicfanngen  mitp^,  nnd  die  Qleicdinngen 

mit9.  ^nndBQiniiiirtiHO  erhilt  man 

(«.,  +  V  ~  ■'..  '•(• 

S_^  ^  0  Ist  de  Bedlngaog,  der  die  Coordlnaten  der  Linien  m  Bnd  j>  zn  ge> 
afigen  baben,  wenn  sie  sich  schneiden  sollen.    Ist  aber  iS^_  ^0,  so  kt  anch  5,^ 
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gMch  0 ;  wenn  also  iwei  Linien  fn  einem  NDÜaysteni  sich  schneiden,  so  iduidda* 
rieh  anoh  die  iwei  ihoen  entapreobeoden. 

Leitlinien  dea  Systems  sind  solche,  deren  Linienmoment  =  0  ist, 
deren  Coordinaten  I^.^  Also  der  Bedingung  S^i  *■•  0  genügen.  8ind  T,-^  die  CoeM- 
cienten  der  l  entsprechenden  Linie  f ,  so  folgt  soi : 

dass  die  Blehtnngslinie  von  f  mit  der  von  l  Ensammenffillt.  Leitlinien  des 
Systems  entsprechen  sich  also  selbst, 

Schreibt  man  In  der  oben  entwickelten  Gleichung  i  statt  p,  so  ceigt : 

is.,  +  s.,)iii-s..s.„ 

dass  alle  Linien,  welehe  Punkte  entsprechender  Linien  mit  einander  verModeii, 
Leitlinien  sind,  denn  ist  £^,  und  S„j  ■-  0,  so  ist  aacb  Sgj  —  o;  und  dass,  wenn 
eine  Leitlinie  von  einer  Linie  gesohnitten  wird,  sie  auch  von  der  entsprechenden 
geschnitten  wird,  denn  wenn  S^iJmiS^i  —Ölst,  so  Ist  auch  S^^  =- 0. 

Du  Homent  zweier,  das  System  darstellenden  md  eine  Leitlinie  scbnddea* 
den  Lielen  ist  gleich  0  in  Besng  auf  sie ;  demnach  ist  die  statische  Bedeutung  der 
Leitlinien  die:  daas  auch  das  Drehungsmoment  des  KrSftesjatems  in  Beug  auf  sie 
gleich  0  ist.  Sie  werden  daher  bisweilen  auch  die  Drehangsaxen  des  Systems 
genannt. 

Ferner  kann  man  schllessen ,  dass  Jede  Ebene  einen  Strahlen b&schel  voa 
Ijeltatrahleu  enthUt,  der  nftmlich  ihren  Xnllpankt  lam  Mittelpunkt  bat,  und  umge- 
kehrt. Auch  folgt,  dass  Je  swel  Paare  entsprechender  Linien  auf  doem  Hyper- 
Iwloid  liegen,  denn  Jede  Leitlinie  des  Hyperboloids,  die  drei  jener  Linie«  schnei- 
det, ist  auch  eine  Leitlinie  des  Systems  und  schneidet  daher  auch  die  vierte. 

Beschreibt  die  eine  zweier  entsprechenden  Linien  die  Begelfl&cbe,  ao  be- 
sebreibt  die  andere  ein  praJccüTlschee  Gebilde  auf  ihr ;  da  sieh  Linien  aber  gegen- 
seitiK  entsprecben,  so  bildet  die  Gesammtheit  aller  entsprechenden  Linien  eine  in- 
volutorisehe  Regelschaar  auf  dem  Hyperboloid.  Des  apStem  Gebrauches  wegmi 
wollen  wir  hier  den  utalytischen  Ausdruck  för  dieae  loTolution  suchen. 

Es  sden  Fig.  IS6  a  und  b  die  Leitlinien  des  Hyperboloids  1  und  9  swel  ent- 
sprechende Linien,  ebenso  auch  it  und  i'. 

Fig.  la«. 
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Wir  beielchneD  ntm  mit  a^  and  ßf  die  Oleiebangen  der  Sohnittpnnkte  der 
Linie  ■  mit  a  und  b,  and  mit  a^  nnd  6,-  die  Ihnen  entsprechenden  Ebenen ,  a,  k.  B. 
ist  dio  Ebene  a  3 ,  welcb«  dem  Pnnkt  a  1  entspricht,  nnd  so  rOi  alle  indem. 

Der  Verbin dangelinie  der  beiden  Ponkte : 

«2  —  "i  —  l«!  and  ßi  —  ßi  —  iflt 
eatsptieht  der  Schnitt  der  beiden  Ebenen; 

Qj  — ■  O]  —  ia,  aaä  J^  ^  6i  —  J ij. 

Um  du  i.  entsprechende  ThellnnKsverhillniss  i'  dieser  Schnittlinien  in  er- 
hslten,  haben  wir  die  ädtalttpankte  aj'  nnd  ß^'  der  Leitlinien  a  und  b  mit  den 
Elwnen  g^  and  bi  m  Sachen,  das  übrigens  für  beide  Punkte  das  gieiche  ttAo  mnsa. 
Die  Oleicbnug  des  ersten  dieser  Pnokte  wird  sein : 

wenn  man  mit  n,}  das  Resnitat  der  BnbstHiitlon  der  Coordinaleo  der  Rlwne  h^  \a 
die  Oleichnng  des  Punktes  >,.  beieicbnet.     Es  ist  also  a^-^  die  Constante 

«il  —  'tfl  +  y,-^!  +  'iCi  +  >. 
Betäehnet  man  in  gleicherweise  mit  n^^die  Constante,  welche  durch  SubstitotioB 
der  Coordinaten  dos  Pnnktes  i  in  die  Gleichnng  der  Ebene  k  entstellt,  so  folgt  ans 
dem  Anschreiben,  da»  ee,<j  ^^  "ik  sei.  Da  also  der  obige  ADsdmck  von  a^'  aas 
des  mit  COBstanten  rnnltipllclrten  Gleichnngen  der  Pnnkle  1  nnd  3  besteht,  so 
stellt  er  die  Qleichnng  dnes  Pnnktes  der  Verbind nngslinle  derselben  dar.  —  Da 
femer  die  SnbstltntiMi  der  Coordinaten  der  Ebene  i;^  der  Gtelehanic  icenüet,  weil 
"tl'n  —  'i  1  "i  1  "^  0  'sl ,  so  ist  sie  der  Ansdrack  der  Dtirchstosspankte  d<>r 
LiiDJe  a  mit  der  Ebene  bj_, 

Dtt  bi  —  b,  —  Xbt  Ist,  80  wird  auch: 

seiD,  weli  die  Ebenencoordinaten  nur  in  der  ersten  Potens  in  den  oUgen  Aas> 
drCeken  vorkommen ;  a, ,  und  a,  ,  aber  sind  =  0,  weil  die  Ebene  ii  durch  den 
Pnnkt  B,  nnd  die  Ebene  b,  darch  den  Punkt  a,  geht. 

Die  Oleiehnng  oj'  ist  also  —  ^ir,]  o,  —  a,,  (t,  «  n.     Vergleicht  man  nie 


mit  n/  ■—  R)  —  i'ot  —  0,  so  folgt  aas  1'  i=  — 


»«.. 


"11  -t-  «siH—  0,  oder  auch  a, ,  +  attXi'  =  0, 

nnd  dies  ist  die  gesnchte  Gleichnng  icwlschen  den  Theilrerhältnissen  k  nnd  l'. 
Ana  derselben  ersieht  man  sofort,  dasa  sie  invointorfscbe  Ktrahlt>n  be- 
(«tcbnet. 
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66.  Die  Ordnnngscurre  des  Krflftesystenis. 

Witt  in  Hr.  63  3.  327  wollen  wir  bier  gani  kurz  den  ZuBiatmenhang  der 
Baamcarve  dritter  Ordnung  mit  dem  Nullayitem  leigea.  —  Zuerst  werde  du  Nult- 
sjstem  aargestellt,  das  durcli  eine  Raumcarve  bestimmt  iet. 

Die  Baumoiure  dritter  Ordnung  sei  In  Ibter  einfachsten  Form  al<  Schnitt  der 
9  Etwnen 

0!^  —  Xa^f  =  0,  Xj  —  i^j  =  0,  und  a^j  —  Iw^  =  0, 

bei  variAtielm  ;t ,  gegeben. 

Wir  Betien  bier  voraus,  das»  x,x,X]X,  Teesaralcoordinaten  seien,  die  dareh 
lineare  Snbstitutlanen  aus  den  oarteslechen  abgeieitet  werden  kGnnen.  Diese  Ab- 
lettangen  geben  dann  aebr  complloirte  Aosdrficbe,  Determinanten  rünflen  Qrades, 
fOr  die  Conatauten ,  denen  die  Kräfte  und  Momente  proportional  sind,  uad  die  in 
der  nSchsteo  Nommer  entwlclielt  werden  soileD,  Die  Bildung  dieser  Coustaaten 
für  Tessaralcoordjnaten  bat  gar  keinen  pralitischen  Zweclc,  wir  werden  daher 
Tessaralcoordinateu  nur  dann  annelimen ,  wenn  es  eicb  um  die  Lage  dir  geo- 
metrisohen  Elemente  bandelt,  nnd  nicht  am  die  Qrftsse  der  auf  Punkte  wirkenden 
Krfifle  oder  In  Ebenen  wirkenden  Momente. 

Die  Gleichung  der  Ebene,  welche  durch  die  drei  Punkte  li  it  it 
geht,  Ist: 

und  die  Coordinaten  dieser  Ebene  nnd  durch  die  Vorbfiltnisse .- 


r, 

r, 

r. 

Mtimmt. 

-i,i,- 

-ijr- 

^T, 

~'" 

Der  dieser  Ebene  (f,  ^^  t*  f «)  entsprechende  Paukt  ist  der  Bohnit^nnU 
der  drei  Oeealationsebenen  in  i,  A,  1^;  die  Gleichung  der  OBOulattonsebeoe  1,-  er- 
gebt sieb  ans  der  Gleichung  der  dnrcli  die  drei  Punkte  k,  A,  ^3  gehenden  Ebene 
dadurch,  dass  man  i,  ^  l^  ^  X^  =•  i^.  setzt ;  sie  iat  1 

J',-  r,  —  a  J*,.  Xt  +  S  A,.  Za  —  ar,  —  0. 

Snohen  wir  ans  den  drei  Gleichungen  ■— 1,  S,  3  die  Verhiltnisae  der  Conrdl- 
Baten  des  Punktes  der  allen  drei  genügt,  d.  It.  in  den  drei  Ebenen  liegt,  »0  sind 
sie  die  Coordlnaten  x',  x\  x'3  x\  des  gesnchlen  Punktes-  Die  AnflOsnng  der  drei 
Ql^chungen  giebl ; 
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i  (Ä,  +  J»  +  Ja)  (*■  ii  +  a»  ia  +  *.  üi)  8  a,  a,  a,    • 

Vergleiobt  maa  diese  CoordiDateo  mit  deo  dea  entapreeheDden  Panktea 
fi  ti  f'i  f'ii  so  erhilt  inau  die  AbbSn^keltsgleichiugen : 
3^1  -  -  3  f  „ 

^■»  -  +  fs  , 

i's  -  -  f» 

*•  —  +  3  J'.  i 

in  deueo  die  Coefflctenten  aller  nnauBKef&llten  Stellen  gleich  0  sind, 

Vetflelcben  wir  dlete  Coefflelenten  mit  denen  des  KnllByetemi  Nr.  6«  8.  S36, 
BO  sehen  wir  lorort,  dass  aie  selbst  ein  NallBfatein  dantelien,  deno  ee  lit: 

Oii=<Jii  —  — flii  — «13  =  — asi=Oö-"''i»~  — "«  —  «aa  — "ii  — —  ««j-^Oh  —  ö 

Oh  =.  —  oj,  =  ~  3  ,  a,j  —  —  Oj,  —  1. 
Ferner  ffl  =  —  3  , 

Dnd  tax  irgend  dne  Linie  in^: 

S^^  =  —  3  ma  +  tBi«. 
Die  den  Coeracleoten  eetsprech enden  Linien  Bind  daher  dnreh  die  Gleiebnar: 
"•i*  +  "i*  —  ("»»1  —  Vi"^*)  ",■*  —  ("M  —  VjIm)  a,j 

mit  einander  verbanden ;  nnd  die  Leitlinien  h&ben  der  Bedingung :  In  =•  Ita,  ■» 
genügen. 

Hütetet  dieser  BedingangsgleichuDg  wollen  wir  lur  Probe  naoheehen,  ob  der 
VprUndnagBÜDle  nreier  Corvenpnnkte  wirklich  der  Schnitt  der  OKulationaebene 
dieser  Punkte  entspreche. 

Setsen  wir  in  den  obigen  Gleichungen  der  CnrTenpnnkte  x,  z',  x',  x\, 
1,  ■>  Ij  SB  Jl,,  so  erbalten  wir  die  Qlelchnng  eines  Cnrrenpunktes  ■■ 

Ebenso  sind  die  Coordinatea  eines  zweiten  Pnnktes  I  i,  JU'  it',  wir  erhüllen 
daher  dl«  Coordinaten  der  Verbindungslinie  m^^,  durch  Zusammrasetaang  der  ent- 
sprechenden Colonnen  von : 

I  1  ^1  ^1*  ^'  I 

lii.  w[' 
IQ  einer  Determinante.     Nach  Streichung  des  gemeinschaniichen  Factors  iti  —  X, 
erhalten  wir  daher  die  Coordinanten  der  Verbindangsünte  m,.^  der  Pnnkto  I  nnd  3 
ültichi 


1       i,  +  1,     i,»  +  »,  J,  +  V      i,  i,      X,  »» (i.  +  J,) 

Aur  gleiche  Welse  bestimmen  wir  die  Coordinaten  der  Schnittlinie  der  Iveiden 
•vtupteeheBilen  Oseulnlionsebenen,    )>ie  Cooniinaten  {'■  i',  £'i  i',  der  Osculationv 
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ebene  des  PankteB  l,  erbalten  wir  datch  OleicbsetzDog  der  TheiWerhältDlsae 
li  JU  'li  in  dea  Oleicbangen  @,  sie  werden : 

_f ._  _^       f.       _  J>_  _  J^ . 
li'   "*  —  8  i,>  ~  a'i,   ""  —  1    ' 

Die  Li ntencoordi Daten  n,-^  der  Schnittlinie  der  OacnlatioDBPbene  i,  i^  trgetiea 
aleb  dtber  durch  ZuuunmeDsetiimc  der  it  erKäDienden  Colennen  gh  in : 
1 1,\   —  3  J,',  3  J„   —  1  I 
IV,  -3V>  3i..  -i|' 
■D  Determinanten.    Wir  lawen  den  gemelnKbaftlicbea  Factor  3  <Jti  —  It)  wefc, 
nnd  erhalten : 

"ij.^  _   "la  "n         "«1^ ^  «u  "3< 

Wir  sehen  Etinächst  dasB  iS^^  ^  S^q  ^  0  ist,  dass  also  tn^^  tind  n,-^  wirk- 
lich diu  Coordinaten  zweier  geraden  Linien  Bind,  nnd  ferner : 

ist.  Ferner  sind  /Cr  alle  it,  fBr  welche  a,j  =  0  ist,  die  m^^  nnd  n_.j  entfcegeiiKe- 
setit  gleich,  endlich  genügen  die  Coordtnaten  Ton  m  nnd  n  rOr  f  £  gleich  1 4  nnd  3  3 
der  Oleichang ; 

•».*  +  ",  M  -  [^  *.  —  Vi  Ci.»  +  »,*.  +  V)]  a,A  ■ 
Die  m  und  n  oder  die  Verbindungslinie  iweler  Punkte  und  die  Schnitalnie 

der  OscalaUonsebenen  dieser  beiden  Punkte  sind  demnach  wirklieh  eDtapreehende 

Linien  des  KnlUystemE. 

Settt  man  1,  —  2,  so  flillen  diese  beide  Linien  m  nnd  n  su  einer  Tangente 

cnsammen ,  in  der  Tbat  geben  dann  sowohl  die  Oleichungen  der  m,.^  als  aach  die 

der  n,'j  als  Coordlnaten  der  Tangente : 

Jii ^'     _      '■'      „     '"      ^      ^'      -r     '" 

1     ~    3  li     ~   3  i,»    ~     li*     ™   a  Ai»    ~    V   ' 

Diese  Tangente  ist  eine  Leitlinie  des  Systems ,  well  sie  ans  dem  Zasammen- 
tkllen  (weier  entsprechender  Linien  entstanden  ist,  wirklich  ist:  Ii«  ^  3  /^. 

Untersuchen  wir  noch  die  Lage  des  Punktes  der  OBcnistion »ebene  nnd  der 
Tangente  der  Curre  f  Rlr  die  besonderen  Werthe  l,  -^  o  nnd  CO  .  FQr  X,  ~<  o, 
werden  die  Coordlnaten  des  CurTenpnnktes  •-  (x',  n'i  x't  x\)  gleich  (i  o  o  9) ; 
dem  Werth  ^  ■>■  0  entspricht  aleo  als  CuTvenpunkt  der  Eckpunkt  i  des  Coordi- 
natentetraeders.  Die  Coordlnaten  der  Osoulationsebene  (f',  {\  {"^  £,')  werden 
gidch  (0001);  es  sind  dies  die  Coordlnaten  der  Ebene  i,  weiche  durch  die 
Ecken  1  S  3  des  Tetraeden  geht.  Die  Coordinaten  der  Tangente  werden  »lle 
gMch  0  mit  Ausnahme  der  ^,^=3  1;  Tergleiaht  man  diesen  Werth  mit  dem  Schema 
Nr.  47  8.  ITTn.  179,  so  sieht  man,  dass  diese  einsige  Ordinate  die  Verbindungslinien 
der  beiden  Punkte  I  3 ,  oder  was  dasselbe  Ist,  der  gcbnittlinles  der  t)elden  Ettenen 
3  4  ttpieichuet.    Wir  wiederholen :  durch  2,  £=  0  wird  ala  Cnrrenpnokt  die  Eclte  1 
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des  Coordinatenletraeden ,  wo  dte  Cnrre  die  Linien  I  2  berührt  und  dte  Ebene 
1  3  3  oscnlirt.  Qenaa  in  nlelcber  Weite  findet  mu ,  dMa  Jl,  =  CO  al«  Carren- 
pmikt,  die  Tetraedereclie  *  bezeichnet,  wo  die  Curve  die  Linie  4  3  berfibrt,  und 
die  Ebene  4  S  S  oscnlirt.  Der  VerbindnosilinlB  der  awel  Punkte  1  4  entspricht 
da?  Schnitt  der  beiden  Oicnlationiebenen  i  s  3  nnd  4  3  3  oder  die  Linie  s  3;  1  4 
und  S  3  Bind  aloo  entsprecliende  Richtung^] inten  eine«  Krfirtepaaree.  Die  beiden 
TettMderkanten  I  3  nnd  3  4 ,  von  denen  bis  Jetit  noeh  niohl  die  B«de  war,  sind 
Leitlinien  des  Syetems. 

Durch  ein  NnlUfstem  und  eine  es  daratellende  Carra  dritter  Ordnung,  iil 
daa  Coordinatentetraeder  noch  nicht  bestimmt ,  Eondem  es  liGnnen  deren  unendlich 
viele  angenommen  werden.  Umgekehrt,  durch  das  Tetraeder  Ist  weder  das  Null- 
sfBtmn  noch  eine  ee  daratellende  Curve  dritter  Ordnung  bestimmt;  denn  staüieh 
kann  man  noch  das  VerhSIlnlsB  der  In  den  Kanten  13,84  wlAenden  Kräfte 
rarüren  lassen,  es  Ist  also  noch  eine  einfach  unendliche  Zahl  NullaTiteme  bei  den- 
eelben  Tetraeder  mSglich  ;  analytisch  Indern  sich  dirt  KulUysteme  und  die  Corren 
dritter  Ordnung  durch  HnltiplicaUon  der  Ebenen  («^  x,  x,  x,)  mit  Conitanten ;  und 
graphisch  ist  die  Corve  dritter  Ordnung  noch  nicht  beatlmDit  durch  awei  Punkte 
mit  den  OacnlatiaaBebenen  und  Tangenten  daselbst,  sondern  es  kann  nosh  ein  wei- 
terer Funkt  gewählt  werden  durch  den  die  Cnrve  gehen  soll. 

Zam  Schinag  haben  wir  noeh  an  aeigen ,  wie  mittelst  dnea  Nnlliyeteme  eine 
Curve  dritter  Ordnung  bestimmt  werden  kann.  Offenbar  erbalten  wir  eine  solche, 
indem  wir  das  NnllBTstem  linear  sc  Iransformiren',  dasi  von  der  Detenninante  SP 
nur  die  aufsteigende  Diagonale  übrig  bleibt,  also  in  die  Form  von  8.  S3B  bringen. 
Es  seien: 

ßii  'i  +  ßii  *'a  +  Pii  *'a  +  ßu  *'*  ^  " 
die  auf  dieNormaiform  gebrachten  Olefchnngen  der  Ebenen  des  neuen  Coordtnaten- 
tetneders.     WSren  ß  beliebige  proporUonale  Ebenen coardinakn ,  so  mSseten  sie 

mit  -^mnlHplhdrt  werden ,  nm  Coordlnaten  der  Normalform  >n  beselohaen ,  worin 
a  der  Sinns  des  körperlichen  Ecks  und  £■  —  —      1      i^  -t  ßn     '"t. 
"»  •     "i  ßit 
»a«!    >    ß.i 
ßii  ßia  ßit " 

Da  wir  uns  aber  in  dieser  Nummer  nur  mit  der  Läse  conjngirter  Elemente  be- 
BcbäfUgen,  so  dürfen  wir  diese  Coefdeienten  weglassen  und  setien ; 

Md  die  {■.  =-  jS,,.{,  +  p^-S^  +  /!„.fj  +  ß^J^  , 

wo  die  SobstituUonBeiemente  ß^^  nnd  b^/^  adjnngirt  sind. 

Wir  substituiren  nun  diese  Werthe  in  die  eine  der  stlgemeineD  Oleichungeo 
dea  Hnnsjsteme ; 

^'i  —  «.i  f  1  +  ".a  f  ■  +  «rt  f's  +  «n  ^'t  • 
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B^«8  +  '^4^**> 


SeUt  mm :  e,^  —  0,1  ^j,  +  «,  j 

BO  tat  das  Reanltat  der  BatwUtDHoD : 

llultlpli<^rt  mau  Jetit  Jede  dieaer  Qleichangen  i  —  1  bU  4  mtt  fi^ ,  and  >ddirt 
dieMiben ,  so  erhilt  idh  mit  Weglassang  des  gemelDgchafllichen  Factora  Zj,j  d«r 
SubatltatlonBdotenniiuuite :     B  —  ß^^  6^,,  +  jS^j  ft^j  +  ^^j  ft^j  +  /»^^  Sj, 


worin: 

+«88  Wab  Ab  —  ßti  /".P  +  "a*  t^is  i*.!  " 
bt.    Ad«  diwet  Form  sieht  man  sofort,  dsas 


■'^iiß/.t  +  '^t.ßti 

ßkiß,l')  +  '>i*(J'klßi4- 

-ßktßii'>*''s4(ßk»ßu- 


■ßM4fit) 

■ßktPii). 


Ist;  dM  S;steni  Ist  daher  auch  nach  der  Coordinstearerwaadlnng  noch  «tn  red- 
prokea ,  deon  darcb  diese  VerwandlaDg  konnte  Ja  die  Natnr  der  ßedprodtit  nlsht 
verändert  werden.  Ferner  sind  die  eingeklammerten  Unterdetermiaantea  ron  fi 
niehts  uidetM  als  die  Llniencoordlnaten  der  Sobnlttllnle  der  BbeneQ  it,  oder  da 
Verbin dnngrii nie  der  Pankte  gh. 

DU  Elemente  f,^  des  verwandelten  Nnllerstems  sind,  talt 
Berackilcbtignng  des  Sinties,  die  Linlenmomente  5,^^^  der 
Kante  tl:  des  neuen  CoordinatentetraederB. 

Die  Determinante  Tder  Elemente  t  ist  gleicb  AB*  oder: 

fll  fl]    fll    I  Oll  <h»   Oll    I    Al    Al   ^13   A4 

's!     ')!  hl  091     0,1  0,4         Al     Ai    As    Al 

'11  hl  Ut         I  a,,  a,3  Ott         I  Al  Ai  Ai  A« 

Das  letitere  gebt  atu  der  Art  der  eabBtIlation  hervor. 

Jetit  kSoDOD  wir  leiebt  die  Bedingung  äaden,  die  errQlll  werden  mnss,  damit 
f,'^  *■  ^'a (,«)-=  0  sei,  laat  Nr.  65  S.  s*o  mnss  die  Kante^A  des  Coor- 
dlnatentetraedera  eine  Leitlinie  sein. 

Soll  demnach  die  Coordinatenvemandlung  derart  seb,  dasa  von  der  Deler- 
nünaote  T  nnr  die  aufsteigende  Reihe  t,,  f^s  Dbrig  bleibe,  ao  mQaten  die  Tetraeder- 
kanten  1  S  1  3  3  4  3 1  Leitlinien  sein.  1 «  nnd  9  3  sind  dana  entapreohende  Linien, 
was  mit  dem  sehon  auf  S.  245  gefondenen  ReBoltat  vollkommen  im  Einklang  al^t. 
Han  gelangt  also  aar  einfachen  Form  des  Nulisyatema,  Indem  man  je  awel  Bck- 
pnnkt«  des  Coordlnatentetraeders  aaf  zirei  conjagirten  Linien  aoaimmt. 

Durch  Annahme  dieser  vier  Eckpunkte  ist  aber  daa  Nalisyatem  noch  aicht 
bestimmt.  Denn  man  kann  es  dadurch  ändern ,  dass  man  die  Coordinaten  der 
Kanten  mit  beliebigen  Factoren  multiplicirL  Damit  aber  das  verwandeile  STStera 
mit  dem  nreprünglichen  congraent  sei ,  mBssen  die  Kantencoordinaten ,  durch  Ver- 
bindung der  o,-^,  mit  dem  auf  die  Normalform  rcduclrlen  ß,  entstanden  sein. 
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67.  Das  Eiattepaar. 


Nachdem  wir  die  Lage  xweier  conjuglrter  Linien,  in  denen  KrSfte  wirken, 
und  darcb  welclie  diu  KrfirteBTstem  dargeatellt  werden  Itann,  etndlrt  haben,  bleibt 
noch  die  OrQMe  dieser  Kräfte  lu  bestimmen. 

Es  Kien  die  in  den  conjnglrten  Linien  nt  and  n  wirkenden  Krifte  gleich 
M  und  N.  Die  Nonnalfaetoren  m  ond  n ,  welche  ans  den  m,.^  und  n,^  gerade  so 
geMIdet  werden ,  wie  die  e  Hr.  e<  8.  SSf>  ans  den  l,  dann  ist ,  weil  die  Samme  der 
beiden  Krifte  gleich  der  deo  ganieo  Systems  aeia  soll,  fBr  Jedes  ik 


M 


N 


Vergleieht  mui  diese  Oldehnng  mit  der  Olelchung  S.  S3» 
(">■*  +  ",*)  SR  -  V  'S.»  -  <",*  s„ 
•o  sieht  man,  djws  bei  VerJUiderUabbelt  der  n,-^  und  n,-^,  sie  nur  dann  bestehen 
kSnnen,  wenn 

-^  =  A  _     *      =  _* 

ist.     Ulttelef  dieser  Olelchnogen  kann  also  ielobt,  wenn  die  Coordinaten  der  BIch- 
tnngBÜaie  einer  Kraft  gegeben  oder  angenommen  sind,  die  Kraft  setbat  berechnet 

FDr  Leillliden  Ist  5^,  —  0,  daher  die  in  ihr  wirkende  Krsft  nnendHoh  gron. 
Nocfa  auf  einem  andern  Weg  können  wir  zn  demselben  Reiallat  gelangen ,  indem 
wir  den  Cnblklnhalt  S  des  Tetraeders  bestimmen,  das  durch  Verbindung  der  End- 
pnakte  der  In  Irgend  einem  Haassstab  anf  Ihren  Bichtnugsilideu  anFgetragenen 
Krtfte  entsteht.  Ea  seieu  x^  y^  i^\,  1  =  1931  die  Coordiuaten  der  Eckpunkte 
dieKB  Tetraeders ,  at  der  fllnus  des  kSrperlichen  Coordinatenecks,  dann  ist 
der  sechsfache  Cabikinhalt  gleich : 

6S—      i,  y,  j,    1    j  w—      I,  I,,  z,  1      at', 

I»  y»  I)  1   I  ,  «J  Jj  H  I 

',  y*  I.  I   I  X,  —  x„  y .  —  y„  *,  —  *„ 

Liegen  nun  die  Punkte  1  2  anf  der  Kraft  M  and  die  Punkte  3  4  auf  der  Kraft 
JV,  BOIQUS8 

^rlL,  _  g»~y'   _  ^1  — 'i    _  M_ 

und 


Min.     Substitnirt  man  die  Uerana  abgetüteten  Werihe  der  CoordbutendiSereBiei 
Ib  die  Inhal (sgleichuag,  und  bemerkt,  dass  die  aus  de«  Coloanea  i  k  der  Eleuanto ; 
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gebildeten  Unterdetermioani«»  gleich  m,-^  uod  n,^  siad,  m>  folgt : 

^         M  ff    c-         ■ 


«:. 


-  und  S„„  laut  Mi.  S&  H.  SI3»  gleiek  - 


DieCoDstSDleSt  des  NnlUfsteme  multipllcirt  mit  dem  SiDai 
de*  kOrpeiHoben  Eoks,  tat  dem  BechEfaoben  Inhalt  des  durch 
die  Eckpunkte  iweier  oonjuglrter  Kräfte  gebllde tun  Tetraeder« 
gleich. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  den  die  beiden  Kräfte  mit  einander  bilden,  mit 
if  nnd  ihre  senkrechte  Bntferanng  mit  h,  so  i«t  anch 

Beaelchnet  man  femer  mit  9{  das  Homenl  äei  Kraft  N  in  Beiug  anf  einen 
Kndpnnkt  von  M,  nnd  mit  ft  den  Winkel,  den  M  mit  der  Ebene  dieses 
Homentea  bildet,  bo  erhält  man  noch  den  weitem  Amdrack  fSr  den  Inhalt  diescB 
Tetraedera : 

6  5  —  M  m  «n  ^  =  »  w'. 
Diese  Formel  gilt  auch  noch,  wenn  die  eine  der  beiden  Kräfte  eine  nnendlich  ferne 
Ut  und  xeigt,    daas  dann  an  die  Stalle  der  Tetraederbatls  einfach  die  halbe 
Nomen teofiäche  tritt. 

Fallen  die  beiden  coi^Jngirten  Kräfte  M  und  iV  m  einer  Leitlinie  losammen, 
•0  wird  eowohl  h  als  auch  i  gleich  o ,  daher  mÜBBen  beide  Kräfte  uneudlicb  gross 
werden,  damit  das  Prodnot  noch  endlich  bleiben  kSnne ;  also  ist  die  in  der  Ldt- 
Hole  wirkende  Kraft  als  iwei  insammen fallende  unendlich  grosse  Kräfte  anfzu- 
faaaen.  In  umgekehrtem  Sinne  kann  nnr  h  nnendlich  gross  werden,  denn  es  ist 
immer  sin  if  ><  t ;  dennoch  kann  nur  eine  der  beiden  Kräfte  M  oder  N  unendlich 
klein  nnd  fem  angenommen  werden. 

Würden  I>eide  Kräfte  unendlich  klein  und  fem  angenommen  werden ,  so 
wQrde  8t  gleich  0  werden ,  nnd  das  System  müsste  steh  auf  eine  einzige ,  nnendlich 
feroe  Kraft  reduciren ,  zu  der  sich  die  beiden ,  in  der  unendlirb  fernen  EI>ene  wir- 
kenden Kräfte  zusammensetzen  lassen. 

Bier,  wo  wir  uns  mit  der  lotenwtit  der  Kräfte  bescbäftigeD,  wollen  wir  auch 
noch  die  aus  Nr.  60  S.  2I5  bekannte  Bedeutung  der  Banptgleicbungen  Nr.  65 
S.  S36  nachweisen.  Vom  Durchstosspunkt  (x"  y"  z")  Flg.  \2&  5.  333  ans  denken 
wir  uns  die  Kraft  <4  auCgelragen ,  die  Coordinaten  des  Endpunktes  werden  daso 


(.-„- 


ii.  —  .y'  +(..--.'■'  +  *.. 


8nhetltairen  wir  diese  In  die  Gleichung  der  Ebene  (("  q"  t'  v  )  die,  als 
durch  den  Punkt  (x '  y'  z)  gehend,  in  folgende  Vvtia.  gebracht  werden  kau ; 


D.gitizecbyG00glc 


H.  DMKiirtBpur.  249 

r  (i  —  '■)  +  v"(y~ y")  +  C"  (z  - 1")  -  0, 
M  <Bt  du  ReaiHat  der  BotutltotioB : 

die  in  irgend  einer,  aber  fQr  alle  KriUte  gleiehen  Bloiitand ,  gomeasene  Erhebung 
d«r  Kraft  A  Qber  der  Eäene  ({"  q"  ('  v") ;  maa  müeste  diesen  Ausdrnck  noch  mit 

dem  Normalfutor  -p.,  maltiplidren,  nni  die  senkrechte  Erhebung  ta  erbalten. 
Dae  ans  der  vierten  Gleichung  Nr.  65  H.  S3T  beatimmte 

—  9t  — Ol,  f "  +  a„  i("  +  o,j  f  —  2  «"  — 

ist  daher  eine  GrSiie,  die  der  Snmme  der  so  getaewenen  Erhebungen  aller  Krürte 
über  die  Ebene  (f "  q"  f">  gleich  ist.     Aus  demBclben  Qmnd  Ist 


das  staüsohe  Koment  der  mit  dieoen  Erhebungen  molUpUdrleD  Dorchstoeepnnkte, 
und  x^  die  Abeciue  des  Schwerpunktes  denelben ;  (z^  Vn  ^m  ' '  ''"^  demnach  die 
Coordiiisten  dieses  Schwerpunktes. 

Das  eben  Bewiesene  gilt  nstOrllch  auch  dann,  wenn  nur  iwel  KrSfte  vorhan- 
den sind,  also  anch  von  den  iwei  du  Sfetem  darstellenden  KrSrten  M  und  N: 

Der  Nullpunkt  Jeder  Ebene  liegt  auf  der  Verbindnngallnle 
der  Schnittpnakte  mit  m  nndn  so,  dass  Beine  Entfernungen  von 
denselben  sich  umgekehrt  wie  die  Erhebungen  der  Kräfte  M 
und  N  Gber  der  Ebene  verhalten. 

Wir  gehen  mm  Beclproken,  lor  ZuBammensetiung  der  Momente  Aber.  Ue- 
leichnen,  wie  oben  8.  S34  {'  e=  l^^  x'^  -f  I^.^  x',  4-  Z^,-  x'^  die  von  einer  Linie 
inr  udem  variatwin  Coordinaten  der  Ebene ,  welche  aus  dem  festen  Puulit 
(z  y   z    I)    die    Linie    l   projldrt,    u,  ox  u^    die    Coslnoa    der    Axen    und 

£'  -  -    1  -. «» r 
«,«,  i  :' 

eüen  t^aetor,  den  wir  den  Narmairaotor  fBr  die  Momente  nennen  wollen ,  siebe 
Nr.  64  S.  337,  so  Ist:  —  der  Perpendikel  vom  Punkt  (x  y'  z  1)  auf  die 
Linie  l ,  nnd : 

da»  Homent  der  Kraft  A  in  Beiug  auf  den  Punkt  (x'  y'  z'  I).  Substituiren  wir 
nun  in  die  Qleichnngen  f  „,  -^  Xi\  —  von  Nr.  6i  8.  S36  fQr  —  den  gleichen 
Wertb  -^,  so  erhalten  wir  als  Coordinaten  der  die  Mittelkraft  projiclrenden 
Bbena  auch : 
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Diese  Oleichungeo  BJad  von  der  QrOBBe  der  Kran  und  den  Coordloaten  ihrei  Kid' 
taugsliaie  gaoi  uoabbla^,  Diid  eotbalten  nur  du  Uoment  der  einieliieu  Kiifle 
und  die  Caordinate  der  Ebene,  1d  der  es  wirkt. 

DeDken  wir  nns  die  Kräfte  redaclrt  anf  eine  Kraft  N,  die  dnrcb  den  Piukt 
X  g  z  1  gabt,  und  auf  eine  andere  beliebige  M,  so  redutirt  sich  die  Sumnie  der 
Momente  auf  daa  dieser  letztere»,  and  man  bat  anch : 

f^  .  _  f^  .  .  ^,  oder  3«  -  E.  . 

Alao:  multlpllctrt  man  die  Coordinateii  der  EbeneD,  welche 
die  Kräfte  aus  einem  Fnnkt  projlciren,  mit  den  dnrcb  ibr«D 
NorrDsiractor  dlridlrteo  Uomenten,  ao  sind  die  Snmmen  di« 
Coordlnaten  der  Ebene,  welche  ans  dem  angenoramenen  pDiikt 
die  Dicht  dnrcb  ihn  gehende  Hittelkraft  projlclren.  Ihr  Mo- 
ment ist  der  mit  diesen  Coordinaten  gebildete  Normalfaoior. 

Bei  der  Beatim mang  dieses  3)1  Ist  Torausgesetit  worden,  dass  die  Coordinttes 
f  q'  C  i>'  In  £  der  BedlagnDgegleichnnK 

S  +  o,,f  +  04,1,'  +  a,,f —  0 
von  Nr.  67  S.  !3S  geoDgen ;  findet  dies  nicht  statt,  so  hat  man  dem  dort  Gesagten 
entsprechend.  Jedes  f ,  also  auch  £  mit  dem  Factor  — 8t:(Q4,{'  +  a,iii'  +ai3!^) 
KU  mnitipliciren.  Beieiohnea  also  f  q'  {'  u'  beliebige  Coordlnaten  einer  Ebene,  m 
ist  das  <)aadrat  des  in  ihr  wirkenden  Momentes  in  Bezog  aar  ihren  NdU- 
punkt  gleich : 


Bit     l     B),    1 


o,,r +  o,,,'  +  o,,;     )■ 

»,  .,  1  f 

r  ,■  r  0 

Uie  Erhebung  der  andern  Kraft  N  über  diese  Ebene  oder  Niäity  ergiebt 
nlcb  Jelil  ans  der  Gldchung  Seite  24d  •• 

N»iay  =  {a,,^  +  a„f  +  o,,0  ^  =  <a  bI«  i^.f . 

wenn  wir  mit  v  und  rcj  ,^  die  Winkel  bexetchnen,  den  die  Linie  n  und  eine  nach 
dem  unendlich  fernen  Punkt  a,,  a,t  "n  0  gerichtete  Linie  ndt  der  Ebene  fq'fv' 
bildet. 

In  Nr.  64  haben  wir  entsprechende  Punkte  und  Ebenen  bestimmt,  alleiii  die 
GrSsse  der  durch  den  Punkt  gebenden  und  in  der  Et>ene  wiiienden  Kraft  nn- 
beslimmt  gelassen.  Jetxt  sind  wir  Im  Stande,  leichter  als  es  dort  hätte  geschehen 
können,  auch  diese  UrHssen  zu  bestimmen. 

Es  wird  bei  der  dort  flg.  IS&  S.  233  angenommenen  Bezeichnung  vwaus- 
gesetst,  dass  die  Coordiualen  (" . . .  der  angenommenen  Ebene  der  Bedingnoga- 
glpichung  fi.  !36:  ^  +  a,ii"  +  ani"  +  Oaat"  =  0  entspricht,  und  dassduui 
die  f* . . .  und  die  x"  ■ . .  aus  Jenen  Gleichungen  beslimint  worden  seien. 

äubstituirt  man  diese  Wertbe  in : 
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I  *",  f".   I 


Zar  BeatimmiinK  tod  M  aad  il^  (eblen  JsUt  nur  noah  die  beiden  NormRi- 
rietoren  m  and  n.     Seist  man  Im  Adidrock  Kr  tBj^  h  —  t,to  wird : 

•».*  -  "».4  -  (^'.   -  *',)  «-»*'(  +  «.,  f  •  +  «,.,  n"  +  Ott  ;■  +  o,.^  «■■; 
und  dar  NomiUketor  m  kinn  1d  äle  folgmide  Fono  gebneht  werden. 

■,!-._  '"  ">>  "la-  K^ '+  ouf"  +  Olli  +  «i.f "  X 
•».  1.»  "11.  »y  +  "„  f  +  o„ij'  +  Oiio'  "*' 
•»1   "»»   'i».  »  !    +  o.i  {"  +  o,,  I,"  +.a,j  e" 

worin  !,',■,  aifii  die  CoefSoienten  der  an  der  dnreh  die  Indexe  beielohaelan  Stelle 
stehenden  Blenente  de«  tUnoB  de«  kOrperliehen  Bekea  sind,     n  erhalt  mu  uia: 


"»»   1   «S  H  . 

r  n"  i"  0  , 

t'     l'     t     0, 


!    +   OlJ    ■ 

■  +  <^,  I 
+  «.1 


In  beiden  Anedr&cken  ist  die  letite  Zelle  gleich  der  letiten  Colonne. 

Wie  In  Kr.  «0  ü.  !18  tragen  wir  nun  von  irgend  einem  Pmkt,  i.  B.  vom 
Unprnng  der  Coordinkten  Krifte  saf,  die  den  Momenten  %  praportional  sind  und 
die  unkreekt  tat  der  Ji^bene  ({'  q'  £'  u)  «tehei.  Dum  sind  die  Coofdinaten  eine» 
Punktes  ihrer  RIcbtnngalUe  gMoh : 

a-  i,,f'  +  <«,,>i+»,,C. 

»-«»1.  f  +  liifl'  +  »..f', 

e  _«,,£' +  <«,,,'+  i„c', 
worin  a^^  die  UnlerdeterminaDten  im  Sinns  de«  kSrpeflivben  E<Aes  w',  aUo  in: 


sind,  URdder  Nonnairaclor  der  obc,  ist  gleich: 
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Zqt  BeBlimmunK  der  SeltenkräR«  de«  Homentea  3  nach  der  Biebtnng  der  drei 
Coordinateaaien  haben  wir: 

"n"  ~  1~  "  "c~  "^    e    "'£&.'■ 
Summireo  wir  auhliesBÜch  alle  etnielnen  Krärte ,  so  erhalten  wir  dkcL  Sub- 
BlilntioD  der  oblgei]  Werthe  vod  a  i  c  ; 

to  X  X  ^  u  X^  ^    1,1  f^  +  », ,  7^  +  Mi  1  f^  , 

w'sr-o.'  yj  =  <»„f„  +  !„?„  +  »,,:„, 

(0  .TZ  — B>Z,  —  (Ba,  f^  +  •»s,.?^  +    li,f„. 

Aaa  dieseo  Oleichatigen  geht  hervor,  dass  freon,  die  so  aaf  Senk- 
rechten lu  den  projlclrunden  Ebenen  aargetragenen  Kräfte 
BumiDirt,  d.  b.  wie  Krlfte  im  Strahlenbandel  lusammeBgcsetit 
«erdeo,  dano  auch  die  Hit telkraft  5  aar  der  Ebeae  (;^  ?.£_>_) 
H«nkr«cbt  Btehn.    Ais  Orease  d«r  Hittelkraft  erhält  man : 

m'  S  =  (u'  Y W+^  +  '^  +  sr^«,  +  aZiw,  +  S  J:  Kl»,  —  »E,  , 
also ;  S=  E^'^Wt, 

und  die  Hittelkrart    tat   gleich    dem    Homeot    der  nicht  darch 
{xy'z   1)  gehenden  Kraft  M. 

HiasiebtUdi  der  Riehtuag  der  Kraft  S  In  Ihrem  Perpendikel,  imd  dea  damit 
zui^anunenbängenden  Zeichens  der  -^ ,  von  dem  wir  noek  nicht  geaproofaen  haben, 
ist  IQ  bemerken,  dasa  die  Sanf  der  Seite  der  entsprechenden  Ebene  stehen  mDssen, 
auf  welcher  das  Honwnt  V  in  einem  beatimmten  (konstanten  Sinn  um  aie  dreht. 
Verrückt  man  dann  die  Ebene  des  Homentes  parallel  mit  sich  salbst  nach  der  Rich- 
tung von  S,  so  sdgt  der  Sinn  dieaer  Bewegnng  auf  Jeder  der  Coordinatenaien  d» 
Zetcben  von  -=■ ,  -=-  nnd  -w-  au. 

Bl«r  am  Scbloat  der  allgemeinen  Entirlckelangen  erlauben  wir  ms  noch 
einige  Bemerkangen  Ober  daa  gewUlte  CoordlnatensTstem.  Die  Wahl  acUef- 
winkeliger  Axen  hat  sldi  darcb  das  Vorangehende  sicher  gereditferügt;  keine 
Formel  iat  dadurch  compliclrter  geworden ,  indem  die  FoDotiOBen  der  Axeawinkel 
nie  ana  den  Kabmen  der  NormalfactoreD ,  au  denen  irir  anch  noch  den  Sinus  des 
körperlichen  Ecks  rechnen,  hcraosgetrcten  sind.  Stellt  mao  sich  aber  die  Frage, 
ob  dies  tSr  Tessaralcoordinaten  ebenfalls  noch  der  Fall  wilre,  ao  mnas  diue  Fnge 
unt>edlagt  bejaht  werden.  Allein  wie  wir  echoo  am  Anfang  der  vorigen  Nammar 
bemerkt  haben ,  werden  alle  Normalfkctoren  viel  compllcirter.  Die  Addition  der 
Kräfte  berobt  daranf,  dass  durch  den  Kndpnnkt  eines  Krifteanffa  eine  Parallele 
KU  einer  gegebenen  Kraft  geführt  werde ;  um  dies  ancb  mit  Teasaralcoardlnaten 
anssutilhren,  mOssten  in  alle  Formeln  die  Coordlnaten  der  Jeweiligen  unendlich 
fernen  Ebene,  welche  Jelit  nicht  mehr  0  0 Ol  sind,  eingefabrt  werden,  und  alle 
Kcnnalhctoren  wärdeo  viel  mehr  Glieder  enthalten,  and  wir  glauben  ans  hier  der 
Entwickelung  derselben  enthalten  an  dGrt«n.  In  der  vorigen  Nnmmer  haben  wir 
Aber  geseigt,  daas  in  allen  Fallen ,  wo  es  alch  nnr  um  die  Lage  eonjnglrtv  Kräfte 
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Dud  Elemeite  handelte,  ui  dem  eloen  Systeni  ohne  Weiteres  in  diu  andere  Qber- 
gegtagfa  werden  kann.  Die  allitemeinen  üblichen  Reductionen  eines  SjBtemi  »af 
eine  Kraft  and  auf  ein  Moment  erKel>en  »ich  als  Verein fadiunffen  dadnrcb ,  daaa 
van  aacb  mit  der  Ebene  (("  ij"  f"  I)  in  das  Uneodllcbe  rCekt.  Ueaer  Fall  boII  in 
der  ni«bBleD  Ifnmmer  behandelt  werden. 


68.  ZasammeiiBetzaiig  der  Krilfte  im  fianm  mitHfllfe  der 
nnendlich  fernen  Ebene. 

Wfihlt  man  zur  Zerlegung  der  einselnen  Erftfte,*  wie  in  den 
vorigen  Nummern,  eisen  Punkt  in  der  Endlichkeit,  dagegen  als 
Ebene  die  unendlich  ferne  Ebene,  so  erhält  man  aU  Seitenkräfte 
irgend  einer  zu  zerlegenden  Kraft,  laut  Nr.  52  8. 191,  die  parallel . 
mit  sieh  selbst  nach  dem  Punkt  Terschobeoe  Kraft  to  ihrer  ganzen 
Grösse  und  ein  Moment ,  das  gleich  ist  dem  Moment  der  Kraft  in 
Bezug  auf  den  angenommenen  Punkt.  Die  Bestimmung  der  Mittel* 
kraft,  die  durch  den  Punkt  geht,  ist  nun  nichts  anderes  als  die 
Zugammensetzung  der  vorhandenen  EHtfte,  so,  als  ob  sie  auf  einen 
Punkt  wirkten.  Diese  Mittelkraft  sei  3/,  sie  kann  sieh  in  ihrer 
Bicbtung  und  Grösse  nicht  Andern,  wo  auch  derPunkt  in  der  End- 
lichkeit angenommen  werden  mag,  sie  gebt  also  demNr.  60S.  216 
Bewiesenen  entsprechend  immer  durch  denselben  Punkt  der  un- 
endlich fernen  Ebene,  und  dem  Satz,  dass  die  Erhebung  der  Kraft, 
die  durch  den  Punkt  geht,  Über  die  gewählte  Ebene  unabhängig 
von  der  Wahl  des  Punktes  sei,  entspricht  die  UDveränderlichkeit 
der  Intensität  von  M,  weil  angenommen  werden  darf,  die  oo  ferne 
Ebene  senkrecht  stehe  auf  allen  Strahlen  eines  BUndels. 

An  der  Bestimmung  der  dem  gewählten  Punkt  entsprechen- 
den Ebene,  in  deren  Schnitt  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  die 
uneadlich  ferne  Kraft  wirkt,  ändert  sich  nichts.  Wie  in  Nr.  60 
S.  219  werden  die  Momente  zudammeogesetzt,  und  das  erhaltene 
Mittelmoment  iß  ist  das  Maass  der  co  fernen  Kraft 

Vergleicht  man  die  hier  angedeuteten  Operationen  mitdenen, 
welche  die  allgemeine  Zerlegung  von  Nr.  60  S.  215  erfordert,  so 
siebt  man,  dass  gerade  die  Zerlegung  derEraft^,  Fig.  122  S.  217, 
in  die  zwei  Seitenkräfte  B  und  C  erspart  wird ;  denn  die  Seiten- 
kraft/f.  die  durch  den  gewählten  Punkt  gebt,  ist  gleich  ^  and  zur 
Bestimmung  der  Ebene  R  sind  Qberdies  die  Momente  unentbehr- 
licb.  —  Da  nnu  auch  entsprechende  Linien ,  Punkte  und  Ebenen 
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leichter  zu  bestimineD  sind,  wenn  eine  endliche  Kraft  M  und  eine 
unendlich  ferne  Kraft  31  gegeben  ist,  als  wenn  zwei  endliche 
Kräfte  M  und  N  gegeben  wären,  so  werden  die  Kräfte  im  Kaum 
ausschliesslich  mittelst  der  uDendlicb  feraen  Ebene  ziuammen- 
gesetzt.  Wie  das  praktisch  auszuführen  sei ,  soll  in  einer  der  fol- 
genden Nummern  gezeigt  werden  i  vorerst  wollen  wir  aber  hier 
noch  untersuchen,  wie  sich  die  projectirischen  Ei^nscbaften  in 
diesem  Fall  gestalten. 

Es  sei  durch  Zerlegung  derKr&fte  nach  Richtungen,  die  durch 
einen  Punkt  gehen,  und  andepe,  die  in  einer  unendlich  fernen 
Ebene  liegen,  dann  durch  Wiederzusammenaetzung  derBelben  das 
Hystem  auf  die  endliche  Kraft  M,  Fig.  127,  und  die  unendlich 

Kg.  137. 

....31 

t.     »"-■ 

5JK — '-^-niT^ 


ferne  Kraft  ^  reducirt,  dann  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung 
der  dem  Punkt  x  entsprechenden  Ebene. 

Es  sei  die  Ebene  91  des  punktirten  Kreises  die  Projectiong- 
ehene  der  unendlich  fernen  Kraft  ^,  dann  ist  die  Verbindungg- 
linie  /  des  Punktee  x  mit  dem  DurchstoeBpunkt  der  Kraft  Jlf  eine 
Leitlinie  des  Systems ,  die  demnach  ganz  in  der  gesuchten  Ebene 
liegt;  um  diese  zu  erhalten,  haben  wir  nichts  mehr  weiter  zu  thuo, 
als  wie  die  beiden  Momente  9t  und  kM,  von  ihrer  Schnittlinie  / 
ausgehend,  zusammenzusetzen.  Wir  reduciren  beide  Momente  aaf 
die  als  Basis  angenommene  Entfernung  /|  des  Punktes  x  vom 
Dnrehstosspankt  i/9t;  tragen  wir  tou  diesem  Punkt  aus  Jlf  auf 
seine  Richtungslinie  auf,  so  ist  (siehe  die  Figur)  der  Perpendikel 
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H  vom  Endpunkt  it  auf  /i  die  dieses  Moment  darstellende  Linie. 
Auf  irgend  eine  den  Angaben  von  91  entsprechende  Weise  redu- 
cireu  wir  auch  dieses  Moment  auf  die  Basis  1% ,  so  dass  man  hat: 
/,  R,  ES  %  dann  stellt  Rt  das  Moment  ^  dar.  Wir  setzen  es  mit 
H  zusammen,  indem  wir  es  vom  Endpunkt  von  H  und  M  aus  in 
der  Parallelebene  ^'zu9t  senkrecht  auf  li  auftragen;  die  gesuchte 
Ebene  QQ"  geht  dann  durch  den  Endpunkt  R^.  Bestimmt  mau 
den  Schnitt  dieser  Ebene  ^^'  mit  i)}',  so  wird  dieser  mit/i  parallel 
laufen,  weil  91  und  ?{'  parallele  Ebenen  sind ,  auch  Benkreebt  auf 
ffi  stehen,  und  daher  den  Kreis  9t',  der  den  Punkt  JU  3i'  zum  Mittel- 
punkt und  R,  zum  Halbmesser  hat,  berühren.  Die  Ebene  QQ'  be- 
rührt daher  auch  den  Kegel,  der  den  Endpunkt  von  AI  zur  Spitze 
.  und  den  oben  bestimmten  Kreis  9t'  zur  Basis  hat. 

Die  Gleichung  ^,  A|  ^  91  enthält  keine  auf  die  Richtung  der 
Linie  1%  and  Ri  in  der  Ebene  91  und  92'  bezügliche  Elemente,  und 
der  jetzt  bestimmte  Eegel  wird  daher  ftlr  alle  Punkte  A*  des 
Kreises  9i  gelten.    Man  kann  also  allgemein  sagen : 

Fahrt  mau  durch  die  Endpunkte  irgend  eines 
in  seiner  Bichtungslinie  aufgetragenen  M  und 
durch  die  unendlich  ferne  Kraft  zwei  Ebenen  9t 
und  9t',  besehreibt  von  den  Punkten  als  Centren  in 
den  Ebenen  zwei  Kreise  mit  Radien  /|  und  Rt,  deren 
Pro  du  et,  wenn  der  eine  derselben  aufdemMaassstab 
der  Linien  der  andern  auf  dem  der  Kräfte  abge- 
griffen wird,  gleich  dem  Moment  9i  der  unendlich 
fernen  Kraft  ist;  betrachtet  man  ferner  den  einen, 
einerlei  welchen,  dieser  beiden  Kreise  als  Basis 
eines  Kegels,  dessen  Spitze  im  Mittelpunkt  des 
andern  frei  bleibenden  Kreises  liegt,  soentspricht 
jedem  Punkt  des  freien  Kreises  die  durch  ihn 
gebende  Berührungsebene  des  Kegels,  und  umge- 
kehrt. Die  Wahl  zwischen  den  zwei  möglichen 
Kreispunkten  und  Berührungsebenea  wird  da-- 
durch  bestimmt,  dass  der  Winkel  A|/|  im  Drebunga- 
sinn  von  91  eingetragen  sein  muss,  wie  es  in  der 
Figur  angedeutet  ist. 

Durch  die  eben  aufgestellten  reciproken  Beziehungen  ge- 
winnt man  die  deutlichste  Anschauung  entsprechender  Punkte  und 
Ebenen.     Halten  wir  die  Leitlinie  /  für  Punkt  und  Ebene  vorerst 
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fest,  Bo  entspricht  dem  Endpunkt  von  Jf  in  /.  wie  es  sieh  von 
selbst  Tersteht,  die  Ebene  ^;  entfernt  sich  nun  der  Punkt  x  in  /, 
80  vermindert  sich  die  Keigung  der  Ebene  QQ'  gegen  M;  dem 
unendlich  fernen  Funkt  von  /  endlich  entspricht  die  Ebene  IM. 
Da  der  Punkt  x  und  die  entsprechende  Ebene  QQ'  projectivische 
Gebilde  sind ,  so  sind  auch  alle  Punktgebilde ,  die  Q  auf  irgend 
welcher  geraden  Linie  ausschneidet,  x  projectivisch;  filr  alle  ge- 
raden Linien,  die  iu  SR'  liegen  und  durch  den  Fusspunkt  tod  M 
gehen ,  sind  die  Endpunkte  vom  M  Qegenpunkte  (den  unendlich 
fernen  Elementen  entsprechende)  und  dieprodacte  entsprechender 
Entfernungen  von  denselben  wird  constant  sein.  Ist  also  jt,  siebe 
Fig.  127,  ein  anderer  Punkt  der  Leitlinie  /,  und  /*, ,  l,  die  Ent- 
fernungen der  Schnit^unkte  der  entsprechenden  Ebene  tiP  und 
Qx  mit  irgend  einer  Leitlinie  in  ?{'  vom  Schnittpunkt  M,  so  bat 
man;  li  l't  •—  U  ^'i-  I^t  l  der  Winkel,  den  die  beiden  Ljnien 
/  und  /'  mit  einander  bilden,  bo  ist,  siebe  Fig.  127.  ff,  =»  l\  sin  l, 
und  weil  Ä, /^  =  91,  ist: 

/,/'i8ini==/j/',  8ini  =  1W; 
wobei  aber  zu  beachten  ist,  dass  eines  der  beiden,  Product  bilden- 
den /  auf  dem  Haassstab  der  Linien,  das  andere  auf  dem  Maasa- 
atab  der  Kräfte  abzugreifen  ist,  um  ein  Moment  ?)  zu  erhalten. 

Die  Endpunkte  irgend  zweier  Leitlinien  /  und  l',  deren  Seg- 
mente zu  beiden  Seiten  von  M  der  obigen  Gleichung  entsprechen, 
werden  durch  entsprechende  Linien  P  und  Q  mit  einander  ver- 
bunden. Denn  wenn  dem  Punkt  x  die  Ebene  xQ  entspricbt, 
welche  auf  /'  die  Strecke  l'^  abschneidet,  so  entspricht  in  gleicher 
Weise  »'  die  Ebene  »'  Q,  welche  auf  /  die  Strecke  4  abschneidet. 
Hat  man  also  für  einen  Punkt  k  einer  Linie  P  die  entsprechende 
Ebene  Qff,  d.  b.  ihren  Schnitt  x";t'  mit  9t'  construirt,  so  erhält 
man  einen  Punkt  tt'  von  Q,  wenn  man  durch  den  Schnittpunkt 
/>s)i'  a  x'  die  Leitlinie  x'tt'  in  W  durch  den  Endpunkt  von  M 
zieht,  sie  schneidet  die  Ebene  QQ'  in  einem  Punkt  n'  von  Q.  Den 
.  Punkt  rr  erhält  man  dann  dadurch ,  dass  man  die  Segmente  von  l 
und  /'  proportional  macht. 

Wenn  nicht  in  Nr.  61  S.  222  schon  ganz  allgemein  bewiesen 
worden  wäre,  dass  je  zwei  Paar  conjugirte  Richtungslinien  auf 
einem  Hyperboloid  liegen,  das  ein  Paraboloid  werden  muss,  wenn 
eine  der  RiebtungsIinieD  in's  Unendlicbe  rllckt,  so  wUrde  dies  aus 
dem   eben  Ausgeführten   hervorgehen:  die   beiden  proportional 
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getbeillen  Leitlinien  erzeugen  ein  Paraboloid;  und  jeder  Erzeu- 
guDgslinie  dessetben  entspricht  wieder  eine  ßrzeagungslinie. 
Leicht  leitet  man  auch  aus  obiger  Gleichung  die  gegenseitige  Lage 
dieser  conjugirten  Erzeugungslinien  ab ;  es  folgt  aus  derselben : 

'■'*        l\  •sin  X        l\  '%iaX' 

Für  ein  und  dasselbe  Paraboloid  sind  aber  die  Verhältnisse 
/i  :  l\  und  4  :  '■  constaitt,  demnach  sind  es  auch  die  Producte 
Ix  i^ ;  conjugirte  Erzengungslinien  achneidec  also  auf  den  Leitr 
linicD  des .  Paraboloids  eine  Involution  aus,  deren  MittelHuie 
Jf  ist. 

Da  die  drei  Linien  MPQ  die  uoendlich  ferne  Ebene  in  einer 
Erzengungs-,  also  einer  geraden  Linie  schneiden ,  so  liegen  Pa-^ 
rallele  zu  ihnen,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  auch  in  einer 
Ebene ,  und  es  kann  daher  in  diesem  Punkt  JU  direct  nach  diesen 
Richtungen  zerlegt  werden.  Fig.  127  geschah  dies  im  Punkt  x, 
wo  M'  direct  nach  den  Richtungen  P  und  Q'  zerlegt,  and  Q'  mit- 
telst einer  Parallelen  zu  l  an  seinen  Ort  nach  Q  gebraeht-wurde. 

Um  den  Cubikinhalt  ^  des  von  den  Endpunkten  von  P  und  Q 
gebildeten  Tetraeders  zu  erbalten,  haben  wir  den  Inhalt  [//']  des 
durch  die  Endpunkte  **'  nn  der  Linien  //'  gebildeten  Tetraeders 

P  0 

mit  den  Verhältnissen  — -  und  ~^,  zu  multipliciren.  Bezeichnet 

man  den  Winkel,  den  die  Mittelkraft  M  mit  dem  Moment  Vi  bildet, 
mit  fi,  so  ist: 

[6//"]  =  (/,  4-  4)  (/',  -f  /',)  sin  Jl.JM  sin  ft, 
und: 

/',  +  /'.'    nn       XX"      7',+"r,       /,+/,' 

demoach ; 

6S  __  /,  t^  ival .  M  sin  fi  .  =  SfSl  sin  fi. 
Bei  unendlich  fernen  Kräften  verwandelt  sich  also  der  Inhalt 
des  Tetraeders  in  eine  I^yramide,  die  zur  Basis  die  halbe  Momen- 
tenflfiche  der  unendlich  fernen  Kraft,  und  zur  Hohe  die  in  ihrer 
Richtung  aufgetragene  endliehe  Kraft  hat. 
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69.  Die  Centralaxe  eines  Krftftesystems. 

Nr.  61  S.  224  ist  bewiesen  worden,  dass  für  eiD  und  dasselbe 
Eräftesystem  dieser  Cubikinhalt  constant  sei ;  ebenso  ist  H  con- 
Btant,  wo  auch  der  feste  Punkt  gewählt  werden  mag,  wenn  nur  als 
Ebene  die  unendlich  ferne  Ebene  bleibt;  fUr  diesen  Fall  ist  also 
91  sin  |U  oonatant.  Die  unendlich  ferne  Kraft  wird  demnach  ein 
Minimum  für  sin  |U  3»  1 ,  also  fi  =^  90°.  Diesem  besondern  Ver- 
hmtnisB  entspricht  nur  eine  einzige  Lage  der  Richtungslinie  Ctod 
M,  welche  die  Centralaxe  genannt  wird.  Sie  kann  nach  Obigem 
leicht  couBtruirt  werden ,  man  braucht  nur  den  Punkt  zu  suchen, 
welcher  der  auf  M  senkrecht  stehenden  Ebene  entspricht.  Wir 
fuhren  die  senkrechte  Ebene  durch  den  oberen  Endpunkt  von  M, 
dann  liegt  der  gesuchte  Punkt  im  Schnitt  m  derselben  mit  derMo* 
mentenebene  tß,  siehe  Fig.  127  S.  254;  bezeichnet  man  die  Ent- 
fernung des  Punktes  von  M  in  dieser  Linie  gemessen  mit  nt) ,  so 
hat  man ; 

Sin  ft 

weil  -; —  der  Radius  des  Kegels  W  ist,  den  die  Ebene  berührt; 
sin  n 

und  hieraus  folgt : 

5R  sin  |U 

*"• M' 

Ueber  die  Seite ,  nach  welcher  rrti  aufzutragen  ist,  kann  kein 
Zweifel  walten,  wenn  man  streng  verfuhrt,  wie  oben  angedeutet 
worden  ist.  Uebrigens  sieht  man  auch  sofort  aus  der  Figur,  dass 
ffli  nach  oben  aufgetragen  werden  muss ;  beschränkt  man  sich 
nämlich  auf  Drehungen,  die  kleiner  als  90"  sind,  so  muss  die 
Ebene  Sft  in  entgegengesetztem  Sinne  gedreht  werden,  um  senk- 
recht zu  werden,  als  sie  gedreht  wurde,  um  nach  ^^'  zu  kommen, 
demnach  muss  auch  m^  in  entgegengesetztem  Sinn  als  wie  /|  auf- 
getragen werden.  Am  Endpunkt  von  m^  wurde  die  Lage  der 
Centralaxe  C  angegeben. 

Die  Centralaxe  wird  von  allen  Linien  kfirze  st  er 
Entfernung  zweier  conj  ugirter  Kräfte  eines  Paares 
geschnitten.    Denn  denkt  mau  sich  die  Centralaxe  C  schon 
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constniirt,  so  wird  die  Lioie  der  kürzesten  EntfernuDg  einer  Kraft 
P  und  C  eine  Leitlinie  sein,  sie  schneidet  C  und  liegt  in  der  auf  C 
senkrecbt  stebenden  Momentenebene;  mitbin  schneidet  sie  auch 
die  P  conjugirte  Eraft  Q,  und  steht  auch  senkrecht  auf  einer  Pa- 
ralielebene  zu  P  and  Q,  weil  auch  C  mit  derselben  Ebene  parallel 
Uuft  Die  kürzeste  Entfemungslinie  zwischen  den  Linien  PC  ist 
daher  auch  die  zwischen  P  und  Q ;  da  aber  zwei  Linien  nur  eine 
einzige  kürzeste  Entfernangslinie  haben ,  so  schneiden  alle  kür- 
zeste Entfemungfilinien  die  Centralaxe  C. 

Leicht  lässt  sich  daher  auch  die  Centralaxe  mittelst  eines  be- 
liebigen Kräftepaares  bestimmen.  Tbeilt  man  die  kürzeste  Ent- 
fernung der  beiden  Richtungslinien  umgekehrt,  wie  die  Erhebun- 
gen der  KiUfte  über  eine  Ebene,  die  senkrecht  auf  der  Centralaxe 
steht,  80  erhält  man  einen  Funkt  derselben. 

Fraher  haben  wir  schon  gesehen ,  dass  Kräftepaare  parallel 
znr  Centralaxe  im  Baum  verschobeD  werden  können  und  dabei 
immer  conjugirt  bleiben.  Denken  wir  uns  also  alle  Uberhaapt 
möglichen  Kräftepaare  so  rerscboben ,  dasa  die  Linien  ihrer  kür- 
zesten Entfernungen  in  eine  und  dieselbe  Ebene  fallen,  so  folgt, 
dass  wir  alle  mögliche  Lagen  conjugirter  Elemente  studiren  kön- 
nen, wenn  wir  in  Fig.  127  S.  254  voraussetzen,  J/ stehe  senkrecht 
auf  iR,  und  eine  Parallelebeno  zu  PMQ,  z.B.  PM'Q'  senkrecht  auf 
^1.  Wird  femer  H  =^M,  so  ist,  wenn  der  Winkel,  den  die 
Ebene  QQ  mit  M  bildet,  mit  x,  bezeichnet  wird,  df  tg  Xi  =-=  Ai ; 
setzt  man  noch  91  =—  Mc,  wo  c  eine  constante  Länge  bezeichnet, 
die  bisweilen  die  Einheit  des  Systems  genannt  wurde,  so  erhält 
mao  als  einfache  Beziehung  zwischen  Punkten  x,  deren  senk- 
rechte Entfernung  von  der  Axe  gleich  l^  ist,  und  der  entsprechen- 
den Ebene,  welche  der  Winkel  x,  mit  der  Axe  bildet : 

i,  tg  X,  =-  c. 
Für  ^  =  0  wird  x,  —  90» ,  für  Punkte  der  Centralaxe  geht  die 
entsprechende  Ebene  durch  die  unendlich  ferne  Kraft;  für  /,  =co 
wird  xi  <»  0,  für  Punkte  der  unendlich  fernen  Kraft  geht  die  ent- 
sprechende Ebene  durch  die  Centralaxe;  und  für  /^  <=  c  wird 
X,  »  45",  d.  b.  Punkten,  deren  senkrechte  Entfernung  von  der 
Axe  ^eich  o  ist,  entspricht  eine  Ebene,  die  mit  ihr  einen  Winkel 
Ton  45»  bildet.  Die  gegenseitige  Lage  entsprechender  Elemente 
ist  vollständig  bestimmt,  weil  sie  ineinander  liegen,  und  die  Ebene 
dnrcli  Perpendikel  des  Punktes  auf  die  Axe  gebt,  während  der 
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Funkt  im  Perpendikel  des  Seboittpunktes  der  Ebene  mit  der 
Axe  liegt. 

Da  wir  vorauBsetzen  durften,  es  seien  die  Länien  /die  kür- 
zesten Entfernungen  der  Axe  ron  conjugirten  Ricbtnngslinien,  so 
sind  durch  swei  in  derselben  Linie  /  liegende  /i  und  ^  und  durch 
zwei  Winkel  x,  und  x,  aucb  die  LAgen  dieser  ßichtungslinien  be- 
Btimmt,  denn  in  diesem  Fall  bezeicbnet  x,  den  Winkel,  den  die 
conjugirte  Linie  mit  der  Axe  bildet.    In  den  Gleiobungeo : 

/,  /j  jf,  =.  /,  *j  jej  ™  c 
bezeicfanen  also  auch  /^  4  die  in  die  gleiche  Sichtung  fallendeo 
kürzesten  Entfernungen  zweier  conjugirter  Linien  und  x,  x,  die 
Winkel ,  die  sie  mit  der  Axe  bilden,  xj  und  x,  haben  wir  in 
Fig.  127  S.  254  angedeutet,  unter  der  Voraussetzung,  dass  in 
dieser  Figur  alles  senkrecht  und  nicht  schief  stehe,  wie  es  ge- 
zeichnet ist.  Conjugirte  Linien  bleiben  conjugirt,  wenn  sie  um 
die  Axe  herumgedreht  werden ,  wobei  sie  zwei  windschiefe  Rota- 
ttonshyjerboloide  beschreiben;  je  zwei  solcher  conjugirter  Hyper- 
boloide schneiden  Bich  in  zwei  reellen  Kreisen  Ton  gleichem  Radius, 
denn  betrachten  wir  einen  Schnitt  durch  die  Centralaxe,  so  bat  die 
Hyperbel  mit  der  kleinen  Scbeitelaxe  die  steilem  Asymptoten, 
wegen  derReciprocitfttvon  /i  und  tg  x,,  und  schneidet  daher  noth- 
wendiger  Weise  die  andere  Hyperbel;  jede  Leitlinie  des  einen 
Hyperboloids  schneidet  nun  in  einem  dieser  Kreise  eine  Erzeu- 
gungslinie des  andern,  und  alle  Erzeugungslinien  des  eigenen 
Hyperboloids,  mithin  auch  die  conjugirte  jeuer  Erzeugungslinie, 
sie  ist  daher  ein  Leitetrahl  des  Systems.  Jedes  Kotationa- 
hyperboloid  um  die  Central  axe  entfaftlteineScbaar 
Lei t strahlen  des  Systems. 

Macht  man  /,  ~>  /^ ,  so  wird  auch  x,  °=>  x,  und  die  beiden 
Rotationshyperboloide  &llen  zusammen ;  da  jetzt  je  zwei  conju- 
girte Riebtungslinien  auf  diesem  Hyperboloid  liegen,  so  ist  es 
eines  jener  Hyperboloide,  von  denen  Kr.  61  S.  222  die  Rede  war; 
conjugirte  Riebtungslinien  schneiden  auf  dem  kleinsten  Rotations- 
kreis eine  Involution  aus,  deren  Centrum  der  Mittelpunkt  des 
Hyperboloids  ist. 

Für  (',  =  ^  ==  c  wird  x,  =  x,  =*  45',  die  Rotations-Hyper- 
bel  des  Hyperboloids  ist  eine  gleichseitige. . 
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70.   Änalytiäche  Beziehnngen  zwischen  der  nnendüch 
fernen  nnd  der  endlichen  Kraft  eines  Paares. 

Dainft  dte  eiae  Kraft  ^w  Pskrea  fm  Unendlichen  lieKOi  miua  die  udere 
durch  den  NoUpnnkt  Ot,  o«*  0,^  0  der  unendlich  feraen  Ebene  geheii;  die  Cooi- 
dinaten  dieser  Kraft  werden  daher  sein:  a,t  a^i  o^i  m,  ,tRi,  niti,  die  m  mflweo, 
damit  ue  eine  gerade  Linie  dantelien  der  Qieiohong: 

genfigen ,  kSnaen  Bonst  aber  wülkdrlich  ^wihlt  werden ;   hlerana  ergeben  sieb, 
liebe  Hr.  65  8.  339  die  Werthe  von : 

S,„— S,,— a,,a,,  +  o,  ,a,,  +  o,,«!,  — ae, 
und  man  hat  allgemein : 

Die  Coordinaten  der  ni  conjaglrten  Linie  n  Bind  demnach  : 

und  f^^i  ^  n^^  «•>>)(  i—O. 

Zur  Beatimmnng  der  Erlfte  M  nnd  N  Uti».  261)  m  ^  e^  ,  n  -^  0  und : 


«oraiu  deh  M  •—  «^  ,  nnd  JV  <—  0  ergiebt,  wie  e*  sein  soll. 

Pfir  alle  Ebenen  ,  welche  dnroh  die  unendlich  ferne  Linie  n  gehen  ist  laut 
Kr.  47  8.  177: 

t'  —  nit.'j'  —  nji.f  — »Hf 
SubaUtnlrt  man  diese  Werthe  in  Kr.  «7  8.  S4S  so  erhUt  man : 
«'■=  Ou«,,  +  «,,nj,  +  «3,  n,,  =-Sj„  =  M 

demnach  —^  ■=  1 


I  ü»,  lu,    l     n,,  I 

I    "iS  "11  "1»  I 

Endlich  ergiebt  sich  die  Erheboog  der  Kraft  M  fiber  der  Ebeae  %  gteleh : 
Af  Bin  ^  =  — ^  i 
iV  aller  ist  gleiob  «,  ,  demnach : 
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Genau  ru  demselben  Bmaltat  gelangt  man  anob ,  wenn  man  rein  geometciicb 
TOrgebend  den  SiDOB  des  Winkels  Uldet,  den  die  Liaie  a  mit  der  Ebeoe  n  ein- 
schllesflt.    Um  die  CooTdiaaten  der  Centralaxe  in  erhalten,  netten  wir 


„„ —  „_(«„«,  +  »„»,  +  «,.  ). 

Damit  die  n  die  Coordinaten  beieiohnen ,  welcbe  auf  dar  Axe  die  dnrcli  den 
unendlich  fernen  Funkt  a,,  a,i  u,]  0  geht,  senkreobt  stehe,  geaüct  ea,  dasa  die 
Ebeneaooordlnüteu  den  eingeklammerten  Wertbea  pro{iortional  leieD,'  der 
Faktor  !R  ;  «'^  mass  beigefEgt  irerden  damit: 

^a«  "■  "it  "as  +  »n  »11  +  oj.  "n  —  S  »ei. 
Aue  diesen  Werthen  ergeben  Bicbjettteinraoh  die  Coordiaaten  derCentralaxe: 


Wii  — "11  +     g,  -  (<".  1  «»«  +  Uli  wi  +  a,,     ). 
Snbatitairt  man  die  obigen  Werthe  von  n  in  9)*,  m>  wird: 

woraus  sich  aln  ft  —  l  erglebt,  aar  BestitigQng,  dass  die  Centralaxe  Mnkreclit 
anf  der  Ihr  entaprecbenden  Ebene  !R  liebe. 

Die  übrigen  in  den  beiden  vorigen  Nummern  geometriich  bewieienea  Eigen- 
schaften  leiten  sich  analfüsch  am  leichtesten  mittelst  CoordinatentranaformatiDii 
ab.  Wir  legen  die  neuen  Aien  der  x'  y  z  durch  den  Punkt  z,  y,  ■,  u, ,  und  die 
nnendtlch  fernen  Punkte  io  ii,  h,^  o,  c,,  c,,  c,,  o,  a,i  Oti  Qu  0,  d.  h.  wir 
fBhren  die  Ase  der  z  durch  den  Nullpunkt  04,  0|,  ot,  0  der  nuendlieh  femea 
Ebenen,  machen  also  die  bisher  mit  m  beieichnete  Linie  aar  *  Aze> 

Dann  haben  wir  au  setaen : 

i_  'i'^ +  -;-?■+ "''/  +  *., 

**  <o  *« 

--  -  ''"-  "■  +  -'"■  ■  v'  +  —,'-  '  *',, 
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o_,+  -A   {■+_'•._,  +  ',"•,-; 


Bierin  beieichneD  die  «,  wie  oben,  die  Nonnalcoefa<deoleB  der  Coordiaaten, 
welche  duTob  ihre  Zeicbeu  uigedentet  nerden,  und  in  den  beiden  adjnngirten  Snb- 
atitaSniadetermlnaiiteii : 

^11  f>n  ht       '■'  —    \  ßi   Pi  fii  ßi      ~  <f| 
e,i  c,t  et,  \  Y'  r*  r*  yi  : 

"l  1    ''l  1    ''l  3  '     ^1     "l    ^1    *^4 

X,       H,        2,       \     •  '<     '      ^ 

betrachten  wir  die  Elemente  der  Eneiten  als  die  Coeräeienten  der  Elemente  der 
entern  in  diesen. 

Nach  der  Snbatitation  hSnnen  wir  Qber  ein  u  nnd  ein  v  verfügen ;  im  gegen- 
wSrtigen  Fsll  sber  nicht  mehr  wlllkürifah,  aondem  so,  daaa  du  Prodaet  Kat'  Nr.  67 
entsprechend  ana  den  Denen  Coordlnatencoeffidenten  gebildeten Prodoct  gleich  eei; 
denn  dies»  Prodnct  mo»  sla  Hobehcbei  Tetraederrolamen  elnea  Kr&ftepaares 
CDiutant  Hin,  es  tat  eine  inTsrUnte. 

Beieichnen  wir  die  am  einem  Coeraolentea  mit  den  a,.^  and  den  Elementen 
der  Determinante  links  mit  AoaschliiH  der  «  gebildeten  neuen  Coefdcienten  wie  in 
Mr.  66  S.  846  mit  t,^,  so  erhSlt  man  gani  wie  dort  TOrgebeDd: 

t,,  =»  It,  •m.o,  ts^  =  ii- 

t, «  nnd  li  4  sind  —  o  geworden ,  weil  wir  die  Aie  der  x  dnrch  den  Ntrilpunlit 
"j  I  «19  "ii  0  'er  unendKcb  fenien  Ebene  geführt,  and  dadurch  die  unendlich 
fbmen  Linien  o  b  nnd  i  c  in  Leitstrablen  gemacht  haben. 

Nehmen  wir  weiter  noch  die  Axen  z  y  oder  die  Punkte  {bt ,  t,i  b,,  o)  und 
(C41  CjiCtiO)  in  der  (x,  y,  «,  1)  conjnglrten  Ebene  n  an,  »0  dass  sie  also  den 
Oleictaangen : 

611  «13  +  iji'fai  +  Jniii  — '  0. 
c,i  "sa  +  e,t>H,  +  c,j»ij  =  0, 
genügen,  so  werden  aoch  dieAzea  den  x  nnd  p'  suLeitstrahlen  nnd  demnach  ascb 
S,6  -  «„  =  0. 

Die  Gleichungen  des  neuen  NntlB^BtemB  sind  jetzt  i 
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.1"=  *.S 


J. 


{,'  ......  — ,— 

Die  Wureel  am  den  neuen  DetenniDUiteii  dieser  Coersdenten  Sf  und  du 
SIbiib  des  Denen  kOrperllohen  Eckes  o'  üaä  gleich: 


darnach  ist  irie  es  sdn  soll  Slf  o'  ^  !R  tu'.    Äoob  rolgl,  dass  die  CoefBcienten  tob 

q"  f'l  und  z"  Id  diesen  Olelchangen  einfach  gleich  -—  siod.     e^  aber  ist,   wie 

iriraaf  S.  361  gesehen  hatten,  die  in  der  Aie  der  >  wlAeode  Hittelkran,  die  wir 
von  jettt  an  mit  R  (statt  Ht)  beieichnen  wollen;  dann  gestalten  sich  die  Gleichun- 
gen wie  folgt; 

reducireo. 

Die  DWIsion  der  beiden  letsten  Gleicfanngen  glebt: 

4.  +  .-0, 

d,  h.  die  einem  Pankt  x,y,  z,  1  entsprechende  Ebene  Bcbneldet  die  x  Aie  in  rinem 
Punkt,  dessen  Ordinale  gleich  z  Ist.  Die  Dlvigion  der  beiden  ersten  Qlelcboiigen 
giebtr 

f  *'  +  >?'/=■  0  1 
d.  fa.  die  Verbin duDgaliuie  des  gegebenen  Punktes  ond  der  DarcbtloBspaiikle  der 
«  iie  mit  der  entsprechenden  Ebene  Ifinft  parallel  mit  ihrer  Spnr  in  der  zy  Ebene. 

äetst  man  nun  der  Fig.  IST  S.  254  entsprechend,  e  = —  —  A,  so  irird 

der  Perpendikel  Ri  vom  Ursprang  auf  den  Schnitt: 
f  «  +  v'  J  +  *', 

V    0\  «'  O  j 


'  V^f »  +  V'  —  itToT  "  Ryi'  +  y»  +  ar'y'o.   ' 

trenn  mit  o',  und  03  der  sin  and  00s  des  Azenwlnkels  xy  beieiehnet  wird.  Nun  ist 
aber  die  parallel  snr  xy  &ie  eemesseoe  Entfernung  des  gegebenen  Psnktes  toq 
der  I  Aze  gl^ch : 

i,  _  yx^+  y«  +  a  *'  y'  o, . 
mitbin  hat  man  wie  oben  Nr.  70  S.  sei 
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den  in  dar  Ebene  xg  wirkenden  Homent,  wie  oben  Nr.  67  8.  Sit. 

Anelog  Nr.  65  S.  S89  bat  man  inr  Begtimmong  tod  Coordlnaten  ootOnfllrler 
KAtte,  irenn  man 

Oll—    -^.Oj4—  Ä 

und  fSr  alle  andern  Indexe  o,-^  ^  0  setet, 

woraoE  sich  weiter  die  eiafache  Beziehung : 

fiin,,  —  K  fiii  oder:  Ä*  mn  =  S' "aj , 
und  t&r  alle  BbrigeD  m,.^  ^  —  n^.^  erffiebt. 

Die  BIchtungBlInien  conjngirter  Ertfle  falben  also,  wenn  roe  den  Zeichen  ^i- 
geaefaen  wird,  aar  Ewti  von  einander  verBcbiedene  Coordiaaten.  Wenn  2  Coordi- 
imt«D  einer  Linie,  deren  Indexe  die  vier  Zahlen  1  S  s  i  eDtballen.  allein  geindert 
werden,  eo  mus  ihrProduct  eonatant  bleiben;  denn  die  Coordtnaten  haben  derBft- 
diagung:  munisi  +  mn  ni,,-f.n][4m]|<— 0,  mgenOgen.  Diese  Bedingung  erfSUen 
die  n,  denn  es  blmbt  *tit"n='''hi^*-  I^'C  Projection  i7i)4X-f>nj,y+tnti^O, 
ans  demPuDktS  des  CoordinatentetraederB,  dem  nnendltch  fernen Pankt  der  nAxe, 
eoUi&lt  nnr  eine  der  Tariatieln  Coordinaten  tn, ,  aU  Constante ;  bei  dieser  Aende* 
nnig  bewegt  sieb  also  die  Projection  der  Linie  auf  der  Ebene  xy  parallel  mit  sich 
•elbet,  und  die  EDtfernnag  der  Projection  vom  [Jrapraag  ist  diesen  Constanten  m, ) 
proportional.  SubsUtuirt  man  femer  in  die  Olelcbnngen  Nr.  64  S.  S34  der  8chnit^ 
pimkte  der  Linie  mit  einer  Eiteee  die  conatanten  Werthe :  0  0  (  v ,  so  erhSlt  man 
den  Schnitt  der  Linie  mit  einer  Parallelebene  inr  zy  Aie,  nSmllcb 

u  y'  —  m„  f  +  m,  I  o,     «'       —  m,3  f. 

V  x   Dsdu'y  enthalten  keinen  der  rariabein  Coefflcienten ;  ihr  VerhftltnisE  ~~r- 

bleibt  daher  Im)  der  Aendening  aonstant ,  nnd  alle  Schnittpunkte  der  Linie  liegen 

auf  einem  Strahl  durch  den  Pin kt —  den  Axe  d.  h. :  bei  dieser  Aende- 

rnnff  beeehrelbt  die  Linie  m  ein  Paraboloid,  dem  die«  Aze  and 
auch  die  nn endlich  ferne  Linie  der  zy  Ebene  angehSrt.    Esiatdaa 
das  Paraboloid  tou  Nr.  SS  S.  956,  weit  Ihm  auch  die  Linie  n  angehGrt. 
Bexeicbnen  wir  mit  fUj  die  WnrxelgrCase : 

so  ist  die  Entremong  der  Spur  ay  der  Linie  vom  Ursprung  gleich  l,  —  ■-■  — ,  die 

EntfemoBg  der  Spur  der  entsprechenden  Linie  n  ist  I)  =•  — —  .    Da  nnn  in|-«n« 
«ad  HS,  1  m,  (  constaat  ist,  so  hat  aian : 
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Entsprecbeode  Linien  a ebne) den  anf  einer  1 
des  Parabololdi  eise  Involntlon    ans, 
s  Axe  Ut.    Nt.  68  8.  asT. 

Die  GrOese  der  in  ooDjngirten  Linien  wirkenden  Er&fte  ergiebt  sieb  lut 
S.  347. 

M         N_  fi«' 

m    "    n     ~  fi»nii,+"3l'(^V' 
worin  ffl  nud  n  die  S.  347  angegebene  Bedeutung  beben. 

Zur  Beetimmnng  der  CentraUie  in  dieeem  STBtem  bat  man  laut  8.  862 

m,,  — m, ,  =  nin  —  0,  nija  = ^  "a.  "«»i  — ^  o,,  niji  —  fl. 

Die  drei  ersten  Coordiaaten  irgend  einer  aeobrecbt  auf  ihr  stebenden  Ebene, 
oder  was  da»Belbei»t,  dieLinieiici>Drdin3tennt,n,,n,i  einer  coi^Jugiilen  IJnlealnd: 

Endlich  erhalt  «an  durch   SnbEtitntion  dieser  Werthe  In  9P  S.  S6)   dai 
Moment  &  in  Bezog  anf  die  Cenlrilaxe,  wie  8.  aes. 


Die  den  Nummern  67  and  68  entsprechenden  Fonneln  sind  hiermit  entwickelt 
worden,  und  allegStie,  deren  Beweise  sich  nicht  von  selbst  hierbei  ergeben  haben, 
lusen  sieb  leicht  beweisen ,  ao  dass  wir  nne  nicht  mehr  länger  damit  aufinhalten 
brauchen.  Dagegen  haben  wir  noch  an  sdgen,  wie  praktfach  nach  den  Begeln  der 
daratellendeD  Qdometrie ,  die  ZusammeneetznoKen  der  Kräfte  aosgefUirt  werden 
kSnnen. 


71.  Graphische  ZuBammensetznng  der  Ki^fte  im  Baom. 

In  Nr.  61  und  Kr.  68  haben  wir  gesehen,  dass  das  zweck- 
mässigste  Mittel  die  Nullebene  eines  gegebenen  Punktes  zu  be- 
stimmen darin  bestehe,  die  Momente  der  Kraft«  in  Bezug  auf  diesen 
Punkt  zusammenzusetzen.  Das  ist  aber  nichts  anderes  als  ausser 
dem  gegebenen  Punkt  noch  die  unendlich  ferne  Ebene  anzunehmen 
um  die  einzelnen  Kräfte  in  eine  parallele  gleich  grosse  Eraft  durch 
den  Punkt,  und  in  ein  unendlich  fernes  Moment  zu  zerlegen.  Setzt 
man  dann  alle  durch  den  Punkt  gehenden  Krftfte  zu  einer  end- 
lichen, und  alle  unendlich  fernen  Kräfte  zu  einer  eben  solchen  zu- 
sammen, so  gelangt  man  unmittelbar  zum  KrSftesjstem  von  Nr.  68 
Fig.  127  S.  254,  mittelst  dessen  conjugirte  Punkte  und  Ebenes, 
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dann  Linien  graphiseb  leichter  zusatiHvengesetzt  werden  kOnnen, 
als  mittelst  zweier  gegebeneu  endlichen  Kräfte. 

Die  endlichen  Kräfte  werden  direct  addirt,  d.  h.  die  Fig.  96 
S.  161  axonometrisch  angedeuteten  Operationen  werden  graphisch 
mittelst  zweier  Projectionsebenen  ausgeführt,  wobei  es  sich  von 
selbst  versteht,  dass  die  Streckendifferenzen  des  Eräftezuges  den 
Projectionen  der  Kräfte  gleich  sind. 

Laut  dem  Nr.  61  S.  219  Bewiesenen  und  8.253  Angedeuteten 
werden  die  Momente  gerade  so  wie  Kräfte  zusammengesetzt,  in- 
dem man  sie  durch  Linien  darstellt,  welche  der  Homentenfläcbe 
proportional  sind  und  senkrecht  auf  ihr  stehen.  Sind  die  einzelnen 
Kräfte  oder  Momente,  wie  es  wohl  neisteiiB  der  Fall  sein  wird, 
durch  ihre  Projectionen  auf  zwei  rechtwinkeligen  Ebenen  gegeben, 
so  ist  es  nicht  nothwendig,  die  projicirende  Fläche  einer  jeden 
einzelnen  Kraft  oder  eines  jeden  Moiflentes  umzuklappen  und  zu 
verwandeln,  um  den  Momentenzug  zu  construiren ,  sondern  es  ge- 
utlgt:  die  Projectionen  ^u  yerwandeln,  um  die  Ordinateu-Zunahme 
des  Momentenzuges  zu  erbalten. 

Denken  wir  uns,  es  drehe  sieb  die  Kraft  Ai  (Fig.  128)  sammt 
ihrem  Perpendikel  /r„  der  auf  der  Ebene  OA^  senkrecht  steht  und 

Flg.  118, 


der  unendlich  fernen  Kraft  entspricht,  die  man  erhält,  wenn  At  in 
eine  solche  und  in  eine  zu  ihr  selbst  parallele  Seitenkraft  durch  0 
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zerlegt  wird,  am  die  Axe  OX  bo,  dttsB  sie  einen  senkrecbten  Erei»- 
kegel  und  der  Perpendikel  eine  Ebene  beschreibt:  so  wird  in  jeder 
einzetnenj Stellung  z.  B.  A^  der  Winkel,  den  die  Ebene  OA^  mit 
der  horizontalen  ProjectiocBebene  OA^A^  bildet,  gleich  dem 
Winkel  sein,  den  der  senkrechte  Strahl  p^  mit  der  Verticalen  1  Oh 
bildet  i  und  es  wird  sich  daher  die  Momentenfläche  OA^  zu  ihrer 
Projection  OF^  gerade  bo  verhalten,  wie  der  Strahl  p^  zu  seiner 
verticalen  Projection  A, ,  bo  dasa  man  die  letztere  ein^teh  durch 
Verwandeln  der  Projectjonsfläche  OF^  erhält. 

Ferner  geht  auch  aus  Fig.  1 28  hervor,  dase  der  DrebungsBinn 
der  ProjectioDsfläche  dem  Sinn  der  Perpendikel  h  entspreche;  hat 
man  einmal  dem  DrehuDgesinn  von  A^  den  Sinn  von  pi  im  Stiahl 
501  angewiesen,  bo  wird  bei  der  Drehung  von^i  um  die  AxeO^, 
h  deoBelbeo  Sinn  haben  und  abnehmen,  bis  zur  vertictüeo  Stellung 
der  Ebene  OAt ;  in  diese?  Stellung  werden  F,  und  A,  gleich  0 
sein,  weil  Pi  horizontal  liegt.  Bewegt  sich  die  Fläche  Ober  die 
Verticalebene  hinaus',  so  ändert  sich  der  Drehungssinn  der  proji- 
cirenden  Flächet),  gleichzeitig  aber  auch  der  Sinn  der  Projection 
A|  von  p^ ;  in  einer  solehen  Lage  der  Kraft  A  wird  die  veräcale 
Ordinate  des  Homentenzugs  in  Folge  Hinzukotnmens  des  Strahles 
Pi  um  A4  abnehmen,  nicht  zunehmen.  Hat  sich  endlich  die  Ebene 
OA  um  n  gedreht  und  ist  die  Kraft  A  in  die  Horizontalebene  oach 
OAi  zurtlckgekommen ,  so  wird  der  Strahl  0^  gerade  in  der  Ver- 
längerung des  Strahles  Oy  liegen,  d.  b.  in  entgegengesetztem  Sinn 
erscheinen. 

Hiermit  wäre  bewieBen:  dass  der  Inhalt  der  Projec- 
tion einer  Momenteofiache  mit  BerUcksicbtiguDg 
ihres  DrehungasinneB  der  entsprechenden  Zunahme 
derOrdinaten  des  Momentenzuges  mit  BerOcksich- 
tigung  des  ZeicheuB  proportional  sei. 

Uit  Benutzung  dieses  Satzes  sind  auf  Taf.  7  die  oben  ange- 
deuteten Operationen  nach  den  Regeln  der  darstellenden  Geometrie 
beiBpielsweise  an  vier  Kräften  ausgeftlbrt  worden. 

Die  vier  Kräfte  sind  in  der  Bichtung  und  GrOsse  durch  ihre 
horizontalen  und  verticalen  Projectionen  1234  gegeben.  Zer- 
legen wir  jede  derselben  in  eine  unendlich  ferae,  and  in  eine  in 
Richtung  und  Grösse  gleiche,  durch  den  Punkt  0  gehende  Seiten- 
kraft, 80  addiren  sich  alle  die  letztem  mittelst  des  Kräfteznges 
01234if  nach  den  bekannten  Kegeln  (Nr.  38  S.  161)  zu  einer 
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dnrch  den  Ponkt  0  gehenden  Hittelkraft  OM,  die  in  Bicbtung  und 
GrOsse  duroll  die  Linie  OM  gegeben  ist 

Die  Richtungen  der  entsprechenden  unendlich  fernen  Kräfte 
sind  dorefa  Strahlen  bestimmt,  welche  auf  den  HomentenflScfaen 
senkrecht  stehen,  sie  stehen  also  auch  senkrecht  auf  den  Linien, 
welche  in  der  Uomentenfläche  parallel  zu  den  Frojectionaebenen 
gezogen  sind. 

Man  erhält  die  Projection  einer  horizontalen  Linie  in  der 
Fläche  0|  z.  B.,  deren  Umfang  ganz  in  beiden  ProjectionBebenen 
ausgezogen  ist,  indem  man  in  der  verdcalen  Projection  eine  Hori- 
zontale «1  zieht  und  die  Schnitt«  derselben  mit  dem  Umfang  der 
projicirenden  UomeDteofläche  auf  die  entsprechenden  Linien  in 
der  Horizontalebene  projicirt,  wodurch  man  dort  die  Projection 
a  der  Horizontalen  in  der  Homentenääche  erhält.  Auf  dieselbe 
Weise  wird  die  Projection  bx  der  Linie,  welche  in  der  Momenten- 
fläche zur  rerticalen  Projectionsehene  parallel  läuft,  bestimmt. 

Diese  Linien,  welche  zn  den  Schnitten  der  Homentenfläche 
mit  den  Projectionsebenen  parallel  laufen,  sind  bei  allen  KriLften 

— . irt.    Da  die  einzelnen  Strecken  des  Momentenzuges  auf 

den  Homentenflächen  senkrecht  stehen ,  so  stehen  auch  ihre  Pro- 
jectionen  auf  dieser  Linie  senkrecht  In  beiden  Projectionsebenen 
steht  z.  B.  die  Strecke  ...3...  des  Momentenzuges  0 1 2  3  4  £/  senk- 
recht auf der  Kraft  3. 

Die  Ordinatenzunabme  dieses  Zuges  senkrecht  auf  jeder  Pro- 
jectionsehene ist  femer  dem  Inhalt  der  Fläche  proportional,  auf 
welche  sich  die  Momentenflftche  projicirt;  in  beiden  Projections- 
ebenen sind  daher  diese  auf  den  gleichen  Radius  r,  wie  schon  in 
Nr.  49  S.  187  angedeutet  wurde,  reducirt,  indem  bei  der  Kraft  1 
z.  B.  der  Radius  von  0  nach  dem  Schnitt  der  Kraft  1  mit  dem  Kreis 
r  als  Basis  des  Dreiecks  Ol  betrachtet  wurde :  dann  wird  der  In- 
halt der  projicirten  Momentenfiäche  durch  die  Antiprojection  A] 
in  der  Horizontalen  undft]  in  der  rerticalen  Projection  dargestellt 
Id  welchem  Sinne  diese  Ordinatenänderungen  jedesmal  zu  nehmen 
sind,  ist  durch  Pfeile  angedeutet;  dem  Drehungssinn  derFlächen- 
projectionen  entsprechen  die  Pfeile  auf  den  Kreisbogen,  und  die 
ihnen  entsprechenden  Sinne  der  Ordinatenzunahmen  sind  auf  den 
Ton  ihnen  ausgehenden  senkrechten  zur  Grundlinie  in  der  andern 
Projeetionsebene  angedeutet 

Diesen  Antiprojectionen  sind  nun  die  Ordinatenzunahmen  des 
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Homentenznges,  nämlich  h\  in  der  verticalen  und  A|  in  der  hori- 
zontalen Projection  gleich.     Da  noch  auaeerdem  die  einzelnen 

Strecken  auf  den  Linien senkrecht  stehen ,  so  sind  die 

aufeinanderfolgenden  Endpunkte  des  Momentenzuges  roUst&ndig 
bestimmt. 

Diese  Gonstructionen  werden  ungenau,  wenn  die  Homenten- 
fiäche  sich  einer  Ebene  nähert,  welche  auf  beiden  Projectione- 
ebenen  senkrecht  steht.  Man  kann  sich  aber  dann  leicht  dadareb 
helfeu ,  dass  man  die  eine  derselben  dreht.  Dieses  ist  z.  B.  bei 
der  Kraft  2  geschehen,  wir  haben  dort  die  Projection  derHorizon- 
tallinie  oj  als  neue  Grundlinie  einer  neuen  verticalen  Projections- 
ebene  betrachtet,  und  diese  um  jene  Grundlinie  umgeklappt,  es 
kam  dann  die  neue  Projection  der  Kraft  3  nach  2i  und  der  Pol  0 
nach  0|  zu  liegen.  Die  MomentenflSche  wurde  dann  wie  früher 
redncirt,  und  man  erhielt  dann  als  Antiprojection  von  2i  senkreeht 
auf  C]  die  Länge  k^,  welche  hier  der  der  ganzen  Strecke  2  des 
Homentenzuges  gleich  ist,  weil  diese  auf  der  Grundlinie  a^  senk- 
recht steht. 

Zur  Bestimmung  der  verticalen  Projection  gentigt  es  voll- 
kommen ,  die  Ordinaten-Ab-  oder  Zunahme  durch  Reduotion  der 
Momentenfläche  02  in  der  Horizontalebene  zu  bestimmen. 

Auf  solche  Weise  können  alle  Strecken  des  Momentenzugea 

Ol  234  f/  aufgetragen  werden,   und  man  erhält  aU  Strahl  den 

Strahl  OU  in  beiden  Projectionen,  welcher  in  Richtung  und  Mnge 

der  Richtung  and  Grösse  der  Mittelkraft  der  sämmtlichen  unend- 

■  lieh  fernen  Kräfte  entspricht. 

Hiermit  ist  ein  E^g.  127  S.  254  ganz  analoges  Eräftesyatem 
vollständig  bestimmt;  OM  ist  in  Richtung  und  GrBsse  die  Mittel- 
kraft ü;  die  auf  Of/ senkrechte  und  durch  0  gehende  Ebene  ist 
die  des  Momentes  ilt,  die  Spuren  wurden  nicht  eingezeichnet,  weil 
wir  nicht  mit  dieser  Ebene ,  sondern  immer  nur  mit  dem  Perpen- 
dikel OU  construiren  werden. 

Zunächst  wollen  wir  die  Gentralaxe  C  und  das  ihr  ent- 
sprechende Moment  (^  bestimmen ;  zu  diesem  Ende  haben  wir  die 
unendlich  ferne  Kraft,  welche  dem  Strahl  OV  entspricht,  in  zwei 
Seitenkräfte  zu  zerlegen ,  wovon  die  eine  senkrecht  auf  OM  steht, 
und  die  andere  in  der  unendlich  fernen  Ebene  in  einer  und  der- 
selben Ebene  mit  OM  liegt.  Die  erstere  wird  durch  den  Perpen- 
dikel von  U  auf  OM  dargestellt ,  die  zweite  durch  die  Entfernung 
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Beines  Fussponktes  ron  0.  Um  diesen  FuBspunkt  zu  beatimmea, 
denken  wir  uns  durch  V  eine  Ebene  senkrecht  auf  OM  gestellt; 
eine  durcli  ü  gebende  borizontale  Linie  in  dieser  Ebene  wird 
durcb  die  Linien  u  und  u,  projicirt ,  wovon  erstere  senkrecbt  auf 
OM  steht.  Eine  zur  verticalen  Frojectionsebene  parallele  Linie 
wird  durch  die  Linien  v  and  i>i  darg^estellt,  die  darch  einen  Punkt 
TOD  (uui)  geht,  and  von  denen  vi  senkrecht  auf  OM  in  der  Ver- 
ticalprojection  steht.  Die  Schnitte  dieser  beiden  Linien  (««]) 
(vri)  mit  der  verticalen  Ebene,  welche  in  der  horizontalen  Fro- 
jectionsebene durch  OM  projicirt  wird,  sind  die  Punkte  d,  d, ;  die 
sie  verbindende  Gerade  liegt  gleichzeitig  in  der  Ebene,  die  senk- 
recht auf  01/  steht  und  in  der  Verticalebene,  die  OM  projicirt, 
ihr  Schnitt  mit  OM  giebt  daher  die  rerticale  Projection  des  ge- 
suchten Fusspunktes  U,  U, .  Zur  Gontrole  kann  man  die  horizon- 
tale Projection  desselben  auf  dieselbe  Weise  bestimmen. 

Die  senkrecht  aufeinander  stehenden  EntfernungeD  ü,  und  U, 
dieses  Punktes  von  0  und  11  entsprechen  den  Momenten  der  Sei- 
tenki^fte  der  unendlich  fernen  Mittelkraft,  von  denen  die  t/„  ent^ 
sprechende  senkrecht  auf  OM  steht;  die  andere  ü,  entsprechende 
liegt  jedoch  mit  OM  in  einer  Ebene ,  weil  ü,  senkrecht  auf  OM 
steht,  wir  kttnnen  daher  die  Hittelkraft  OM  mit  ihr  zusammen- 
setzen. Um  die  wahren  Längen  von  V,  und  ü,,  deren  wir  übri- 
gens zu  unserer  Constraction  nicht  bedürfen ,  zu  erhalten,  wurde 
noch  auf  Taf.  7  die  L£nge  OM  parallel  zur  vertlcalen  Frojections- 
ebene gestellt,  die  wahren  Entfernungen  OÜ  waA  UM  bestimmt, 
und  mit  diesen  Längen  das  Dreieck  construirt ,  von  dem  U,  die 
Hshe  und  U„  das  Segment  ist.  Diese  Constructionen  bedürfen 
keiner  weitern  Erläuterung. 

Durch  die  Zusammensetzung  wird  OM  in  der  Art  nach  C  ver- 
setzt, dass  die  Momentenfläche  von  S  =  OM  mit  Berücksichtigung 
des  Sinnes  gleich  dem  durch  U,  dargestellten  Moment  ist. 

Die  Perpendikel  von  den  Endpunkten  M  auf  die  Radien ,  die 
durch  die  Schnitte  von  C  mit  den  Verwaudlungskreisen  gehen, 
mtlssen  iu  jeder  der  Projectiongebeuen  gleich  der  Differenz  der 
Gndpunkts-Ordinaten  von  Ü,  sein,  welche  senkrecht  auf  diesen 
Projectionsebenen  stehen.  Diese  Ordinatendiiferenzen  sind  gleich 
den  Linien  A,  und  k^  in  den  horizontalen  and  verticalen  Projec- 
tionsebenen. Beschreibt  man  daher  von  M  aus  Kreise  mit  den 
Radien  A'.  =^  k^  und  h'u  =>  K,  so  bestimmen  die  Radien  der  Ver- 
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wandluDgskreise,  welche  diese  Kreise  berühren,  die  Schoitte  ron 
C  mit  dea  Verwandlungskreisen. 

ZurCoutrole  kann  man  noch  untersuchen,  ob  die  Projections- 
fläehe  OC  senkrecht  auf  ü,  Bteht. 

Diese  Kichtungalinie  C  ist  nun  die  Ceotralaxe.  Ein  StBck 
von  C,  das  gleich  der  Mittelkraft  der  vier  KriUte  1234  ist,  ist 
stark  ausgezogen.  Diese  vier  Kräfte  reduciren  sieh  daher  auf 
diese  Kraft  C  und  auf  ein  Drehungsmoment  @,  das  mit  der  Inten- 
sität {/.  r  senkrecht  um  diese  Axe  dreht 

Besonders  bequem  zur  Construction  von  Klüften  ist  die  Be- 
nutzung derParallelen  zu  der  Horizontalebene  durch  den  PunktO, 
wir  bestimmen  daher  zunächst  noch  den  Nullpunkt  dieser  Ebene, 
indem  wir  ganz  analog,  wie  bei  der  Construction  der  Centralaxe, 
vorgehen.  Wir  zerlegen  das  Moment  oder  die  unendlich  ferne 
Ki&ftOV  in  zwei  Seitenmomente,  von  welchen  die  eine  in  derHo- 
rizontalebenedurchOliegtunddieanderedureh  den  unendlich  fer- 
nen Punkt  von  M  geht.  Der  Perpendikel,  welcher  die  erstere  dar- 
stellt, ist  die  Verticalliuie  durch  0;  alle  Linien,  die  senkrecht  auf 
OM  stehen  und  durch  den  Endpunkt  U  des  Momentenzuges  gehen, 
liegen  in  der  schon  conetruirten  Ebene  uo.  Der  Schnittpunkt  ^ 
dieser  Ebene  mit  der  Verticallinie  giebt  daher  den  noch  unbe- 
kannten Eckpunkt  des  Linienzuges  OFU.  Er  ist  der  Schnitt  der 
Linie  d,  d,  mit  der  Verticalen  durch  0,  denn  von  Constructions- 
wegen  liegt  diese  Linie  in  der  gleichen  Ebene. 

Die  Coordioatendifferenzen  der  Strecken  f^ü  sind  nun  mit 
Berücksichtigung  des  Sinnes  die  Antiprojectionen  der  Kraft  M, , 
wenn  diese  auf  die  Basis  r  reducirt  wird ;  mittelst  derselben  wird 
die  entsprechende  neue  Lage  von  Jf,  gerade  so  als  wie  die  von 
Cconstruirt.  Der  Nullpunkt  einer  jeden  horizontalen  Ebene  ist 
ihr  Schnitt  mit  M,. 

Tai.  7  wurde  das  Stflek  der  neaen  Axe  aufwärts  von  der  Ho- 
rizontalebene durch  0  stärker  ausgezogen,  und  wir  denken  uns 
durch  den  zweiten  Endpunkt  eine  weitere  Horizontalebene  gelegt. 
So  entspricht  jetzt  diese  Axe  mit  ihren  zwei  Horizontalebenen 
ganz  der  Fig.  127  S.  254.  Wir  wollen  jetzt  noch  die  dort  ange- 
deuteten Gonstrucdonen  ausführen  und  zu  einem  gegebenen 
Punkte  die  entsprechende  Ebene  bestimmen;  wir  tragen  die 
Mittelkraft  M  von  ihm  aus  abwärts  auf,  fuhren  durch  ihre  End- 
punkte je  eine  Ebene  und  bezeichnen  mit  x  Taf.  7  den  obem  End- 
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punkf.  Um  leicht  Linien  zu  ziehen,  die  senkrecht  auf  Af,  stehen, 
also  parallel  mit  der  Ebene  uv  sind,  betrachten  wir  die  Vertical- 
ebene  durch  J/i  als  neue  Projectionsebene  und  klappen  sie  um 
ihren  Schnitt  mit  der  Horizontalebene  durch  0  in  diese;  ea  fallt 
dann  5/,  nach  Mi  und  x  nachx,',  wir  verwandeln  die  Momente  xd/| 
in  beiden  Projectionen  auf  die  Basis  r  in  die  Antiprojeetionen  k„ 
und  k'„.  Mit  Berllckäiehtigung  dieser  ProjectioDsdifferenzen  ist 
der  Linienzug  des  Momentes  xgleich  ©"iVund  QVii',  wo  (yy  gleich 
Obgleich  dem  Moment  der  Horizontalebene  ist,  und  wo  O'A^ senk- 
recht auf  /(  steht.  Die  Ebene  K,  die  durch  K  geht,  und  deren 
Spuren  senkrecht  auf  O'iV  und  07V'  stellen,  ist  die  gesuchte 
Ebene. 

Wäre  statt  des  Punktes  die  Ebene  K  gegeben  und  der  ent- 
sprechende Punkt  x  zu  bestimmen,  so  wäre  genau  umgekehrt  zu 
rerfahren.  Der  Strahl  OfN',  der  senkrecht  auf  der  verticalen  Spur 
steht,  schneidet  auf  der  Linie  V'IS'  den  Endpunkt  desUnieszuges 
ab,  durch  den  die  Böhen  k'„  und  k„  gegeben  sind,  mittelst  deren 
der  Punkt  x  auf  der  Parallelen  /,  zur  horizontalen  Spur  be- 
stimmt wird. 

Suchen  wir  insbesondere  den  entsprechenden  Punkt  der  Ebene 
senkrecht  auf  J/, ,  so  wird  k„  =  0,  d.  h.  die  verticale  Projection 
der  Centrataxe  fällt  mit  Mi  zusammen.  Mit  derselben  Linie 
fällt  auch  der  Strahl  ON'  zusammen,  demnach  ist  der  Perpen- 
dikel Ton  t^'  auf  Jf]'  die  OrdinatendifferenzA',,  welche  mitrmul- 
tiplicirt,  gleich  der  horizontalen  Projection  My  mit  der  Entfernung 
der  Ceutralaxe  C  von  ihr  sein  muss.  Dass  C  auf  Taf.  7  durch  den 
Fusflpunkt  des  Perpendikels  VN'  geht,  ist  Zufall  und  darf  daher 
nicht  als  Regel  zurBes^mmung  der Centralase  betrachtet  werden; 
C  wtlrde  nicht  mehr  durch  diesen  Fusspunkt  gehen,  sobald  ein 
anderes  r  als  Verwandlungsbasis  gewählt  wHrde. 

Betrachtet  man  x  als  den  Durchstosspunkt  einer  Linie  xx, 
mit  der  Horizontalebene  durch  den  obern  Endpunkt  von  A/],  und 
ist  X,  der  Durchstosspunkt  mit  der  Ebene  durch  den  untern  End- 
punkt, so  ist  laut  Fig.  127  S.  254  der  Schnittpunkt  nr,  der  Linie  /' 
mit  der  horizontalen  Spur  der  Ebene  AT  ein  Punkt  der  conjugirten 
Linie  ftiTt;  ihren  Durchstosspunkt  n  mit  der  obern  Ebene  erb&lt 
man  am  einfachsten  dadurch ,  dass  man  ^  ==/(/'«  :  i'\  macht. 
Taf.  7  wurde  dieserPunkt  auch  noch  als  Schnitt  einer  Ebene  durch 
'ii  parallel  zu  xxf  und  J/|  mit  der  Linie  /i  bestimmt;  diese  Con- 
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strnctioD  bedarf  keiner  weitem  Erlftuterung.  Scbliesslich  warden 
noch  alle  Linieo  der  umgeklappten  Verticalebene  durch  Mt  in  die 
urBprflngliclie  Verticalebene  zurückgetragen. 

Das  hier  angedeutete  Verfahren  ist  wohl  in  den  meißten  Ver- 
hältnissen das  praktiscfaBte;  zwar  würde  es  noch  einfacher  sein, 
die  Kormalebene  uti  zur  Centralaxe  als  Projectionsebene  anzo- 
uehmen,  allein  man  hätte  dann  eine  fSrmliche  Coordinatenver- 
wandinug  vorzunehmen ;  wie  sich  aber  die  ConstmctioDen  nach 
dieser  Verwandlung  gestalten,  zeigt  Fig.  129. 

PIg.  ISfl. 
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Die  Bezeichnung  ist  dieselbe  als  wie  in  Fig.  127  S.  254,  und 
^uf  Taf.  7.  Zur  Bestimmung  der  dem  Punkt  »  entsprecbeodeo 
Ebene  K  hat  man  den  Perpendikel  0  9}  so  lang  zu  machen,  dass 
seine  Goordinatendifferenz  mit  Berücksichtigung  des  Sinnes  h^  der 
Fläche  X OC  proportional  ist,  dann  stehen  die  Sparen  von  f  auf 
O'Sl  senkrecht.  Ist  dann  *'  der  andere  Endpunkt  der  Linie  xx', 
so  ergiebt  sich  ein  Punkt  der  conjugirten  Linie  nn'  durch  Verlän- 
gerung von  0  »'  bis  n',  und  njj^  läuft  parallel  mit  xx'. 
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7ä.  Die  Zerl^nng  der  Kräfte  und  das  KiMetetraedei. 

In  sehr  vielen  Fällen  genUgen  die  in  den  vorigen  Nummern 
mitgeteilten  Afetboden,  um  die  in  der  Praxis  gewöhnlich  vor- 
komroendeu  Aufgaben  zu  lösen.  Es  handle  sich  z.  B.  darum,  mit- 
telst einer  einzigen  Kraft,  deren  Richtung  gegeben  ist,  allen 
Kräften  zu  widerstehen,  welche  an  einer  durch  zwei  feste  Punkte 
gehenden  Axe  wirken. 

Wir  nehmen  einen  der  beiden  festen  Azenpunkte  ala  Pol 
,  für  die  in  der  vorigen  Nummer  dargelegte  Zusammensetzung  der 
KrUfte,  und  erhalten  eine  endliche,  durch  diesen  Punkt  gehende 
Kraft  M,  und  eine  unendlich  ferne  Kraft  ^ ,  die  in  einer  Ebene 
wirkt,  welche  durch  den  conatruirten  Normalstrah]  OfR  bestimmt  wer- 
den kann.  Ferner  legen  wir  durch  den  zweiten  festen  Axenpunkt 
und  die  gegebene  Widerstandslinie  eine  Ebene  A',  ermitteln  ihren 
Kullpunkt  K  und  ihren  Schnitt  mit  der  Ebene  9t ;  zerlegt  man  nun 
die  Kraft  OM  nach  der  Bichtung  0  x  und  parallel  zum  Schnitt  der 
Ebene  NK,  so  ist  die  erstere  OK  die  Kraft,  welche  auf  den  festen 
Punkt  0  wirkt,  die  zweite  ist  in  Bichtung  und  GrösBc  die,  welche 
im  Schnitt  der  Ebene  NK  wirkt.  Da  die  Ebene  fC  den  zweiten 
Axeupunkt  und  die  WiderstandBltnie  enthält,  so  kann  man  sie  in 
ihrem  Schnitt  mit  dieser  letztem  in  zwei  SeitenkrSfte  nach  den 
Widerstandslinien  und  nach  dem  zweiten  festen  Axeupunkt  zer- 
legen; jene  ist  der  gesuchte  Widerstand  und  diese  der  Druck  oder 
Zug  aaf  den  zweiten  festen  Axeupunkt. 

Auf  ähnliche  Weise  wird  man  wohl  immer  vorgehen  müssen, 
wenn  man  Kräfte  im  Baum  zusammenzusetzen  und  dann  zu  zer- 
legen hat.  In  gewissen  Fällen  wird  die  folgende  allgemeinere 
Auffassung  scheinbar  (weil  mehr  auszußlhrende  Constructionen 
Toraosgeaetzt  werden)  rascher  zum  Ziele  fuhren.  Weiter  oben 
Nr.  56  S.  202  haben  wir  geBehen,  dass  ein  System  von  Ejäften  in 
der  Ebene,  nach  der  Richtung  von  drei  Kräften  zerlegt  werden  kann, 
die  sich  nicht  in  einem  Punkt  schneiden.  Für  den  Raum  giebtes  ein 
ganz  analoges  Prinzip:  Jedes  räumliche  Kräftesystem 
läset  sich  durch  sechs  Kräfte  darstellen,  welche 
in  den  Kanten  irgend  eines  Tetraeders  wirken. 

Zerlegt  man  nämlich  alle  Kräfte  nach  Nr.  60  S.  215  in  zwei 
Seitenkräfte,  von  denen  die  eine  durch  eine  Ecke  des  Tetraeders 
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gebt,  uod  die  andere  in  der  gegenüberliegenden  Tetraederfläche 
liegt,  Bo  ISsBt  eich  jene,  weiter  nach  den  Richtungen  der  drei  dureb 
den  Punkt  gebenden  Tetraederkanten,  und  diese  nach  den  drei 
in  der  Fläche  liegenden  Kanten  zerlegen. 

AuB  der  Entstehung  dieser  Eantenkräfte  gebt  hervor,  dass 
wenn  eine  Ecke  des  Tetraeders  und  die  gegenüberliegende  Seite 
festgehalten,  die  BechB  Kanten  dann  aber  beliebig  geändert  wer- 
den ;  sowohl  die  drei  durch  den  Punkt  gehenden  als  auch  die  drei 
in  der  Gegenebene  liegenden  Kräfte,  immer  nur  eine  und  dieselbe 
Mittelkraft  haben  können. 

Hält  man  zwei  Oegenkanten,  auBBerdem  noch  zwei  Ecken  der 
einen  oder,  was  dasselbe  ist,  zwei  Ebenen,  die  durch  die  anderen 
Ecken  gehen,  feet,  ao  haben  J  e  zwei  der  Eantenkräfte,  welche  durch 
einen  der  festen  Punkte  gehen,  oder  in  einer  der  festen  Ebenen 
liegen,  eine  constante  Mittelkraft,  wie  auch  die  zwei  beweglichen 
Punkte  und  Ebenen  geändert  werden  mügen.  Denn  betrachtet 
man  eine  der  festen  Ebenen  und  ihre  feste  Gegenecke  als 
Zerlegungsebene  und  Punkt,  so  ist  die  Kraft,  die  in  der  festen 
Ebene  wirkt,  constant,  im  Schnitt  dieser  constanten  Kraft  mit  der 
ebenfalls  unveränderlichen  Kante  lässt  sich  die  Kraft  nach  der 
Richtung  der  Kante  und  der  in  der  festen  Ebene  liegenden  festen 
Ecke  zerlegen;  diese  letztere  Kraft  ist  die  constante  Mittelkraft  der 
beiden  in  der  festen  Ebene  liegenden,  TeründerliehenKantenkräfte. 

Mittelst  dieses  Tetraeders  lässt  sich  die  am  Anfang  dieser 
Nummer  gestellte  Aufgabe  einfacher  löBen.  .Als  Ecken  des  Te- 
traeders werden  die  zwei  festen  Axenpunkte,  und  zwei  beliebige 
Funkte  auf  der  Widerstandslinie  angenommeQ,  die  in  ihr  wirkende 
Kantenkraft  ist  der  gesuchte  Widerstand.  Der  Widerstand,  den 
die  beiden  festen  Axenpunkte  auszuhalten  haben,  ist  die  constante 
Mittelkraft  der  beiden  verändern  eben  Kantenkräfte ,  welche  durch 
ihn  gehen.  Mit  jedem  dieser  Axenpunktwiderstände  lässt  sich 
ein  beliebiger  Tbeil  der  in  der  Axe  selbst  wirkenden  und  in  zwei 
Theile  zerlegten  Kraft  zusammensetzen ,  und  dadurch  kann  man 
bewirken,  dass  die  eine  der  beiden  Kräfttrjeden  beliebigen  Winkel 
mit  der  Axe  bilde.  Auch  kann  jede  dieser  constanten  Mittelkräfte 
normal  zur  Axe  und  nach  der  Richtung  der  Axe  zerlegt  werden. 
Diese  letztem  zwei,  vermehrt  um  die  ursprünglich  schon  in  der 
Axe  wirkende  Kraft,  können  dann  an  einem  dritten ,  besonders 
hierfür  coastruirten  Stützpunkt  der  Axe  aufgehoben  werden,  z.  B. 
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mittelst  einer  Pfanne  oder  eines  Schulterringea  bei  dep  grossen 
Wendelbäumen,  welche  Fabriken  treiben. 

Das  Kräftetetraeder  ist  nur  ein  specieller  Fall  der  viel  atl- 
gemfiineren  Zerlegung  der  Kräfte  in  6  Seitenkräfte ,  von  denen 
nicht  mehr  als  3  durch  einen  Punkt  gehen  und  ebenfalls  nicht 
mehr  in  einer  Ebene  liegen  dürfen,  deren  Richtungen  aber  sonst 
ganz  beliebig  angenommen  werden  können.  Die  Besebr^kung 
auf  das  Maximum  von  drei  RichtuDgelinien  durch  einen  Funkt, 
oder  in  einer  Ebene  ist  nothwendig,  weil  bei  Annahme  von  Tier 
Kräften  durch  einen  Punkt  oder  in  einer  Ebene  die  Mittelmbmente 
des  Systeme  nicht  unbedingt  in  zwei  Momente  in  der  Ebene  der 
Übrig  bleibenden  Kräfte  zerlegt  werden  können.  Es  mttsaten  näm- 
lich die  drei  Momentenflächen  sich  in  einer  Linie  schneiden,  wenn 
obige  Annahme  erfüllt  sein  soll. 

Die  allgemeine  Zerlegung  können  wir  nur  analytisch  aus- 
fahren. 


73.  Analytische  Zerlegung  der  Kräfte. 

Die  analrtiBChe  Zerlegong  einer  Kr&n  M ,  die  dnrch  den  Pnnkt  x,  y,  z,  1 
geht,  oder  einer  andem  N,  die  in  der  Ebene  { '  q"  i"  v"  Hegt ,  läMt  sich  Jetzt  viel 
Jelchter  aasführen  als  es  fräber  hätte  geschehen  k5nnea. 

Gehen  die  drei  Erfifte  durch  den  PunlEl,  ao  dürfen  nur  die  drei  In  l,t  l^, 
willkürlich  aogenonimen  werden,  indem  alle  l  dareli: 
\  r,  y,  z,   \  \ 

gpgebea  bind. 

Es  genügen  daher  die  drei  Gleicbnngen : 


worsot  lieh  ergiebt : 


II  l'ii  "1.1  mi'ii  ''.1  l' 

'.,  r..m.,  \L,l'.,r 
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Sind  inabesondere  1 1 1"  die  ia  dem  Kckpankt  4  eines  Tetneden  dch  Mboeideiideg 
Kanten  4  1 ,  4  a ,  4  3 ,  so  hat  man  wegen  i 


'Vi 


I  ij  ji  '1 1 


*i  Sl  *3    I 

1  «1  pl  2* '  I 


yi.  y«  - 


l-iE., 


Uj  ^  '  I 

I  y-  '«  1  I 

weDn  man  unter  Jf,- y^ir,'(/,' die  UnterdetennlDaateD  tob: 

ö  —  I  ii  yi  »1 1 1 
Xi  yt  «t  1 1 
*j  Sj  2.  1  I 

versteht.  Eben«)  Qadst  man  den  Coefäcienten  Ton  l,  i  und  It  3  in  der  D 

II  M.  gleich  y,   und  Z,  ^  demnach  ist  diese  Determinante  gidch: 


des  Nenners  1 

(X,  - 1.)  X,  +  cs.  -  3,,)  y,  +  (z. 

Die  Determiuuite  im  Nenner  vi 


-z,)Z, D. 

1  ^  ist  gleloli : 


Die  Verltindong  der  ersten  und  letzten  Zeile  giebt  die  negativen  Wertbe  von 
m ,  die  Verbindung  der  iweiteD  nnd  dritten  Zeile  die  l  der  Linie  S  3 ,  oder  der 
Oegenkante  von  l,  Beseicboea  «ir  daher  das  Linianmoment  von  nt  und  diesen 
{(>s)knramlt5.  jj,  so  erhalten  wir  für  die  Kräfte ,  welche  in  den  Kauten  wir- 
ken: 

A  Ä  Ä'  M 


Die  Zerlegung  der  Kraft  N  in  drei  Seitenkräfte ,   deren  BiehtmtgeD 
Dreieck  3  s  1  bilden,  ergiebt  ucfa  aus  den  Gleichungen 


-m,, 


Die  Ldsung  brauchen 
obigen  OleichoDg  hib. 

Wird  non  das  Dreieck  als  Basis 
aäcben  ifii^t^VfgioA,  so  erhält  man,  e 


nicht  aninschreiben,  «e  sieht  geradeso  wie  die  der 


m  Tetraeders  betrachtet,  dessen  Seiteo- 
wie  oben  vorgeliend : 
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,^+c, 

A" 

+  <•; 

A" 

+  « 

+  '■„ 

.i  +  r„ 

A" 

+  ';■; 

A- 

+  '','. 
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A  Ä  A'-    _  Jf_ 

€Sn,4,   "  e'S„~4CS„~  n4' 

«MiD  ^  die  DeteTmioante  (fi  qi  fj  li)  der  Ebenea-CoordliutaB  tot. 

SlDd  M  und  ^  oonjnglrte  Kräfte  eines  und  deuelbeo  S^tsms,  lo  kOnote 
M  N 

mCD  die  Werthe  von  ~ — -  und  —      aus  Nr.  67  8.  2iT  In  obige  AosdrQeke  anbati- 

(uiren ,  *11eiii  anf  eiotachere  Weise  werdeo  wir  weiter  aoten  in  den  treffeiiden 
Werlhen  von  A  gelangen. 

Ein  Kr&fteBTBtem  Im  Banm  läast  slcb,  wie  oben  schOD  bemerkt  wurde,  dnnili 
6  KrSrte  darstellen ,  welcbe  nach  belieblgeii  Blobtungen  wirken,  von  denen  aber 
nicht  mehr  als  wie  drei  doreb  einen  Punkt  geben  oder  in  einer  Ebene  liegen  dOrfee. 
Die  Kräfte  ergeben  rieh  am  der  L3aong  der  BGchs  Gleichungen : 

.^  +  ?.^, 

n.  1.  f.  fBr  die  wdtcm  Indexe  14,33,48,84. 

Die  allgemeine  LOenng  dieser  Glelcbnngen  bietet  nichts  Besonderes  dar; 
gani  besonders  einbch  aber  wird  diese,  wenn  die  Blchtungelinien  die  BeotuKantea 
eines  Tetraeders  sind.  Liegen  sieb  e.  B.  die  Kanten  l  und  I*  gegen&ber,  ed  mnltl- 
pUdre  mu  inr  Bestimmang  von  A  Jede  Oleichnng  o^^  mit  dem  f  ,  das  den  Er- 
giiisiaigsindaz  a  trägt ;  dann  erhält  nan : 

^oir  =  Siir.  .  — , 

denn  alle  andern  Linienmomento  S^i  werden  gleich  0,  weil  f*,  mit  Anmahme  der 
QegBDkaote  l,  alle  flbrigen  Kanlen  schneidet. 

Sind  die  I Unterdetenninanten  iwriten  Grades  Ton  D  und  ^,  so  ist  <S^jv 
fOr  alle  Oegenkaaten  ooDstSDt  gleich  D  oder  jI  ;  In  diesem  Fall  ist  i 


Vergleicht  man  dieses  Besnltat  mit  Jenem  von  Nr.  6S  3.  346,  so  folgt:  Wird 
durch  Caordinatenverwandlang  das  System  auf  irgend  ein  Te- 
Irieder  besogeo,  so  sind  die  Coefflcienten  des  NnlliystemB 
die  indenTetrs«deTkaateD  wirkenden  Kräfte,  wenn  das  System 
nach  den  Blohtungen  derselben  aerlegt  wird. 

Wendet  man  die  otdge  Zerlegnug  auf  das  carlesiBChe  Coordlnaientetraeder 
»elbet  an,  so  flndel  man  in  der  That  alle  e  —  1 ,  D  ^  1 .  FGr  die  Kanten  sind  alle 
2  gleich  0  mitAnanatmie  desi,  welcttes  die  Indexe  der  Enden  trägt;  für  die  der 
Kante  ik  gegenflberliegeade  Kante,  redadrt  rieb  also  S^^  auf  a,.^  'sA  "'  °ik- 
Es  Ist  also  A  —  Uif,  die  in  der  Coordinatenaxe  t^  wirkende 
Kraft. 
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Hiermit  wäre  auch  die  Bedentung  der  Coerflcienlen  a^j.  ermittelt.  Itei  cur- 
lesischen Coordinatsnaien  Mai  die  in  der  xy  iuidzAxewirkeiidenKrärtea4,  i,  tOti 
Kewöbniicbc  endliche  Kräfte,  die  drei  In  den  Ebeoeo  xy,  yz,  zx  wirk  enden  Kräfte 
^1  ii  133  1  "31  sind  unendiich  f<;rne  und  kleine  Kr&fte,  atso  Drehaagsmomeale. 


Viertes  Kapitel. 

Die  projectivische  Verwandtschaft  zwischen 
dem  Kräfte-  und  dem  Seilpolygon. 


74.  Gollineäre  and  reciproke  Beziehnngen. 

Da  zu  jedem  Eräftepulygon ,  es  mag  irgend  eine  beliebige 
Figur  bilden,  ein  Seilpolygon  construirt  werden  kann  und  umge- 
kehrt, 80  können  wir  mit  einem  derselben  jedem  beliebigen 
Linienzug,  also  auch  einem  Polygon,  folgen,  das  einer  Curve 
zweiter  Ordnung  um-  oder  einbcschrieben  ist  Es  fragt  Bieh  nun 
aber,  ob  und  wanu  dann  auch  das  erste  Polygon  eine  Curve 
zweiter  Ordnung  werden  kann. 

Die  Frage  wäre  beantwortet,  wenn  wir  sagen  könnten,  in 
welchen  Fällen  die  beiden  Polygone  projectivisch  aufeinander  be- 
zogen werden  könoen,  denn  dann  mllssen  Kräfte-  und  Seilpolygon 
gleichzeitig  Gebilde  zweiter  Ordnung  werden. 

Wollten  wir  die  beiden  Gebilde ,  das  Kräfte  -  und  das  Seil- 
polygon, collineär  auf  einander  bezieben,  so  mUssten  wir  das 
erstere  auf  den  KräftebUscbel ,  den  Inbegriff  aller  Kräftelagen ,  im 
Seilpolygon  beziehen ;  beide  Polygone  hätten  dann  die  unendlich 
ferne  Gerade  entsprechend  gemein,  wären  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen.  Wird  dann  das  Seilpolygon  construirt,  so  gelangt  man 
zur  Verwandlungsfigur  (-Fig.  51  S.!)0),  in  welcher  f>12i3,etc.  das 
Seilpolygon  vorstellen  wtirde.  Da  aber  die  verwandelte  Fläche 
dem  Moment  der  Mittelkraft,  also  auch  dem  Moment  einzelner 
Kräfte,  die  sie  zusammensetzen,  proportional  ist,  so  gelangt  man 
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zum  Schluss,  das3  das  Moment  einer  beliebigen  Zabl  Kräfte,  deren 
Ijüge  im  Seilpolygon  dem  KräftepolygoD  ähnlich  ist,  dem  Flächen- 
inhalt dieses  letztem  proportional  sei. 

Dieses  Resultat  mag  interessant  sein,  allein  es  fUbrt  uns  nicht 
zum  Ziel,  denn  die  beiden  Polygone  012,3,  und  0123  (Fig.  51) 
Bind  nichts  weniger  als  projectivisch.  Wir  wollen  also  der  col- 
lineäreQ  Verwandtschaft  nicht  weiter  nachforschen,  sondern  es 
versuchen,  die  Gebilde  reciprok  auf  einander  zu  beziehen. 

Reciprok  können  das  Kräfte-  und  Seilpolygon  wohl  nur  In 
der  Art  auf  einander  bezogen  werden,  dass  der  Kraft  im  Kräfte- 
polygon ihr  Angriffspunkt  im  Seilpolygon  entspreche,  denn  es  muss 
doch  das  dieselbe  Ki-aft  Treffende  mit  einander  in  Verbindung  ge- 
bracht werden. 

Entspricht  jeder  Kraft  2,  3,  4...  des  Kräftepolygons  (Taf.  8j) 
ihr  Angriffspunkt  2,  3,  4 . . .  (Taf.  8])  im  Seilpolygon,  so  entspricht 
auch  umgekehrt  jeder  Seilpolygonseite  2  3,  3  4  dem  Schnittpunkt 
zweier  Kräfte  2  3,  3  4  (Taf.  8,)  im  Kräftepolygon  u.  s.  f.  Der  Be- 
dingung endlich,  dass  die  Strahlen  0,)  2  3,  34  (Taf.  83)  mit  23,34 
(Taf.  8,)  parallel  laufen  sollen,  können  wir  nur  dadurch  genügen, 
dass  wir  den  Fol  0,  (Taf.  89)  des  Kraftepolygons  auf  die  unendlich 
ferne  Gerade  des  Seilpolygons  (Taf.  83)  hu  beziehen,  dass  beide 
perspectivisch  liegen;  jeder  Strahl  0«)  23,  34  etc.  des  Poles  0, 
schneidet  dann  die  unendlich  ferne  Gerade  in  dem  ihm  zugeord- 
neten Punkt  00  )  2  3,  34  etc.  des  Seilpolygons,  d.  h.  die  Strahlen, 
welche  von  0,  aus  die  Punkte  2  3,  3  4  projiciren ,  laufen  mit  den 
diesen  letztern  zugeordneten  Seilpolygonseiten  parallel,  was  be- 
wirkt werden  sollte. 

Sind  die  beiden  Polygone  also  aufeinander  bezogen,  so 
schneiden  sich  die  Richtungslinien  23  4  (Taf.  8|)  aller  Kräfte  im 
Seilpolygon,  die  mit  den  ihnen  entsprechenden  Kräftepolygon- 
seiten  234  (Taf.  8g)  parallel  laufen,  in  demPunkt  Oc,  welcher  als 
PnDkt  des  Seilpolygons  der  unendlich  fernen  Geraden  des  Kräfte- 
polygons zugeordnet  ist  (diesen  Satz  verdanke  ich  Herrn  Privat- 
docent  Reye). 

r.  eine  gerade  Linie        .,   dem  ihr  ,     , 

Denn  wenn    .      °  , ,     ,  „    .   ,  mit.  ,     ..       zugeordneten 
em  Strahlenbusche!  der  ihm       " 

auch  als  Gebilde  des 
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11.       a    i        L  .     i_.  .      ..  deiQ  ihr  ,     .        Bttschel 

letztern  Syatema  betrachtet,  mit  ,     .,        zugeordneten    „ 

der  ihm       °  Geraden 

des  erstem  perapectiviaeh. 

Geben  nämlich  die  drei 
Strahteo  abc,  Fig.  130,  durch 
die  ihnen  entaprechenden 
Punkte^üC,  and  entspricht 
der  Linie  0  der  Punkt  0,  so 
gehen  auch  die  Strahlen 
0)ABC  durch  die  ihnen 
entsprechenden  PunkteÜ)a^e, 
weil  diese  Punkte  in  Folge 
der  perspectivischen  Lage  identisch  sind.     Und  umgekehrt 

Aus  Grtlnden  späterer  Anwendungen  wollen  wir  noch  zeigen, 
wie  sich  dieser  Satz  bei  dem  Kräfte-  und  Seilpolygon,  mit  der  da- 
selbst Üblichen  Bezeichnung  gestaltet.  Der  Ueberaicht  wegen 
nehmen  wir,  Fig.  131,  die  unendlich  ferne  Gerade  C^oo  imRahmeo 

Fig.  131. 


des  Blattes  an,  und  beziehen,  wie  oben  angegeben ,  den  Strablen- 
bUscfael  Oh  des  Poles  des  Kräftepojygona  so  auf  die  unendlich 
ferne  Gerade  oo  V,  dass  jedem  Strahl  O^Ü'äes  Poles  der  in  ihm 
liegende  Punkt  V  der  unendlich  fernen  Geraden  als  Gebilde  des 
Seilpolygons  entspricht    Es  entsprechen  sich  also  in  dem 
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Kräfte-,  Seil- 
pol jgon: 

in  Folge  dieser  Annafanie Ok  od 

und OkU     V 

Es  moBB  im  Seilpolygon  eineo  Punkt  0,  geben,  welcher 
der  unendlich  feroen  Geraden  aU  Gebilde  des  Kräfte- 

polygona  entspricht go         0, 

Die  Verbindung  der  beiden  letzten  Gebilde  giebt    .     V         OtU 

Wurde  der  Punkt  U  in  derRichtun^alinie  irgend  einer  EraftS 
z.  B.  angenommen,  eo  musB  auch  der  entsprechende  Strahl  0^  in 
Folge  der  reciproken  Beziehung  durch  den  der  Kraft  3  entspre- 
chenden AngrifTspunkt  der  Kraft  3  im  Seilpolygon  gehen.  Uithin 
gehen  die  Richtungen  aller  Kräfte  dea  Seilpolygons  durch  den 
Punktet,  welcher  der  unendlich  fernen  Geraden  des  Krftftepoly- 
gons  entspricht. 

Wenn  also  alle  Kräfte  eines  Seilpolygona  durch 
einen  Punkt  geben,  so  kOnaen  das  Kräfte-  und  das 
Seilpolygon  reciprok  aufeinander  bezogen  werden. 

Sind  von  den  beiden  Systemen  die  Pole  0  Oi,  Fig.  132  und 
133  gegeben,  und  wird  in  einem  derselben  eine  beliebige  Gerade 
a,  Fig.  132  angenommen,  so  muas  der  entsprechende  Punkt  ^i, 
Fig.  133  im  andern  System  auf  dem  zu  a  parallelen  Strahl  durch 

FSg.   133.  flg.   13S. 


I — ~~,_ 


O,  liegen,  und  kann  nunmehr  in  diesem  Strahl  willkürlich  ange- 
nommen werden;  ist  er  aber  angenommen,  so  sind  die  beiden 
Systeme  anzwetdeotig  auf  einander  bezogen.  Denn  der  einer 
zweiten  Geraden  b,  Fig.  132  entsprechende  Punkt  B,,  Fig.  133, 
liegit  erstens  in  dem  zu  &  parallelen  Strahl  Öt  Bi  und  zweitens  in 
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der  geraden  ^,  B,,  welche  durch  j4f  g;eht  und  mit  dem  Strahl 
parallel  läuft,  der  den  Punkt  (ab)  von  0  aus  projicirt,  iet  daher 
vollständig  bestimmt.  Ganz  auf  dieselbe  Weise  kann  auch  umge- 
kehrt, wenn  Bi  gegeben  ist,  die  Linie  b,  endlich  auch  die  jedem 
Punkt  in  Fig.  132  entsprechende  Geradein  Fig.  133  mittelst  des 
Punktes  a  b,  und  der  ihm  entsprechenden  Geraden  ^,  Bi  construirt 
werdcD.  Insbesondere  entspricht  einem  Punkt  Cauf  i  die  durch 
den  Punkt  B^  gehende  und  zum  Strahl  OC  parallel  laufende 
Linie  C,. 

Die  3  durch  den  Punkt  (ab)  gehenden  Linien  laufen  mit  den 
Seiten  des  Dreiecks  OfJtB,  parallel,  wird  daher  eine  dieser 
Linien  z.  B.  a,  Fig.  132,  mittelst  deren  wir  uns  b  construirt  denken, 
parallel  mit  sich  selbst  nach  a,  versetzt,  so  bildet  sie  mit  den  bei- 
den Übrigen  Linien  ein  Oi  A^  B, ,  Fig.  133  ähnliches  Dreieck 
[0(a6)]  b  o,.  Fällt  man  vom  Pol  0  Perpendikel  k  und  k  auf  die 
gegebenen  Linien  a  und  £ ,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
[0(<i6)]Ä<i,;  F^ath  =  Ak. 

Anderseits  hat  man   wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecks 

^.     "i  0,  A,  ,  ,  , 

aucli:   -T-  =    V)    o    ,  woraus  wegen  a  ^  a,  folgt: 

aA  =  bk. 

In  zwei  auf  diese  Weise  reciprok  auf  einander 
bezogenen  Systemen,  sind  die  Produkte  der  Ent- 
fernungcQ  entsprechender  Elemente  vondenPolen 
constant. 

Ist  die  Grösse  dieser  Cunstanten  =  c^  gegeben,  so  kann  man 
ebenfalls  direct  die  Elemente  des  einen  Systems  construiren, 
welche  gegebeneu  Elementen  des  andern  entsprechen.  Ist  z.  B. 
a  in  Fig.  134  gegebeu,  so  föllen  wir  von  0  den  Perpendikel  k  auf 
a,  tragen  vom  Fusspunkt  desselben  aus  c  auf  a  auf,  und  erhalten 
vermittelst  des  rechtwinkeligen  Dreiecks,  Fig.  134  auf  der  Ver- 
längerung von  h  die  Entfernung  des  entsprechenden  Elementes^/. 
Die  Strecke  0|  A  Fig.  135  bildet  dann  einen  immer  im  gleichen 
Sinn  aufzutragenden  Winkel  von  dO"  mit  h.  In  Fig.  135  ist  auch 
die  Auflösung  der  reciproken  Aufgabe  angedeutet. 

Punkten  eines  und  desselben  Strahles  in  einem  System  ent- 
sprechen Parallellinien  im  andern.  JederStrabl  des  Poles  schnei- 
det zwei  dieser  Parallelen  ab  Fig.  134  so,  dass  Oba  dem  Gebilde 
OjAB  Fig.  1 35  ähnlich  ist.    Denn  ».as  0,A.k  =  O^B.k  folgt : 
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OiA^  _  A  _    *** 
0,fi    ~  T~     Öa 


Auch  dieser  Satz  leistet  bei  der  Construction  verwandter  Poly- 
gonen gute  Dienste. 

Hieraus  könnte  auch  geschlossen  werden,  dass  alle  solche 
Seil-  oder  Kräftepolygone,  welche  zu  einem  gegebenen  Kräfte- 
oder Seilpolygoue  construirt  werden  können,  ähnliche  Figuren 
seien,  wena  es  nicht  schon  unmittelbar  daraus  hervorginge,  dass 
alle  diese  Figuren  die  unendlich  ferne  Gerade  entsprechend  ge- 
mein haben. 

Faast  man  das  Kräfte-  und  das  Seilpolygon  einfach  als  reci- 
prok  verwandte  Figuren  auf,  so  können  alle  Elemente  der  Ebene 
als  Elemente  beider  Polygone  betrachtet  werden.  Stellen  die  Poly- 
gone aber  ein  wirklichee  Kräftegystem  dar,  dann  kann,  wenn 
beide  Pole  in  der  Endlichkeit  liegen,  keine  Seil- 
polygoDseite  durch  den  Pol  gehen.  Denn  wenn  eine 
Polygonseite  durch  den  Pol  ginge ,  so  mtlssten  auch  alle  andern 
durch  ihn  als  durch  den  gemeinsamen  Schnitt  dieser  Polygonseite 
mit  allen  andern  Kräften  gehen.  Wenn  daher  die  durch  einen 
Punkt  gehenden  Kräfte  überhaupt  durch  ein  Polygon  mit  einander 
verbunden  werden,  so  kann  keine  Seilpolygoneeite  durch  den  Pol 
geben.  Dagegen  können  die  Kräfte  im  Kräftepolygon  den  Pol 
enthalten;  denn  ihre  Richtungslinien  sind  an  gar  keine  Bedingung 
geknöpft. 

Dass  die  Mittelkraft  einer  beliebigen  Zahl  aufeinander- 
folgender Kräfte  durch  den  Schnitt  ihrer  äussern  Folygonseiten 
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gehe ,  wurde  in  Nr.  44  S.  172  ganz  allgemein  bewiesen ;  es  lasst 
sicli  aber  auch  speciell  für  den  vorliegenden  Fall  direct  aus  der 
Reciprocität  des  Ei^fte-  und  Seilpolygons  ableiten.  Die  Mittel- 
kraft 912  wird  im  Eräftepolygon  (Taf.  8i)  durch  die  ebenso  1k- 
zeichnete  punktirte  Linie  dargestellt.  Den  Endpunkten  derselben 
als  Schnitten  der  Seiten  Ö9  und  23,  entsprechen  im  Seilpolygon 
(Taf.  8a)  der  Schnitt  9 1 2  der  Linien  8  9  und  2  3  als  Verbindungs- 
linien der  Punkte  8  9  and  2  3 ;  und  dem  unendlich  fernen  Punkt 
(912)  Taf.  8b  die  Verbindungslinie  von  0,  mit  (9 12)  Taf.  8). 
Sie  läuft  demnach  mit  (9 1 2)  (Taf.  8j)  parallel,  ist  also  in  Richtung 
und  I^age  die  Mittelkraft  von  (912),  die  durch  den  Schnitt  der 
ausserhalb  2  und  9  liegenden  Polygonseiten  8  9  und  23  geht. 

Wenn  mao  ^e  OlelditiiiK  einer  Seilpoljgoiuelte: 
BDd  dieOleiehnng  dea  entaprecbeiiden  Punktes  des  entsprecbeDdeoKrinepolygttu: 

(i-f4-)f-(i^-°),+.-o 

anschreibt,  so  sieht  laaa,  daas  ttdde  in  einander  Sbergehen,  wenn  man  x  >>  ~  ;, 

y  =  (  settt;  und  wenn  2A  —  als Coefflcient  der  constanten Ordinate  1  aoch  cod- 

etant  bleibt,  weil  In  derQleichnng  des  Panktes  des  EräftepolygonB  i  anch  comtaat 
ist.  Soll  alMr  dieaes  Glied  constant  bleiben ,  so  darf  nur  die  Gleichnng  der  ersten 
Seilpolygonsefte  Qi  ein  c  enthalten j  alle  folgenden  dürren  kein  c  enthalten,  täe 
mDsaen  von  der  Fonn  nx  -f  bg  sein ,  d,  h.  tle  müssen  darcb  den  Ursprong  geben. 

Wenn  also  alle  ErSfte  eines  Sellpolygona  dnrch  einen  Pnnkt 
geben,  so  kSnnen  das  Kr&rte-  nnd  dai  Seitpolfgon  reciprok  auf 
einander  beaogen  werden. 

Der  Linie:  ax  +  bg  +  c  =  0 

entspricbt  dann  der  Panht : 

—  ai  +  bS  +  e-O. 

Der  Perpendikel;)  vom  UrsprunK  anf  die  Linie  ist  gleich .    Die  EntremnnK  r 

des  Punktes  vom  Unpmng  ist  —  — .    Also pr  —  a>  oder  conatant. 

DaeProdact  der  Entfernung;  entsprechender  Elemente  vom 
Ursprung  ist  also  eonstant. 

Da  X  und  i; ,  y  nnd  f  gleichieitig  — >  0  nnd  gleichieitig  •=  CO  werden  ,  sa 
entspricht  die  nneodiich  entfernte  Gerade  des  einen  Polfgona  dem  UrspniniF  <l<n 
andern. 
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75.  Das  Kräfte*  and  das  Seilpolygon  in  Verbindung  mit 
Cnrven  zweiter  Ordnang. 

Wenn  die  Bichtungslinien  aller  Kräfte  durch  einen  Punkt 
gehen,  und  die  beiden  Polygone  reciprok  liegen,  so  muae,  sobald 
das  eine  einer  Curre  zweiter  Ordnung  uni-\  oder  einbeeehrieben 
ist,  das  andere  einer  Curve  zweiter  Ordnung  ein-  oder  ombe- 
schrieben  sein.  Und  dieses  letztere  Polygon  ist  eine  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel ,  je  nachdem  der  Pol  des  erstem  Polygons 
in,  auf,  oder  ausserhalb  der  Curve  liegt. 

Da  diesen  Erilftepolen  die  unendlich  fernen  Geraden  der 
beiden  Polygone,  ferner  den  Ton  der  einen  Curve  einge- 
schlossenen Punkten,  die  von  der  andern  Curve  ausgeschlos- 
senen  Linien  entsprechen ,  so  ist  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade von  der  Curve  ausgeschlossen,  diese  also  eine  Ellipse,  wenn 
der  Pol  im  Innern  liegt;  liegt  der  Pol  auf  der  einen  Curve,  so  ist 
die  andere  eine  Parabel ,  liegt  er  endlich  ausserhalb ,  so  igt  die 
andere  eine  Hyperbel. 

Diese  Verhältnisse  sind  auf  Taf.  8  dargestellt,  wo  zwei  gegen- 
seitig in  verschiedener  Weise  reciprok  liegende  Hyperbeln,  Ellip- 
sen und  Parabeln  gezeichnet  wurden.  Es  wurden  dabei  die  ein- 
bescbrietwnen  Polygone  als  Seil- ,  die  umschriebenen  als  Kräfte- 
polygone behandelt  Taf.  8i  wurden  drei  Pole  Oh  O^  und  0, 
ausserhalb,  auf  und  in  der  Hyperbel  angenommen  und  die  reci- 
proken  Hyperbel  Tat  8, ,  Parabel  Taf.  8,  und  Ellipse  Taf.  8,  ge- 
zeichnet, natürlich  liegen  die  entsprechenden  Pole  Oa  dieser  letzten 
drei  Figuren  ausserhalb  der  Gurren.  Dann  wurde  noch  zum  Pol 
O,  Taf.  8,  die  Ellipse  Taf.  8a  und  zum  Pol  Op  Taf.  8,  die  Parabel 
Taf.  8a  gezeichnet,  so  dass  auf  diesem  Blatt  alle  reciproken  Be- 
ziehnngsarten  der  drei  Gurren  auf  einander  mit  Ausnahme  der 
Ellipse  zur~Parabel  zu  finden  sind. 

Bevor  wir  aber  die  ConstructioDen  dieses  Blattes  weiter 
erläutern,  wollen  wir  noch  auf  die  folgenden  reciproken  Be- 
ziehungen der  vorkommenden  Punkte  und  Linien  aufmerksam 
machen. 
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Die  ZusainmeDBetinn^der  Kräfte. 


Es  entspricht, 

Jedem  Element  der  einen  Cuire:  Das  folgende  Element  der  an- 
deni: 

Jedem  Strahl  eines  Poles.  Der  in  ihm  liegende  unendlich 

ferne  Punkt. 

Zwei  Curvenpunkten  desselben.  Die  darch  diesen  Punkt  gehen- 
den also  zum  Strahl  parallelen 
Tangenten. 

Den  Tangenten  an  diese.  Die  Berührungspunkte  dieser. 

Ihrem  Schnittpunkt.  Der    sie    verbindende    Durch- 


Der  Polaren  des  Polygonpoles. 
Zwei  conjugirten  Punkten  dieser 
Polaren, 


Den  Endpunkten  des  durch  den 
Pol  gehenden  Durchmessers. 

Den  Endpunkten  der  durch  den 
Pol  gehenden,  und  demDurch- 
messer  conjugirten  Sehne. 

Den  unendlich  fernen  Punkten 
irgend  einer  Sehne. 


Den  in  den  Asymptoten  liegen- 
den unendlich  fernen  Punkten 
der  Curven, 

Den  beidendurch  die  Asymptoten 
getrennten  Armen  der  Gurre. 


Der  Mittelpunkt  der  Curve. 

Zwei  conjugirte  Durchmesser, 
welche  mit  den  Strahlen  pa- 
rallel laufen ,  welche  die 
Punkte  der  Polaren  aus  dem 
Pol  der  andern  Curve  proji- 
ciren. 

Die  zu  dem  Durchmesser  paral- 
lelen Tangeuten. 

Die  zur  Sehne  parallelen  Tan- 
genten. 

Die  Strahlen,  welche  vom  Pol 
aus  die  den  Sehnen  entspre- 
chenden Punkte  projiciren, 
und  demnach  mit  diesen  Seh- 
nen parallel  laufen. 

Die  zu  den  Asymptoten  paral- 
lelen Tangenten  durch  den 
Pol. 

Die  durch  die  Berührungspunkte 
dieser  Tangenten  getrennten 
Theile  der  Curre.- 

Weit  ausspnngende  Winkel. 


Tief  in  die  Curve  schneidenden 
Sehnen. 

Ohne  einander  gegenübergestellt  werden  zu  können,  folgen 
noch  aus  Obigem:  dass  die  Richtungen  der  zwei  durch  O,  und  O 
gehenden  Durchmesser  in  beiden  Curven  in  Bezug  auf  ihren  Mittel- 
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punkt  coQJugirt  sind.  Fenier:  da  conjugirte  Strahlen  des  einen 
Poles  mit  conjugirteo  Darchmesaern  der  andern  Gurve  parallel 
laufen,  Gebilde  von  conjugirten  Elementen  aber  stets  projectivisch 
sind ,  so  sind  auch  die  StrablenbOsehel  projeetirisch ,  welche  vom 
einen  Pol  and  vom  Mittelpunkt  der  andern  Gurre  aus ,  die  Punkte 
der  einen  Curve  und  die  BerUhrungspuukte  der  entsprechenden 
Tangenten  der  andern  Curre  projiciren.  Die^  beiden  Strablen- 
bOsehel werden  Ton  Je  zwei  Linien,  deren  Richtungen  eonjugirt 
sind,  in  Shnliehen  Gebilden  geschnitten,  denn  in  beiden  Gebilden 
entsprechen  sich  dann  die  unendlich  fernen  Punkte. 

Als  Anwendung  der  obigen  Sätze  haben  wir  Taf.  8  fünf  Paare 
reciproker  Curven  gezeichnet.  Von  Taf.  8]  ausgehend  haben  wir, 
um  die  dem  ausserhalb  der  Curve  liegenden  Pol  0/,  entsprechende 
Hyperbel  Sj  zu  erhalten,  durch  Ot  Taf.  8,  den  Durchmesser  u,  die 
ihm  eoDJugirte  Sehne  v,  den  ihm  conjugirten  Durchmesser  n  und 
die  Polare  m  vom  0^  gezeichnet.  Als  Kräftepolygon  wurden  dann 
ausgezogen  die  Tangenten  an  die  6  Carvenpunkte  in  den  drei 
Linien  >nno,  die  beiden  Asymptoten  und  die  beliebige  Tangente  4, 
was  im  Ganzen  9  Seiten  giebt,  von  denen  8  paarweise  durch  die 
Schnittpunkte  »  mit  den  Linien  cnraoo  gehen. 

Nehmen  wir  Taf.  Sj  den  Pol  Oa  &a,  so  entsprechen  den  4  Pa- 
rallellinien onmoo  die  4  Punkteco^Jf  0*  ,  welche  auf  den  Pa- 
rallelen durch  O/t  so  liegen,  dass  das  Gebilde  NMOi,  dem  Gebilde 
u)m.nv  ahnlich  ist  (Nr.  74  S.  284);  auf  der  Tafel  wurden  die 
Distanzen  NM  Oh  gerade  halb  so  gross  als  wie  die  von  u)m  »  «  an- 
genommen.  Taf.  8i  schneiden  sieb  die  4  Linien  5  9m«  in  einem 
Punkt ,  also  liegen  I^f.  8,  die  4  Punkte  5  9  Jf  17  auf  einer  geraden 
Linie,  anf  der  Parallelen  zu  u  durch  M.  Die  Lage  der  Punkt«  b 
und  9  wird  vollends  dadurch  bestimmt,  dass  die  Strahlen  Oa  5  und  9 
Taf.  83  mit  den  Tangenten  5  und  9  Taf.  8|  parallel  laufen  mfissen^ 
Geoau  reciprok  folgt,  dass  die  beiden  Tangenten  A)35  Taf.8|  mit 
den  Strahlen  0^)35  Taf.  81  parallel  laufen  m&ssen,  wodurch  die 
I^okte  3  und  8  auf  Ok  U  Taf.  8,  bestimmt  sind.  Endlich  laufen 
die  Tangenten  0^)  1 6  Taf.  8,  mit  den  Asymptoten  der  Taf.  8,  und 
die  Asymptoten  durch  M  Taf.  8,  mit  den  Tangenten  Oh)  2  7  parallel. 
Hat  man  in  beiden  Figuren  nichts  weiter  als  die  bis  jetzt  erwähn- 
ten Elemente  gezeichnet,  und  wirft  man  einen  Blick  auf  die  Zeich- 
nungen, so  sieht  man,  dass  Jetzt  von  beiden  Gurren  gleichartig 
gelegene  Elemente  vorhanden  sind,  nämlich  auf  drei  parallelen 
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Sehnen;  drei  Paar  Punkte  mit  ibren  Tangenten  und  die  Asymp- 
toten. Dieses  Verhältniss  läset  sich  Übersichtlich  durch  das  fol- 
gende Schema  darstellen : 

Es  entsprechen  sich : 
Taf.  8,  Taf.  8, 

OcdTah-  Den  parallelen  Die     DieDnrtk- 

geoteo.      Sehnen.  Punkte,  messerp- 

Asymptoten  l     6    n   1      Auf  den  Poltangenten  1    6  A'l 

Durch  den  Pol        2     7»!        ,     „  Asymptoten    2    7    A'f 
An  die  Scheitel       3    8    oo  |  "     „  der  Polsehne         3    S  Oti''- 
Der  Poleehne  5     9)»)  dieScheitelpunkte  5    9  JU] 

Je  vier  Linien  auf  einer  Zeile      Je  vier  Punkte  auf  einer  Zeile 
schneiden    sich     in    einem  liegen     in     einer     geraden 

Punkt.  Linie. 

Dem     Winkel     In 6,    dessen      Die  Strecke  1JV6  tob  der  Tan- 
Strahlen  die  Curre  schnei-  genten  an  die  Curve  gezogen 

den.  werden  köanen. 

Aus  der  letzten  Reciprocität  geht  hervor,  dasa  die  in  der  Curve 
liegenden  unendlich  fernen  Strecken  DichtzusammenfallenjSODdem 
TOD  den  beiden  conjugirten  unendlich  fernen  Punkten  V  und  /' 
liegt  der  eine  in  der  einen  und  der  andere  in  der  andern  Cur?e. 

Um  den  beliebigen  Punkt  4  mit  seiner  Tangente  eu  erhalten, 
wurde  nach  Nr.  74  S.  284  der  Strahl  0^4,  Taf.  8j,  parallel  zur 
Tangente  4,  Taf.  8,,  und  auf  diesem  Strahl  der  Punkt  4  durch  die 
Linie  Hi  aasgeschnitten,  welche  mit  dem  Strahl,  Taf.  8i,  parallel 
läuft,  der  aus  0^  den  Schnittpunkt  der  Tangente  4  mit  m  projicirt. 
Die  Tangente  an  4,.  Taf.  8,,  läuft  parallel  mit  dem  Strahl  0«  4, 
Taf.  8,. 

Nachdem  die  Polygone  gezeichnet  waren,  wurde  Taf.  Sj  die 
Richtungalioie  der  Kräfte,  die  alle  durch  0»  gehen,  eingezeiebnet, 
und  noch  angedeutet ,  in  welchem  Sinn  die  Hyperbel  in  Anspruch 
genommen  ist.  Man  sieht,  in  einem  Arm  ist  sie  gepresst,  im  an- 
dem  gespannt. 

Wird  der  Pol  0p,  Taf.  8i,  auf  der  Hyperbel  angenommen ,  so 
erhält  mau  die  Parabel  Taf.  8«.  Der  Pol  Op,  Taf.  8,,  wurde  auf  n 
gewählt,  um  immer  die  gleichen  conjugirten  Richtungen  zu  erhal- 
ten. Taf.  84  wurde  dnrch  0^  eine  Parallele  zu  de»  Tangenten  8 
nach  dem  unendlich  fernen  und  nach  dem  Punkt  3  gezogen,  and 
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der  der  Tangente  3  entsprechende  Punkt  3  willkürlich  darauf  an- 
genonmien.  Die  Parallele  zu  n  durch  3  iBt  die  Scheiteltangente 
der  Parabel ;  die  Parallelen  0* )  1 6  zu  den  Asymptoten  sind  Tan- 
genten, deren  Berührungspunkte  dadurch  bestimmt  sind,  dass  ihre 
Abscissen  gleich  der  halben  Subtangente  sind.  Die  den  Tangenten 
245  7  entsprechenden  Funkte  wurden  direct  durch  den  Schnitt 
ihrer  Projectionsstrahlen  aus  0),  und  3  eonstruirt,  von  denen  der 
erstere  mit  der  entsprechenden  Tangente  und  der  zweite  mit  dem 
Strahl  parallel  läuft,  welcher  mit  O,,,  Taf.8|,  den  Schnitt  der  Tan- 
genten mit  der  Tangente  S  projicirt.  Eine  Tangente,  Taf.  84, 
würde  parallel  laufen  mit  einem  Strahl,  weleherTaf.81  ausO«  den 
Berührungspunkt  projicirt.  Die  Taf.  84  eingezeichneten  Pfeile  be- 
ziehen sich  auf  das  Eiilftepolygon  Taf.  84,  nicht  81. 

Um  eine  Ellipse  zu  erhalten ,  wurde  Taf.  8|  der  Pol  0,  auf  n 
im  Innern  der  Hyperbel  angenommen ,  dann  die  cotyugirte  Sehne 
0,  d  und  ihr  Pol  (n  m|)  eonstruirt.  Taf.  8,  wurde  dann  Oi,  38 
ähnlich  0,  8  3  gemacht ;  im  vorliegenden  Fall  ist  das  Verhältniss 
dieser  Gebilde  genau  wie  2  zu  1.  Auf  den  punktirten  Tangenten 
3  und  8,  Taf.  83 ,  wurden  die  Schnittpunkte  mit  den  Tangenten  9 
und  9'  durch  Strahlen  von  Oi,  projicirt,  welche  mit  den  Sehnen 
9  8,93  und  9' 8,  9' 3,  Taf.  81,  parallel  laufen.  Die  Berührungs- 
punkte liegen  in  der  Mitte  der  Tangenten  9  und  9',  Taf.  Sj.  Die 
Parallelen  Oft)I6  zu  den  Asymptoten  sind  Tangenten,  deren  Be- 
rührungspunkte nach  den  bekannten  Regeln  aus  3  und  8  projicirt 
werden  können. 

Taf.  84  wurde  ferner  der  Pol  0,  im  Innern  angenommen  und 
damit  die  Ellipse  Taf.  8^  eonstruirt.  8  0«  3  wurde  gleich  3  &,  8 
gemacht;  dann  laufen  die  Strahlen,  welche  aus  0,,  Taf.  84,  die 
Schnitte  der  aufeinander  folgenden  Tangenten  13  681  projiciren 
mit  den  Sehnen,  Taf.  83,  der  gleichnamigen  Punkte  parallel.  Der 
amgekehrte  Satz  giebt  die  Länge  der  Sehne  0,9,  Taf.  83,  die 
Tangente  9  und  die  Polare  «i  von  0,.  Die  zwischen  liegenden 
Tangenten  245  7  wurden  direct  eonstruirt. 

Endlich  wurde  der  Pol  Op,  Taf.  84,  auch  noch  auf  der  Parabel 
in  3  angenommen  und  damit  die  Parabel  Taf.  8^  eonstruirt.  Nach 
den  hisherigeuCrörterungeu  bedarf  diese Construction  keiner  wei- 
teren Erklärungen  mehr. 

Dagegen  ist  in  projectivischer  Beziehung  bemerkenswerth, 
dass  wenn  der  eine  Pol  auf  der  Curre  liegt,  er  mit  allen  Gebilden 
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der  Curveperepeetiviach  liegt,  weil  er  ei o  Punkt  der  Curve  ist 
Einer  beliebigen  Zahl  Punkte  der  Gurre  sind  daher  projecÜTiseb : 
die  Tangenten  an  diesen  Funkten, 
der  Strahlenbflschel,  welcher  sie  vom  Pol  ans  projicirt, 
die  Schnitte  ihrer  Tangenten  mit  irgend  einer  Tangente, 
der  StrahleobUschel ,  welcher  diese  Schnitte  Ton  irgend  einetn 

Punkt,  also  auch  vom  Pol  aus  pi-ojicirt, 
die  entsprechenden  Punkte  und  Tangenten  der  Parabel  und  die 
mit  ihnen  perspectivisch  liegendeD  Gebilde. 
Insbesondere  erzeugen  noch  ähnliche  Qebilde : 
der  Schnitt  aller  Tangenten  mit  der  zur  Poltangeute  pandlelen 

Tangente, 
der  Schnitt  des  StrahleubllschelB,  welcher  vom  Pol  aus  die  Be- 
rührungspunkte projicirt,  mit  derselben  Tangente, 
die  Schnitte  der  entsprechenden  Paralteltangenten  mit  irgend 

einer  dieser  Tan^oten, 
der  Parallelsti-ahlenbüschel,  welcher  die  entsprechenden  Punkte 

der  Parabel  projicirt, 
der  StrahlenbUscbel ,  welcher  von  irgend  einem  Punkt  der  Pa- 
rabel aus  dieselben  Punkte  auf  eine  zur  Poltangente  paral- 
lelen Linie  projicirt. 

Als  besondere  Lagen  des  Poles  wollen  wir  noch  untersuchen, 
wie  sich  die  Gurven  verhalten,  wenn  der  Pol  in  ihrem  Mittelpunkt, 
auf  dem  Umfang  oder  im  Unendlichen  liegt. 


76.  Der  Mittelpunkt  der  Cnrve  als  Pol  der  Polygone. 

Ijegt  der  Pol  der  einen  Gurre  im  Mittelpunkt,  so  liegt  er  auch 
in  jedem  Durchmesser,  mithin  auch  der  Pol  der  andern  Curve  in 
dem  jeder  Richtung  conjugirten  Durchmesser,  d.h.  ebenfalls  im 
Mittelpunkt  der  Curve. 

Da  jetzt  die  Polare  des  Poles  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden zusammenfällt,  und  zwei  conjugirte  Punkte  derselben  zwei 
conjugirten  Durchmessern  der  andern  Curve  entsprechen,  so  sind 
je  zwei  Durchmesser  der  einen  Curve,  welche  mit  conjn^rteo 
Durchmessern  der  andern  parallel  laufen ,  selbst  conjugirt  Die 
beiden  Gurven  sind  also  immer  gleichzeitig  Ellipsen  oder  Hyper- 
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belo ;  entere  sind  sich  Abnlicb,  letztere  liegen  in  den  SupplemeDt- 
winkeln  paralleler  Asymptoten. 

Wird  berücksichtigt,  daas  alle  Kräfte-  und  Seilpolygone, 
welche'zu  einem  Seil-  oder  Eräftepolygon  construirt  werden  kBn- 
nen,  ähnlich  sind,  so  folgt,  dass  bei  gehöriger  AenderuDg  des 
Maassstabes  der  Linien  oder  Kräfte  dieselbe  Ellipse ,  welche  dem 
einen  Polygon  umschrieben  ist,  auch  dem  andern  einbeschrieben 
sein  kann. 

Von  der  Hyperbel  gilt  dasselbe,  sobald  man  sich  den  offenen 
Asymptotenwinkel  durch  die  Supplementhyperbel  ausgefüllt  denkt. 

In  diesen  Fällen  ist  die  Spannung  in  jeder  Seilpolygon- 
seite  (wir  denken  uns  das  Seilpolygon  um-,  das  Kräftepolygon 
einbeschrieben)  gleich  dem  halben  mit  ihr  parallel  laufenden 
Durchmesser. 

Jede  Kraft  wird  dann  durch  die  Sehne  der  Ellipse  dargestellt, 
welche  die  Endpunkte  der  Durchmesser  verbindet,  die  mit  den 
Seilpolygonseiteo  parallel  laufen,  durch  deren  Schnittpunkt  die 
Kraft  geht. 

Fig.  136  soll  diese  Verhältnisse  anschaulich  machen  j  sie 

Hg.  I3B. 


stellt  das  Gleichgewicht  von  central  wirkenden  Pressungen  oder 
Spannungen  dar,  welche  Über  eine  elliptische  Halle  vertheilt  sind. 
Wir  theilten  den  Umfang  der  Ellipse,  hier  den  der  Innern  Curve, 
in  BogenstOeke,  welche  senkrecht  auf  die  Richtung  der  Kräfte, 
also  in  der  Richtung  der  kleinen  punktirten  Bogen  gemessen,  ein- 
ander gleich  sind.  Denken  wir  uns  dann  die  Intensität  der  auf 
die  Ellipse  wirkenden  Kräfte  durch  den  Inhalt  der  Lamellen  dar- 
gestellt, welche  über  jedem  Bogentheil  stehen,  so  muss  die  mitt- 
lere Hdhe,  1,  i,  3...  dieser  Lamellen  den  Sehnen  1,  2,  3...  (resp. 
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Bogen)  der  Ellipee  proportional  (hier  gleich)  sein,  welche  die 
Endpunkte  der  Durchmeeeer  verbinden,  die  den  Durchmessern, 
zwischen  denen  die  Lamelle  liegt,  coDJugirt  sind.  Streng  ge- 
nommeD  sollten  diese  Höhen  halb  unter,  halb  Über  den,  die  mitt- 
lere Breite  darstellenden  Bogen  geBchlagen  werden ;  es  geschah 
nicht,  weit  die  Figur  zu  ungeMlig  geworden  wäre. 

Die  Spannung  der  elliptischeo  HUlle  am  Ende  irgend  eines 
Durchmessers  endlich,  ist  gleich  der  Länge  des  halben  conju- 
girten  Durchmessers. 

Wird  die  Ellipse  ein  Kreis,  so  werden  die  gleich  breiten  La- 
mellen conjugirter  Sehnen  oder  Bogenstttcke  selbst  gleich  lang 
und  zwar  gleich  der  Breite  der  Lamelle,  und  die  Spannungen  in 
allen  Punkten  der  EreisbUlle  werden  gleich  dem  constanten  Ra- 
dius. In  diesem  Fall ,  der  bei  dem  Druck  von  Flttssigkeiten  auf 
die  Wände  kreisrunder  Geisse  häufig  vorkommt,  verhält  sich 
also  der  Druck  auf  irgend  einen  Theil  des  Bogenumfanges  zur 
Spannung  im  Bogen,  wie  die  Länge  dieses  Bogentbeiles  Eum 
Radius. 


77.  Die  Fonaeln  fSr  reciproke  Gurren  zweiter  Ordnung. 

Wir  wollen  hier  die  Fonoela  für  Curven  iirelter  Ordnung  In  reoiprokQD 
Systemen  entwickeln. 

Liegen  die  Punkte  x>/  aur  der  Curve  zweiter  Ordnung: 

80  umhülleu  die  Linien  |,  q  die  Curve  sweiter  Klasse: 

2  — o,,  .;'  —  2o,,f.j  +  a„p  — aa,,.;  +  2a,,f  +  Oj3  =  0. 

Man  braueht  nur  die  DiKcrlniinante  J  der  beiden  Gleichungen  aniuscb reiben, 
um  sieb  zu  überzeugen,  das»  sie  und  der  CoeMcient  A^  von  Oj]  in  ihr  gleicb  sind 
nnd  gleiche  Zechen  haben,  und  nur  Ax^  A,,  mit  ii ,  a, ]  Ihre  Zeichen  «rechaeln. 

Nun  iet  aber  A'  eine  Hyperbel ,  eine  Parabel  oder  eine  Ellipse ,  je  naobdem 
■''aa  ■■  — 1  0  oder  +  ist.  Uiese  Zeichen  bedeuten  aber,  dasB  der  Urapruog  viwi  X 
von  der  Curve  auegeschlossen  sei,  auf  der  Curve  liege  oder  eingeschlowen  sei. 

Da»  Umgekehrte  gilt  ebenso,  denn  der  Ursprung  von  S  ist  von  der  CorTe 
aubgeiiehlossen,  liegt  auf  ihr  oder  ist  elngeschlosaen.  Je  nachdem  Oj,^:  — ,  0  oder 
+  ist.  Bei  Z  aber  bedeutet  es,  dass  die  f,  i;,  1  eine  Hypertwl,  eine  Parabel  oder 
eine  Ellipse  umhüllen. 

Alle  weitern  auf  Nr.  75,  Seite  388  zusammengestellten  Sitze  ergeben  sich 
einfseh,  indem  man  die  Gleichungen  der  trelTenden  Gebilde  links  in  S  oder  S  aus- 
drückt und  dann  durch  Vertanscbung  von  x  und  y  mit  —  q  und  f  die  Gleichungen 
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der  reebta  atehandeii  Gebilde  in  Z  oder  S  erhält.  Auf  diese  Welse  lassen  eich 
beinahe  alle  Gebilde  der  aDalytiscliea  Qeoraetrie  in  dasBedpioke  verwandeln,  nnd 
die  Zabl  der  auf  Seite  3S8  aufgeaählten  Sätie  beliebig  Termebren. 

Fillt  der  Pol  des  einen  KegelBchnilta  mit  dem  Hlttelponkt  ansamraen ,  eo 
sind  in  dentselben  die  Coefflctenten  du,  a^i  der  ungeraden  Potenaen  von  x  und 
jr  =  0 ;  die  unBeraden  Potenaen  fallen  dann  soch  tm  andern  Kegelschnitt  aus. 
Vällt  also   der   Pol   der   einen  Curve  mit  ihrem  Mittelpunkt  zu- 


)  Ist  a 


cb  de 


Dkt  d 


re  dei 


Pol 


s  Poly^gons  (Nr.  76  8.  a9a). 

Die  Gleicbong  des  StrablenbüscheU  aweiter  Ordnang,  welcher  S  umhüllt, 


—  Ojj     o,,  a,  I 


"»> 


[-.„ 


1  +  20,, {fl 


Die  CoelSdenten  dieser  leietem  Qleicfaung  stimmen  bis  auf  das  oonstante 
Glied,  mit  denen  von  Z  dbereln,  mitbin  sind  in  diesem  Fall  die  beiden 
Kegelschnitte  fthnllcb  and  ähnlich  gelegen  (S.  393).  Setit  man 
jetzt  noch  O)  1  c—  o, )  nnd  bei  rechtwinkeligen  Coordinalen  a,  i  ^  o,  so  erUUt  man 
die  Grösse  der  Spannungen  In  kreisförmigen  BOhren. 

Werden  inden  Polargleichungen  der  Kegelsohnitte  X|  und  y,  einerseits  and 
I,,  ■;,  andererseits  gleich  OO  gesetzt,  so  reduciren  de  sich  auf: 
P  —  S^x,  +S^S,  nnd  n  =  J{{,  — i,,,. 


worin  Sx 


dS 


dS 


dX 


dl 


jitt'*       sdg'     *      adf  tili/ 

gehen  in  einander  nber,  wenn  x  und  x^  ^  —  y  und  y, ,  imd  s  ti 
geHtat  werden  ;  die  beiden  Polargebilde  entsprechen  sieb  drinnnc. 


ind. 


P  und  n 


\  y,  -=  i  and  i, 
Der  Gleichnng 


P  genügen  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  x  =■  -^  und  y  =■  -j^ ,  wo  Aik  die 

Unterdeterminanten  der  Disoriminateu  beieichnen  ,  indem  sie  die  Werlhe  S^  nnd 
Sg  gleichseitig  gleich  O  machen.  P  ist  demnach  die  Gleichung  eines  Durchmessers. 

=  0  machen. 


EbeuBO  genOgen  n  die  Coordinaten  —  ^  =  -7 


-  nnd  f  =>  -7^  der  Polaren  des  Ur- 


sprangs,  welcbe  glelchteitig  2^  and  S, 
einen  Polygons   entsprechen   Punkte   der  Polaren   des   Coordl- 
nstenantangs  im  andern   PolygoD.     Demnach  anch  conjugirten 
Dnrcbmessern  des  einen  Polygons  parallel  laufende  coDjngirte 
Strahlen  des  andern  Polygons. 
Um  wdter  au  twwelsen,  dass ; 

diese  beiden  involutoriscben  Strahlenbaschel 
von  Linien,  die  mit  conjug^irten  Elementen  pa- 
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rsilel  laufea,  in  ähnlichen  Gebilden  geschnit- 
ten werden  (S.  289), 
bringen  wir  P  nnd  n  in  die  Form ; 

+  "■■(»- fe)"""' 
...(.- !;).  =  .. 

Wir  ecboeideo  nan  beide  Büsobel  durch  Linien  von  conjogirter  BJchtnne, 
indem  wir  mnnebmen,  die  Bicbtungen  der  Coordlnatenazen  seien  conjngirl,  snd 
dl «  =  0  seUea.     Das  giebt  dann : 


POr  ein  bestimmtes  VerbSItnii»  X  giebt  nun: 

—  n=  X  dag  CoordinateiiTerliiltnisB   einee  nnendiicb  fernen  Pnnktes  dee  erat^ 

Poifgons. 

!-  —  ,1  das  eines  durch  dleaen  nnendliob  fernen  Punkt  and   den  Uraprang 

gehenden  Strahie»  dea  (weiten  Polygons. 

Att  Ja»» 
—^  ^  — >  — =^  das  CoordinateiiTerhältnisB  des  dem  nneadlich  fernen  Punkt 

_    ^1  Oll 

-^  oaidnglrten  Durchmessers  des  ersten  Polfgons.   z  und  y  kfinDcn  lüerin 

beliebige  Ponkte  des  ODrcbmeseers,  also  uch  die  in  ihm  liegenden  Cnrren- 
pnnkte  sein. 

'  ■•"  ^7         ao-, 

- —f^  I» ^^^  die  OleicbUDg  eines  Ponlites  der  Polaren  des  Urspranse 

-*„ 
des  Bwdten  Polygons,  denn  die  Coordlnaten  i;  -=  —  -j— '■  nnd  {  =—  -A^  der 
Polaren  genügen  ibr.  Der  Btr«bl,  der  diesen  Pnakt  vom  UnimiDg  MU  pro- 
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)ldrt,    Unft   parall«!   mit    dem   entsprecli enden   Durchmeawr,    denn   für 

^1  y.  ^1  I  ="  OO  ist  du  CoordinateDTerbältniae  beider  — ■ — . 

«11 
Schneidet  man  Jetxt  die  tieiden  ersten  B&scbel  dnrcb  eine  Parallele  cur  Or- 
dinatenaxe,  Indem  man  —  — -  ^  x,  —  /f  einer  eonstanten  Poldislani  Betzl,  so 
erhält  man  die  Jedem  3.  eatspreohenden  Ordinaten  des  Schnittpanktee : 

ScbneiBet  man  die  bdden  letzten  Büschel  durch  eine  Parallele  lur  AbaciiEen- 

aze,  in  der  Entfernang  c.vom  Hittelpnnkt ,    indem   man  v A'  = =  <^ 

Alt         tx. 
Wttt,  80  erhält  man ; 

Mea«  Tier  BSscbel,  namentlich  aber  —  nnd  x -t?  scbneiden   also    auf 

ft  A,t 

den  Parallelen  au  den  Coordinatenaxen  ähnliche  Punktreihen  ans,  worans  der  olwn 
auBEesproehene  Bat«  folgt. 

Die  eben  erörterten  Beilehungen  bestebeii  fort,  auob  wenn  der  Pol  des  «inen 
Pol7KonB,  der  des  KrSftepoIrgons  c.  B.  in  das  Unendliche  rQckt,  d.  b.  wenn  alle 
an  dem  EegelBcbDitte  wirkenden  Kräfte  pu-alle!  laufen.  Man  hat  sieh  dann  das 
ganie  Polygon  Im  Unendlichen  in  denken,  und  der  Scbnitt  der  Parallelen  lury-Aie 
mit  dem  dritten  BSscbel  der  S, ,  ij,  kann  als  ein  veiJQngter  Theil  des  unendlich 
grOBsea  Polygons,  als  das  wirkliche  Krtiflepolygon  betrachtet  werden. 

Die  Beslehung  zwischen  diesem  geradlinigen  Kräftepolygon  nnd  den  ent- 
sprechenden Currenponkten  ist  demnach  gegeben  durch  die  Oleicbnng: 


'"(-'^) 
-('-1^) 


Jetxt  beaeicbnet  in  dieser  Oleicbnag:  H  die  in  der  lUchtung  der  x-Axe  gemessene 
Spannnng  im  Seilpolygon ,  den  Borizontalscbab  oder  die  HorlEOntalspaanung  bd 
OewSlben  uod  Ketteui  also  den  boriion taten  Abstand  des  Pols  desKräftepolygons, 
TOD  der  Linie,  auf  der  die  Rräfte  selbst  aufgetragen  werden,    y,  =  —  beieichnet 

die  Tom  Endpunkt  Ton  H  ab  gemesaene  Ordinate  des  Punktes  des  Kräftepolygons, 
welofae  den  Currenpunkten  x  nnd  i/  des  Seilpolygons  entspricht.  IHe  Olelchnog 
selbat  Bbersetit  idcb  wie  folgt  in  Worte:  Das  KrSftepolygon  ist  Jedi 
Sebnitt  des  Strabtenbasch  eis  äbnltcb,  welcher  aus  demHitti 
pnnkt  der  Curre  ihre  eineelnen  Pnnkte  auf  eine  Linie  pro 
cirt,  deren  Richtung  der  Bicfitnng  der  Kräfte  conjnglrt  i 
Die  auf  die  Strecke  dx  treffende  Belastung  wird  durch  das  entsprechende  dy,  ge- 
geben. Die  Beiastnng  pro  Längeneiobeit  ist  demnach  ^=  -  der  BelastnngabObe, 
wir  beieiohnen  sie  näip  nnd  erhalten: 
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nim  ist  aber: 

wo  D  die  DlsciiinlDSDte  des  KegelscbDitte  beseichoet,  und  wegen  a,t  = 


a'„  A, 


^-^" 


TrSgl  msB  diese  BBben  Qber  den  GewSlben  oder  unter  den  Ketten  Kai,  wie 
es  in  der  nächsten  Nummer  geschehen  wird,  so  erhält  man  die  dort  constniirten 
BelaetangBCUTven.  Beseichoet  man  die  Belsstungshöbe  im  Scheitel  des  mit  den 
Krüften  parallel  lanfeoden  Dnrcbmessers  mit  h^  und  die  halbe  LJLnge  dieses  Durch- 

meseers  Belbst  mit  b,  so  erbilt  man,  weil  fiir  den  Scheitel  j  —  -j—  gleich  b  ist, 
die  Gleich  nng : 


EwisohcD Po  H b,  und  d 


■(^)"- 


Bei  Hyperbeln  wäcbat  der  Neaner  des  Brnobes  von  b  bis  in's  Unendliche,  bei 
Ellipaen  nimmt  er  Ton  b  ab  bis  0,  umgekehrt  also  verhalten  sich  dleWerthe  Toni^. 

Bei  der  Parabel  ist  der  Factor  von  \  '=  l  die  Belastung  der  Parabel  also 
conetaal. 

Werden  die  BelaatnogehSben  in  der  Blohtong  vom  Hfttelpankt  weg,  nwsli 
anssen  bei  Ellipsen,  nach  innen  bei  Hyperbeln,  aufgetragen ,  so  daas  also  die  Glel- 
chDDg  der  Belaatangacnrve : 

s  ^y  +  p 

wird,  so  kann  dieselbe  Inflectionapunkte  haben;  von  besonderem  Interesse  ist  es 
nun  in  wissen,  wann  diese  Inflectionspunfcte  zusammen  fallen,  es  iüt  dann  in  diesem 
vierfachen  Pankt  die  Belaslungscurve  auf  eine  längere  Strecke  geradlinig,  siehe 
die  cw5lfte  Carve  Taf.  9,.    Wir  besHinmea  also  den  zweiten  üilTerentlalquotienten 


{''-SsJJ 
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n  deo  iDBactiODBpnnkten  mnu  -j~  —  0  Bein,  im  Schi-llcl  aber  ist  -^  —  0;      ' 


TOD  0  TerscbiedBD,  ODd  y  —  -^  =>  b,  detnDRcb  n 


l-3/J_0, 


.  ?/  , 


Die  EllipM  hat  bei  UeinereD/i,  jeelle,  bei  grösserea  keine  reellen  Inflection»- 
puakte,  nmgekehrt  die  Hyperbel. 

Will  man  bei  einem  vod  —  b  veTBubiedeneo  pe  die  laOeolioDBpDDkte  be- 

■timroeo,  so  bat  man  in  -~  m  snbstituiren : 
dl» 

ii    _  Sm^    __  °"  V  ~  ^t)    rf^     _^  „  .5 

di«  betreffenden  Curvenpunkte  za  bestinimea. 

Bei  der  Parabel  kann  von  diesen  InSectJonspunkten  der  BelaBtanKacnrren 
keine  Bade  mebr  bsId,  überbanpt  sohelat  keine  der  bisherigen  Formeln  auf  die  Pa- 
rabel in  paaoea  ;  doch  kann  man  durch  pauBende  TranBformation  auch  für  die  Pa- 
rabel eine  Beaiehnng  zwischen  der  BelastanguhSbe,  dem  Parameter  und  den  Kräften 
ableiten. 

Eb  Bei:  X*  ->  3ajr  die  Qlelohung  der  Parabel,  dann  ist  o, ,  ^~  1 ,  0,3  >-  n 
und  alle  fibrigen  Coefflolenten  a^j^  ^  0.  Femer  D  -^  —  a>,  An  ^^  —  a,  die 
Bnbetitntion  diewr  Werthe  in  die  ente  Gleichans  von  p  poht : 

a,,DH  f  Q*, ,  \«       H  H 


ften  conji 
oonatanb 
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Die  constante  Spannung  in  der  Sichtung  dea  den  Kräften  conjogirlen  Dnrcb- 
mesaen  lat  alto  gleich  dem  Parameter,  mnltipiidrt  mit  der  oonatantm  Belastnoga- 
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höbe.     Aaf  ganz  aaderem  Wege  werdea   nlr  epster  noch  zn  demeelben  8ati 


Des  Znsamme abtLDKes  wegen  haben  wir  hier  alles  die  Cnrven  zweiter  Ord- 
nung  Betreffende  vereinigt,  and  möeeen  daher  die  geometrlECbea  Beweise  der 
lelateD  Sitae  noch  oachbolen. 

78.  Ein  uneDdlJch  ferner  Funkt  als  Pol  des  einen 
Polygons. 

Sobald  der  Pol  des  Seilpolygons  z.  B.  im  Unendlicben  liegt, 
80  wird  dasKräftepolygon  zu  einer  geraden  Linie,  wie  es  sich  von 
selbst  versteht,  weil  dann  alle  Ki^fte  gleiche  Richtung  haben. 

Diese  gerade  Linie  hat  man  als  Inbegriff  zweier  zusammeD- 
fallenden  Linien  zu  betrachten ;  denn  zieht  man  durch  den  Pol  des 
Kräftepolygons  eine  gerade  Linie  nach  einem  Punkt  A  desselben 
und  zwei  parallele  Tangenten  an  die  Gurre  des  Seilpolygons,  die 
wir  mit  a  und  b  bezeichnen  wollen,  so  musB  nach  Nr.  74  S.  284 
aico,  BAO  ähnlich  sein,  wenn  wir  mit  0  den  Pol  des  ErStto' 
poIygons  bezeichnen;  sind  nun  acc  und^cc  unendliche  Strecken, 
AO  dagegen  endlich,  so  kann  die  Aehnlichkeit  nur  bestehen, 
wenn  A  und  B  zusammenfallen ;  jeder  Puokt  der  geraden  Linie, 
welche  das  Kräftepolygon  darstellt,  ist  daher  ein  Doppelpunkt  und 
dieses  reducirt  sich  auf  eine  und  nicht  etwa  auf  zwei  gerade 
Linien,. die  man  sich  symmetrisch  zu  0  gelegen  denken  mOchte. 

Ist  nun  die  Gurre  des  einen  Polygons  eine  Ellipse  oder  eine 
Parabel,  so  ist  die  das  andere  Polygon  darstellende  Gerade  un- 
begrenzt; denn  zieht  man  durch  den  Fol  0  Parallelen  zu  allen 
möglichen  Tangenten  der  Ellipse,  so  erfttUen  sie  den  ganzen 
Strahlenbtlschel  0.  Ist  dagegen  die  Gurve  des  einen  Polygons 
eine  Hyperbel,  so  reducirt  sich  das  andere  auf  eine  Strecke,  deren 
Schein  vom  Fol  aus  dem  Supplement  des  Asymptotenwinkels 
gleich  ist,  weil  die  Strecke  der  unendlich  fernen  Geraden,  welche 
in  der  Hyperbel  (zwischen  den  Asymptoten)  liegt,  von  keinerTan- 
gente  geschnitten  werden  kann. 

Die  Strecke  selbst  ist  eine  unendliche  zusammenhängende, 
wenn  der  unendlich  ferne  Pol  in  der  Hyperbel  liegt,  weil  dann 
die  unendlich  ferne  Strecke  im  Supplement  des  Asymptotenwinkels 
nicht  durch  ihn  getrennt  wird;  dagegen  eine  durch  das  Unend- 
liche laufende,  aus  zwei  getrennten  Annen  bestehende,  wenn  der 
unendlich  ferne  Pol  ausserhalb  der  Hyperbel  liegt,  weil  dieser 
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dann  die  unendlich  ferne  Gerade  im  Supplement  des  Asymptoten- 
winkeU  in  zwei  Strecken  trennt 

Liegt  endlich  der  unendlich  ferne  Pol  auf  einer  Hyperbel ,  bo 
reducirt  sich  die  Gerade  des  andern  Polygons  auf  eine  Linie ,  die 
parallel  zur  Asymptote  läuft;  die  im  Supplement  des  Asymptoten- 
winkels  liegende  Strecke  des  Kräftepolygons  wird  daher  vom  un- 
endlich fernen,  und  von  einem  endlichen  Punkt  begrenzt  Ausser- 
dem linden  noch  alle  Nr.  75  S.  28S  aufgezählten  projectivischen 
Beziehungen  statt 

Zur  Construetion  der  einzelnen  Punkte  des  Ei^ftepolygons 
selbst  ist  es  wohl  am  einochsten,  das  Nr.  75  S.  289  erwähnte 
Verhältnias  zu  benutzen,  wonach  das  Eräftepolygon  jedem  Schnitt 
des  StrahlenbUscheU  projectiviach  ist,  welcher  aus  dem  Mittel- 
punkt der  Curve  ihre  einzelnen  Punkte  auf  eine  Linie  projicirt, 
deren  Richtung  der  Richtung  der  Kräfte  coigugirt  ist. 

Um  das  eben  Gesagte  an  zwei  Beispielen  zu  erläutern,  haben 
wir  (Fig.  137  und  Fig.  138)  ein  solches  Kräftepolygon  fUr  eine 


Fig.  im 


Fift.  138. 


Ellipse  und  eine  Hyperbel,  unter  denen  man  sieh  ein  elliptiacbes 
Gewölbe  oder  eine  hyperbolische  Kette  vorstellen  kann,conBtruirt 
Wir  nehmen  an,  die  verticalen  Kräfte  bestehen  aus  Über  den 
Bogen  vertheilten  Belastungen  und  zerlegen  diese  in  gleich  breite 
Lamellen ,  dann  mass  die  Hübe  derselben  den  einzelnen  Kräften 
des  Krilftepolygons  proportional  nein ,  wenn  ihr  Flächeninhalt  die 
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Belastung:  darstellen  soll.  Diesen  Kräften  aber  sind  alle  Segmente 
proportional ,  welche  vom  Strahlenbüachel  abgeschnitten  werden, 
der  die  einzeloen  Curvenpunkte  auf  Linien  projieirt,  deren  Rich- 
tung der  der  Kräfte  conjugirt  ist.  Wir  haben  also  die  (punktirten) 
Strahlen  bis  zur  Scheiteltaugente  gezogen ,  und  auf  dieser  die  La- 
mellenhOhe  abgegriden ;  die  den  einzelnen  Lamellen  zugeordneten 
Segmente  sind  da  gleichartig  nunierirt,  wo  sie  nicht  gerade  mit 
den  entsprechendcD  Lamellen  zusammenfallen. 

Aus  den  Figuren  gebt  hervor,  dass  die  Belastungen  der  ellip- 
tischen Gurve  in'fi  Unendliche  zunehmen  mUesen,  weil  ihr  Mittel- 
punkt in  der  Gurre  liegt,  demnach  Strahlen  in  allen  Richtungen, 
also  auch  in  der  Richtung  des  Trägers  der  Kräfte  vorkommen.  Die 
Kräflesegmeute  der  hyperbolischen  Kette  nehmen  gegen  die 
Asymptoten  in's  Unendliche  ab,  weil  der  Mittelpunkt  ausser- 
halb der  Curve  liegt  und  die  unendlich  vielen  Lamellenbasen  zu- 
letzt die  Richtung  der  Asymptote  annehmen.  Alle  ihnen  ent> 
sprechenden  Segmente  aber  suromiren  sich  zur  endlichen  zwischen 
den  Asymptoten  liegenden  Strecke.  Etwas  Weniges  vorgreifend 
machen  wir  hier  darauf  aufmerksam, daes bei parabolischeuCurven 
diese  Segmente  weder  ab- noch  zunehmen  und  die  Belastung  daher 
eine  gleichförmige  wird. 

Um  die  Pressungen  und  Spannungen  im  Bogen  und  in  der 
Kette  unmittelbar  in  Grösse  und  Richtung  dem  Kräftepolygon  ent- 
nehmen zu  können ,  hat  man  die  Träger  der  Kräftesegmente  nur 
in  die  Richtung  der  Kräfte  zubringen,  um  ein  richtig  orientirtes 
Kräftepolygon  zu  erhalten.  Zur  Bestimmung  der  Lage  des  Poles 
musB  die  Richtung  von  wenigstens  2  Strahlen  bekannt  sein.  In 
Fig.  138  wurde  er  durch  den  Schnitt  der  3  Strahlen,  welche  mit 
der  Scheiteltangente  und  den  beiden  Asymptoten  parallel  laufen, 
bestimmt;  in  Fig.  137  durch  den  Schnitt  der  Strahlen,  welche  mit 
der  Scheiteltangente,  mit  der  Tangente  an  dem  Punkt  (23)  oder 
mit  dem  (23)  coujugtrten  Durchmesser  und  mit  dem  Durchmesser 
(23)  parallel  laufen;  der  Schnittpunkt  dieses  letztem  mit  dem 
■  Kräftepolygon  wird  im  Segment  1 1  durch  den  Schnitt  des  conja- 
girten  Durchmessers  mit  der  Scheiteltangente  bestimmt.  Die 
lAnge  eines  jeden  Strahles  giebt  nun  die  Spannung  oder  Pressung 
im  entsprechenden  Bogenelement  gleicher  Richtung  an. 

Um  auch  noch  die  in  der  Richtung  der  Scheiteltangente  ge- 
messene Poldistanz  k  (Fig.  137)  direet  zu  erhalten,  bemerken  wir, 
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da88  das  Dreieck,  welches  dieselbe  mit  irgend  einem  Strahl  (23) 
2.  B.  mit  dem  Trtl^r  der  Kräfte  bildet,  dem  Dreieck  Ahnlicb  int, 
welches  der  mit  der  Richtung  der  Ki^fte  parallel  laufende  Durch- 
messer a,  der  zum  Strahl  parallele,  also  dem  entsprechenden 
Durchmesser  (2  3)  conjugirte  Durchmesser  und  das  Stück-/  der 
Scheiteltangeote  bilden,  ähnlich  ist;  wird  daher  die  Strecke  / 
gleich  a  gemacht,  so  muss  auch  A  gleich  der  entsprechenden 
Strecke  (3456),  also  auch  gleich  der  Strecke  sein,  welche  der 
conjugirte  Durchmesser  (hier  23)  auf  der  Scheiteltangente  ab- 
schneidet Werden  also  vom  Scheitelpunkt  aus  die  Längen  a  und 
h,  in  entgegengesetzter  Richtung  bei  der  Ellipse,  in  gleicher  Rich- 
tung bei  der  Hyperbel  aufgetragen,  so  liegen  ihre  Endpunkte  auf 
conjugirten  Durchmessern.  Die  directe  (Tonstruction  dieser  beiden 
Durchmesser  fuhrt  wohl  jederzeit  am  schnellsten  zur  Poldistanz  h, 
und  sie  wurde  Fig.  137  nur  deshalb  nicht  ausgeführt,  weil  sie  Über 
den  Rahmen  der  kleineu  Figur  hinausgefallen  wäre. 

Daraus,  dass  die  Endpunkte  der  Strecken  a  und  k  auf  der 
Seh  eitel  tangente  dem  Involutorischen  Punktsystem  angehören, 
welches  durch  den  Schnitt  aller  conjugirten  Durchmesser  mit  der 
Scheiteltangente  entsteht  und  in  dem  daher  der  Scheitel,  von  dem 
aus  a  und  A  aufgetragen  wurden,  dem  unendlich  fernen  Punkt 
conjugirt  ist,  kann  noch  weiter  geschlossen  werden,  dass  das  Pro- 
dnot  ah  constant  sei.  Bei  der  Ellipse,  wo  a  und  h  in  entgegen- 
gesetzten  Richtungen  aufgetragen  werden  und  daher  das  Punkt- 
system keine  Ordnungspunkte  hat,  ist  dieses  Product  negativ. 
Bei  der  Hyperbel  dagegen,  wo  a  und  h  in  gleichem  Sinn  aufge- 
tragen werden  und  wo  die  Schnitte  der  Asymptoten  mit  dem  Träger 
der  Kräftesegmente  die  Ordnungspunkte  bestimmen,  ist  ah  gleich 
dem  Quadrat  der  Entfernung  dieser  Punkte  vom  Scheitel.    ■ 

Bei  der  Hyperbel  kann  man  daher  auch  sagen :  das  Quadrat 
des  halben  (endlich  begrenzten)  Kräftetrilgers  ist  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  a  und  h.  Eine  hieraus  abgeleitete  Construction 
ist  Fig.  13S  eingezeichnet,  allein  sie  ist  weitläufiger  als  die  weiter 
oben  angegebene  Construction ;  dasselbe  wäre  auch  der  Fall,  wenn 
man  bei  der  Ellipse  die  mittlere  Proportionale  irgend  zweier  con- 
jugirten Strecken  und  aus  diesen  dann  h  bestimmen  wollte. 

Schliesslich  erinnern  wir  noch,  dass  je  zwei  Tangenten  sich, 
als  äussere  Polygonseiten,  auf  der  Mittellinie  des  Belastungs- 
druckes  aller  zwischen  ihren  Berührungspunkten  vertheilten  Lasten 
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Bchneiden.  Der  Schnitt  der  Taageote  bei  2  3  mit  der  Scheitel- 
taiigeiite67,  liegt  auf  derMittellinie  des  Druckes  (Verticalen  durch 
den  Schwerpunkt) ,  den  die  Lamellen  »wischen  2  3  und  6  7,  also 
die  Lamellen  3456  (345  bei  der  Hyperbel)  ausüben.  Die  Tan- 
gente •bei  (S3)  ist  nar  in  Fig.  137  angedeutet. 

In  der  Praxis  sind  diese  Uruokcurven  wichtig,  weil  sie  zeigen, 
wie  Gewülbe  belastet  werden  roilsateD,  damit  ihre  St&t«1inie  eine 
Curve  zweiter  Ordnung  werde.  Da  die  meisten  Gewölbe  die  Form 
eines  Kreises  oder  einer  Ellipse  erhalten,  so  haben  wir  Taf.  9, 
gezeigt,  wie  die  Belastungscurven  sich  bei  einem  elliptischen  Oe- 
wJJlbe  ändern,  wenn  die  BelaatungshSfae  Ag  im  Scheitel  geändert 
wird.  Der  Allgemeinheit  wegen  beBtinimen  wir  diese  Belastung 
(Taf.  9,)  fUr  eine  halbe  Ellipse,  die  Über  einem  beliebigen,  der 
Richtung  der  Kräfte,  d.  h.  hier  der  Verticalen  conjugirten  Durch- 
messer steht  Die  Belastung  dachten  wir  uns  durch  Verticallinien 
in  eine  Zahl  gleichbreiter  Lamellen  getheilt,  deren  Mittellinien 
aufgetragen  wurden. 

Wir  haben  die  erste  Belastungscurrel  dadurch  erbalten,  da^ 
wir  aaf  die  Parallele  P  zur  Scheiteltangente  die  Lamellengreazen 
von  0  aus  projicirt,  nnd  die  erhaltenen  Strecken  Über  den  treffen- 
den Bogen  als  LamellnnhOheD  aufgetragen  haben ;  indem  man  P 
parallel  zu  sich  selbst  und  dem  znr  Richtung  der  Belastung  coa- 
jugirten  Durchmesser  verschiebt,  erhält  man  die  übrigen  Be- 
lastungsbSben.  Taf.  9|  wurden  die  Belastungscurreo  für  die 
2-,  4-,  6-,  8-,  10-,  12-  und  23fache  Belastung  einfach  dadurch 
constmirt,  dass  die  Segmente  von  P  eben  so  viele  Haie  nach  ein- 
ander aufgetragen  wurden. 

Ausser  dem  schon  Aber  die  Form  der  Belastungscnnren  Ge- 
sagte» machen  wir  noch  darauf  aufmerksam,  dass  für  die  Be- 
lastungscurven  mit  kleiner  Hohe  imSchlusssteine  dieCurvenl — 10 
auf  Taf.  9|,  bei  dem  Schluss  in  dem  gleichen  Sinne  wie  die  Ellipse, 
bei  den  Widerlagern  aber,  in  entgegengesetztem  Sinne  gekrümmt 
sind.  Zwischen  den  in  entgegengesetztem  Sinne  gekrümmten 
Curventfaeilen  liegen  natürlicher  Weise  die  Inflectionspunkte.  Hit 
wachsender  Belastung  nähern  sich  diese  Inflectionspunkte  dem 
Scheitel ,  und  der  Krümmungshalbmesser  des  Curvenstücks  zwi- 
schen denselben  wird  immer  grosser. ' 

Wird  die  BelaslungshOhe  im  Scheitel  =  */>  ^^^  verticalen 
KUipsenaxe,  so  fallen  laut  Nr.  77  S.  399  die  Inflectionspunkte  im 
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Scheitel  zuBamnien ,  der  ErttntinaiigshalbmeBBer  daaelbet  wird  un- 
endlicb  gross.  Vier  Punkte  fallen  dann  zusammen  und  die  Cuire 
scheint  dort  auf  einer  ziemlichen  Strecke  geradlinig  zu  sein. 
Dieses  Verhältniss  wird  durch  die  Curve  12  dargeatetlt. 

Die  Geometrie  als  solche  hat  natürlich  kein  Mittel ,  um  zum 
ZahleDTerhSitiiiss  Vs  ^^  gelangen ;  wir  kennen  daher  hier  nur  auf 
die  aDalytische  Ableitung  von  Nr.  77  verweiaea. 

Um  zur  Anschauung  zu  bringen,  welche  Form  ein  freitragen- 
der elliptischer  Bogen,  z.  fi.  ein  Strebebogen,  haben  mllsse,  haben 
wir  den  Raum  zwischen  der  Ellipse  und  dem  Bogen  1  schraffirt; 
man  sieht,  dass  diese  schraffirte  Figur  so  ziemlich  der  Form 
gleicht,  welche  die  alten  Architekten  ihren  Strebebogen  gaben; 
die  Thflrmchen,  die  immer  Ober  die  Widerlager  gestellt  werden, 
entsprechen  ganz  den  unendlich  langen  Belastungshöhen  daselbst, 
Taf.  9,.  Jene  Baumeister  hatten  also  ein  vollkommen  richtigeB 
Gefühl  von  der  Form ,  die  sie  ihren  Bogen  aus  StabilitätsgrUnden 
geben  mussten. 

So  viel  uns  bekannt  ist,  war  Herr  Prof.  Bauei-nfeind  in  Mün- 
chen der  erste,  der  im  IV.  Bande  der  Stuttgarter  Eieenbahnzeitung 
1S46,  Nr.  34,  S.  29»  die  Gleichung  der  Belaatungscunren  fttr 
Kegelschnitte  aufgestellt  hat. 


79.  Der  unendlich  ferne  Punkt  einer  Parabel  als  Pol 
des  einen  FolygonB. 

Wir  Tereinigeo  die  Ellipse  und  Hyperbel  zur  Parabel ,  indem 
wir  mit  dem  Mittelpunkt  der  Curre  in  derRiehtnng  derKrSfte  in's 
Unendliche  rUcken. 

Hierbei  rerweilen  wir  einen  Moment  im  Mittelpunkt  der  Erde, 
bloss  um  zu  conatatiren,  dass  alle  gleichförmig  belasteten  Gewölbe 
und  Ketten  als  Ellipsen  und  Hyperbeln  betrachtet  werden  kOnnen, 
deren  Mittelpunkte  mit  dem  Mittelpunkt  der  Erde  zusammenfallen. 

Denken  wir  uns  nun,  dieser  liege  im  Unendlichen,  so  werden 
diese  Curren  Parabeln,  durch  deren  unendlich  fernen  Punkt  gleich- 
zeitig die  Richtung  aller  Kräfte  gebt.  Der  StrahlenbOscbel  der- 
selben liegt  daher  perepectiTisch  mit  der  Curve,  es  gilt  also  alles 
in  Nr.  75  S.  292  Gesagte ;  da  endlich  auch  die  unendlich  ferne 
Gerade  eine  Tangente  der  Curve  wird,  so  werden  alle  überhaupt 
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TorkommendeD  eioffirmigeQ  projecti  vi  sehen  Gebilde,  deren  bis 
jetzt  Erwähnung  geschah,  ähnlich,  weil  in  allen  der  unendlich 
ferne  Punkt  oder  die  unendlich  feroe  Tangente  der  Curve  ent- 
sprechende Elemente  bestimmt. 

Insbesondere  also  sind  ähnlich : 
Der  Parallelstrahlenbtlschel ,  welcher  in  der  Richtung  der  Kräfte 

(des  unendlich  fernen  Pols)  die  einzelnen  Parabelpunkte  pro- 

jicirt; 
Die  Segmente ,  in  welche  die  Tangenten  an  diesen  Punkten  jede 

andere  Tangente  thetleo ; 
Die  Segmente,  in  welche  die  Gerade  des  Kräftepolygons  Tom 

StrahlenbllBchel  des  Kräftepols  getbeilt  wird,  dessen  einzelne 

Strahlen  mit  jenen  Tangenten  parallel  laufen. 

Die  Parabel  des  Kräftepolygons  hat  man  sich  jetzt  als  auf 
zwei  parallele  Gerade  reducirt  vorzustellen,  von  denen  eine  darcb 
den  Pol  der  Kräfte  geht,  weil  dieser  Jetzt  perspectiviscb ,  also  in 
der  Curve  selbst  liegt.  Der  Nr.  78  S,  300  gegebene  Beweis  ist 
jetzt  nicht  mehr  gtlltig,  weil  in  den  Gebilden  aöoa,  b  mit  oo  zu- 
sammeufällt,  mithin  wird  ab  gleich  aco,  d.  h.  die  Entfernung  je 
zweier  Gurvenpunkto  wird,  parallel  zur  Richtung  der  Kräfte  ge- 
messen, gleich  der  Poldistanz. 

Aus  derÄehnlichkeit  des  durch  die  Curvenpunkte  bestimmten 
ParallelstrahlenbUschels  und  der  Segmente  des  Kräftepolygons 
folgt  noch,  dasB,  wenn  erstere  äquidistant  sind,  auch  die  einzel- 
nen Kräftesegmente  gleich  sein  müssen  (vergleiche  Nr.  77  S.  299); 
die  Belastung  aller  in  der  Richtung  irgend  einer  geraden 
Linie  gemessenen,  gleicb  langen  Strecken  ist  demnach  auch 
gleich  gross,  die  Parabel  erscheint  daher  als  die  Curve  der  gleich- 
massigen  Belastung. 

Der  Scbnitt  Irgend  zweier  Parabeltangenten  liegt  immer  in 
der  Mitte  zwischen  den  Durchmessero  ihrer  Berllhmngspnnkte; 
denn  betrachtet  man  diese  beiden  Durchmesser  als  Seiten  eioea 
einer  Curve  zweiter  Ordnung  ein  beschriebenen  Dreiecks,  so  siod 
sie  durch  die  Tangente  ihres  Schnittpunktes  hier  die  unendlich 
ferne  Gerade,  und  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Itbrigen 
Tangenten  harmonisch  getrennt.  Der  Hitteldruck  einer 
gleichniässig  belasteten  Strecke  gehtdaher  Immer 
durch  ihre  Mitte.  Hieraus  folgt  auch  noch,  dass  das  Aehn- 
liebkeitsverhältnisfl  /.wischen  den  geraden  Gebildeu,  welche  durch 
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den  Schnitt  aller  Tangenteo  und  den  ParaUelstrableDbUschel 
aller  ihrer  Berührungspunkte  mit  irgend  einer  Tangente  entsteht, 
gleich  1 :2  ist. 

Hat  man  Fig.  139  (Ins  Seilpolygon  einer  gleichförmigen  Be- 
lastung mit  Hülfe  des  Kräftepol;gous  construirl,  indem  mau  die 

Fig.  13a. 


mit  Pfeilen  angedeuteten  Kräfte  123  in  der  Mitte  der  oben  ge- 
xeichneteD  Belaatungsstreoken  und  dann  das  Kräftepolygon  links 
am  Ende  einee  Horizontalschubs  oder  einer  Poldistanz  H',  den- 
selben Strecken  proportional  annahm:  so  schneiden  sich  alle 
Keilpolygonseiten  als  Parabeltangenten  in  ähnlichen  Gebilden. 
Da  das  Eräftepolygon  den  fortlaufenden  Belastungestrecken  pro- 
portional, und  diese  doppelt  so  gross  als  die  Scheitelstrecken  sind, 
und  gerade  so  gross  als  wie  die  Strecken  der  Leitlinie ,  siehe  die 
Fi8:nr,  so  ist  aach  das  Eräftepolygon  den  Punktgebildeu  ähDÜcb, 
io  welchen  sich  alle  Tangenten  gegenseitig  schneiden.  Da  femer 
die  Strahlen,  welche  vom  Brennpunkt^  aus  die  Schnitte  einer 
Tangente  mit  allen  andern  projiciren,  mit  allen  diesen  letzteren, 
d.  b.  mit  den  Seilpolygonseiten,  die  mit  den  Strahlen  0Ai*  parallel 
laufen,  gleiche  Winkel  bilden ,  so  sind  die  StrahlenbUsohel  F  und 
O  congnient;  die  Strahlen  der  Büschel  0  und  F  bilden  constante 
Winkel  miteinander:    demnach    ist    das  Kräftepolygon 
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mit  aeinetn  Pol  0,  dem  Punktgebilde  irgend  einer 
Tangente  mit  dem  Brennpunkt  F  ähnlicfa,  nnd 
congruent  mit  einem  dieser  Gebilde. 

Dies  Verhältnisa  giebt  una  ein  Mittel ,  für  jedes  parabolische 
Seilpoljgon  leicht  den  Brennpunkt  zu  coustruiren ;  man  braucht 
nur  eine  Parallele  zu  A  P  so  zu  ziehen ,  daas  die  Segmente 
1,  2,  3  zwischen  den  Strableu  0  gleich  den  entsprechenden  Seg- 
menten irgend  einer  Tangente  aind,  und  dann  von  irgend  einem 
Theilpunkt  ausgehend  den  Winkel  F  (1  2)  3  gleich  dem  Winkel 
0(12)3,  und  die  Strecken /•  (1 2)  der  Strecke  0  (12)  gleich  zu 
machen,  so  wird  F  der  gesuchte  Brennpunkt  sein.  Hiermit  sind 
auch  alle  andern  Gonstructionselemente  gegeben. 

Hat  itaan  hieftlr  insbesondere  den  Strahl  nach  dem  Berührungs- 
punkt der  treSeaden  Tangente  gewählt,  wie  es  Fig.  139  geschah, 
80  dass  der  entsprechende  Strahl  im  Eräftepolygon  parallel  mit 
der  Tangente  läuft;  betrachtet  man  diese  alsAbscissenaxe,  und  die 
Richtungslinie  der  Kräfte  als  Ordinatenaxe ,  ao  wird  laut  Nr.  77 
S.  299  die  Gleichung  der  Parabel: 

x'  =  2— y  =  ip'x 
sein. 

—  ^j/  ist  aber  nichts  anderes,  als  die  doppelte  Entfernung 

des  BerUhrungspunktea  vom  Brennpunkte,  die  wir  soeben  cod- 
stmirt  haben,  denn  man  hat  im  Kräftepolygon,  siehe  Fig.  139 : 
H  pAa> 

ip'  iAx  ' 

woraus  p'  ^  —  folgt;  was  mit  dem  geometriBchen  Satz  tlberein- 

P 
stimmt,  dass  allgemein  in  der  Parabelgleicbung  auch  fllr  schief- 
winkelige Coordinatenaxen ,  die  Entfernung  des  Scheitels  vom 
Brennpunkt,  selbst  wenn  diese  Entfernung  nicht  in  der  Ase  liegt, 
gleich  dem  halben  Parameter  sei. 

In  Pig.  139  wurde  die  Tangente  an  den  Axenscheitel  gezogen, 
und  die  anliegenden  Tangeutensegmente  mit  1  bezeichnet,  diese 
Segmente  wurden  auf  allen  Tangenten  von  F  aus  unter  dem  glei- 
chen Winkel  projicirt.  Bezeichnet  man  diesen  Winkel  mit  r,  so 
ist  dies  auch  der  Winkel,  den  die  als  Kräftepolygon  markirte  Tan- 
gente mit  der  Scheiteltangente  bildet,  und  es  ist  offenbar: 
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—  =  n  C08  *t. 
P 
EbeDBO  erhält  man  die  Länge  der  Normalen: 
H 


p  cos 


.  —  p-  COB  I 


Alle  diese  Verhältnisse  sind  in  der  Figur  berrorgeboben. 


80.  Der  Erflmmnngslialbmesser  der  Seilpolygone  paral- 
leler Krtfte. 

Von  der  BestimniuDg  dieees  KrUmmungHbalbmesaere  kaDD 
natürlich  nur  dann  die  Rede  Bein,  wenn  keine  concentrirten ,  son- 
dern Dur  Tertheilte  Belastungen  vorkommen. 

Errichtet  man  Fig.  140  in  den  Berührungspunkten  oder  in  den 
Lamellengrenzea  sehr  nahe  aufeinander  folgender  Seiipolygon- 

Fig.  uo. 


selten  zwei  Perpendikel,  so  kann  der  Schnitt  derselben  als  der 
KrQtninungsmittelpunkt  des  Seilpolygons  für  die  treffende  Stelle 
betrachtet  werden.  Ist  ^x  die  Absciasendifferenz  der  beiden  Be- 
rtlbrungspunkte,  p  die  Belastung  pro  Längeneinheit,  soist^iA^ 
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die  in  der  Mitte  der  Laraelle  wirkende  Kraft.  Zieht  man  Jetzt 
durch  den  einen  der  beiden  Berührungspunkte  eine  Senkrechte 
zur  Hichtung  der  Kräfte,  so  ist  das  Dreieck,  welches  die  zwei  auf- 
einander folgende  Normaleo  mit  derselben  bilden,  deni  Dreieck 
ähnlich,  das  die  auf  jenen  Normalen  senkrecht  stehenden  Strahlen 
des  Kräftepolygons  mit  der  Belastung /M.t',  siebe  Fig.  140,  des 
entsprechenden  Curvenelemcntes  bilden.  Nun  ist,  wenn  mit  i  der 
Winkel  zwischen  dem  Curvenelement  und  den  in  der  Kegel  hori- 
zontalen Normalen  zu  den  Kräften  bezeichnet  wird,  die  Länge 

eines  dieser  Strahlen  = ■,  und  die  Länge  der  oben  erwähn- 

C08  T 

ten  Horizontalen  =     -      ,   was  ein  Blick  auf  die  Figur  zeigt. 
COS  »  , 

Die  Länge  der  Normalen  aber  ist  gleich  dem  gesuchten  Krfim- 

mungshalbmesser  r,  wenn  sie  zusammenfallen,  man  bat  daher: 


Diese  Ableitung  ist  übrigens  identisch  mit  der  allgemein  Ablieben 

geometrischen  Ableitung  der  Länge  des  Krümmungshalbmessers. 

Dieser  Krümmungshalbmesser  lässt  sich  nun  auch  sehr  leicht 

cooBtruiren.    Trägt  man  auf  einer  Verticalen,  einer  Parallelen  zu 

den  Kräften  durch  den  Curvenpunkt  von  diesem  aus  die  Länge  — 
auf,  so  schneidet,  siehe  Fig.  140,  eine  Horizontale  durch  den  End- 
punkt von  —    auf    dem  Krümmungshalbmesser  r    die    LKnge 

ah.  Eine  Antiparallele  (Nr.  3  S.  15),  die  senkrecht  auf  /■ 

p  cos  T 

steht,  schneidet  auf  der  Verticalen —-  und  endlich  eine  Ho- 

p  cos  ^T 

rizontale  durch  den  Endpunkt  der-letzten  Länge  auf  r  den  Krüm- 
mungshalbmesser   ,      ab. 

//  cos  ^t 

Für  die  Tangente,  welche  auf  der  Richtungslinie  der  Kr&fte 
senkrecht  steht,  ist  t  =^  0"  und  cos  i  =  1,  demnach : 
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-  =  r  oder  H  =  pt: 
P  '^ 

Dieses  Verbältniss  hat  Ur.  Prof.  Baaemfemd  in  dem  schuD 
Seite  306  vitirten  Aufsatz  dasu  benutzt,  um  appraximativ  die  Ge- 
wölbstärken  zu  betitimineD. 

Ist  die  Belastung p  eine  gleichfüimige,  so  ist  -  - constant,  dag 

SeilpolygoD  also  eine  Parabel.    In  diesem  Fall  ist,  wie  ein  Blick 
auf  Fig.  139  S.  307  zeigt,  der  KrUmmungsbalbnieaeer : 

l>  cos  3»  cos  'r         cos  t 

Und  mit  derjenigen  der  drei  Grössen   -  -  ,  w ,  />',   die  man  gerade 

unter  der  Hand  bat,  kann  der  Krümmungshalbmesser  construirt 
werden,  wie  es  in  der  Figur  geschab. 

Ist  die  Belastung  der  Länge  des  Seiles  selbst  proportional,  so 

ist  p  =   ---  ,  wenn  man  mit  p,  die  Belastung  im  Scheitel  be- 
'^       cos  t  ^'  " 

zeichnet,  und  man  hat  dann  r  = 

tion  vereinfacht  sich  in  diesem  Fall  noch  etwas,  indem  man  das 

coDstante  -  -  sogleich  auf  ran  der  Stelle  auftragen  kann,  wo  frllher 

H        " 

— aufgetragen  wurde ;  zwei  Reductionslinien  genUgendann, 

umaufderaelbeDLinie-       — ,  d. h. den KrttmmuninhalbmeBBer  zu 
Pt  cos  F  ° 

erhalten.     In  diesem  Fall  ist  die  Curre  eine  Kettenlinie,  die  wir 

noch  später  werden  kennen  lernen. 

Nachdem  wir  die  Erttmmungsmittelpunkte  zeichnen  können, 
sind  wir  auch  im  Stande,  für  ein  beliebiges  Belastungsgesetz  die 
Evolute  des  Seilpulygons  zu  construiren,  welche  mit  ihren  Spitzen 
die  EigenthOmlicbkeiten  des  Seiipolygons  oder  vielmehr  der 
Drucklinie  besser  zur  Anschauung  bringt  als  diese  selbst. 

Taf.9)  haben  wir  die  Drucklinie  eines  hatbkreisförmigen  Ge- 
wölbes mit  geradlinigerhorizontalerBelastungBliniemit  ihrer  Evo* 
lute  gezeichnet.  Die  Belastung  denken  wir  uns  durch  Vertical- 
linien  in  Lamellen  zerlegt,  deren  Mittellinien  punktirt  wurden. 
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Die  aneinander  gereihten  halben  Längen  dieser  Mittellinien 
bilden  das  Kräftepolygon  P'.  Da  die  NonnalUnien ,  die  wir  zur 
DarBtellung  der  Evolute  ziehen  rnttasen ,  länger  als  die  Corven- 
elemente  der  Druekünien  Bind,  und  parallele  Linien  genauer  aU 
senkrechte  gezogen  werden  können :  haben  wir  dae  Eräftepolygon 
um  einen  Viertelskreie  gedreht,  sodass  die  Gurrenelemente  senk- 
recht auf  den  ihnen  entsprechenden  Strahlen  stehen,  die  Normal- 
linien aber  parallel  mit  ihnen  laufen.  Der  Horizontalschub  ß 
wurde  durch  Probiren  so  bestimmt,  dass  die  Drncklime  die  obere 
horizontale  Begrenzungslinie  im  Scheitel  und  die  untere  kreis- 
förmige zwischen  den  Strahlen  23  und  24  berUhreo  würde,  wenn 
erstere  in  das  GewSlbe  hinein  gezeichnet  worden  wäre;  der  Deut- 
lichkeit wegen  aber  wurde  sie  so  weit  vertical  und  parallel  mit 
sich  selbst  Terachoben,  bis  sie  ganit  aus  dem  Giewölbe  heraus- 
getreten war. 

Indem  jetzt  bei  dem  Ziehen  Jeder  einzelnen  Druckpoljgon- 
seite  gleichzeitig  auch  die  Normale  parallel  mit  dem  entsprechen- 
den Strahl  des  Kräftepolygons  HP'  bis  zur  vorausgehenden  Nor- 
malen und  theilweise  weiter  gezogen  wurden,  erhielt  man  die  Figur 
Taf.  9,.  Man  ersieht  aus  derselben,  dass  die  Evolute  zwei  RBck- 
kehrpunkte  bei  A  und  bei  B  haben  kann ;  ^  ist  ein  Rflckkehrpunkt, 
weil  sieb  rechts  Alles  gerade  wie  links  wiederholt.  Im  Seheitel  ist 
der  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  ein  relatives  Maximum,  eio 
absolutes  Minimum  ist  er  in  dem  der  Spitze  B  entsprechenden 
Punkt  12—13,  und  von  dort  wächst  er  bis  in's  Unendliche. 

Die  Brechungspunkte  des  Oewölbes  liegen  da,  wo  die  Nor- 
malen der  Laibungen  des  Gewßlbes  und  die  derDrucklinie  dessel- 
ben zusammenfallen.  So  wie  Taf.  9^  die  relative  Lage  des  Ge- 
wjjlbea  und  derDnieklinie  gezeichnet  ist,  gehen  durch  den  Hittel- 
punkt 0  des  Gewölbes  drei  Tangenten  an  die  Evolute,  nämlich  die 
Normalen  0;  12,  13  und  18,  19.  Bei  der  ersten  und  letzten  ist  die 
Evolute  am  weitesten  vom  Gewßlbekreis  entfernt,  bei  der  mittel- 
sten steht  sie  ihm  am  nächsten.  Es  hat  nun  durchaus  keine 
Schwierigkeit,  sich  das  Verhältniss  in  der  wahren  Lage  derDruck- 
linie  vorzustellen.  Rücken  wir  z.  B.  das  Gewölbe  in  seine  wahre 
Lage  so  herunter,  dass  die  horizontale  Belastungsliuie  den  Scheitel 
der  Dmcklinie  berührt,  so  kommt  der  Hittelpunkt  der  innem  Lai- 
bung  nach  0'  herunter.  Durch  diesen  Punkt  k^n  man  die  drei 
Normalen  bei  0,  bei  4, 5  und  bei  23,  24  auf  die  Drucklinie  ziehen. 
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Im  erstea  Punkt  steht  dieDruckImie  der  Sussei-n  horizontalen  Be- 
grenzungBfläche  am  nächsten,  weil  aus  dem  Punkt  cc ,  dem  Mittel- 
punkt der  geraden  BegreuzusgBliuie,  nur  eine  einzige  Normale  an 
die  Drucklinie  gezogen  werden  kann.  Dasselbe  findet  auch  noch 
statt,  solange  der  ErUmmungsmittelpunkt  der  äussern  Wölbfläche 
unter  den  Punkt  A  hinunterfällt.  Ist  die  äussere  Laibung  mit  der 
ionem  conceatriach,  eo  steht  die  Dnicklinie  jener  bei  dem  Punkt 
45  am  nächsten,  und  der  äussere  obere  Brecbungspunkt  fällt  nicht 
mit  dem  Scheitel  zusammen.  Dasselbe  findet  Überhaupt  nur  statt, 
wenn  der  Krflmmungsmittelpunkt  der  äussern  Laibung  zwischen  A 
und  C  ßült,  denn  nur  durch  einen  Punkt  dieser  Strecke  kKnnen 
zwei  von  der  Verticallinie  verschiedene  Normalen  an  die  Druck- 
linie  gezogen  werden:  weil  der  Schnittpunkt  der  Normalen  mit 
der  Verticallinie  die  Strecke  ACA-xi  beschreibt,  während  die 
Normale  selbst  die  Evolute  beschreibt,  sodass  nur  die  Punkte  der 
Strecke  ^C  zweimal  bestrieben  werden.  In  23,24  liegt  der  untere 
Brecbungspunkt. 


81.  Allgemeine  reciproke  Beziehungen  zwischen  dem 
Seil-  und  dem  KrSftepolygon. 

Die  bisher  besprochenen  reciprokcn  Beziehungen  zwischen 
dem  SeilpolygOD  und  dem  Kräftepolygoa  sind  ohne  aus  der  Ebene 
herauszutreten  abgeleitet  worden ;  will  man  aber  diese  Polygone 
als  Projectionen  räumlicher  Linienzttge  betrachten,  so  können 
diese  Linienzöge  jederzeit  als  reciproke  Gebilde  eines  Nullaystems 
aufgefasBt  werden.  Dies  wurde  zuerst  nacbgewiesen  durch  Prof. 
Clerk  SiaanDcU  in  den  Phüosophical  Magazine  1864  S.  250,  und 
weiter  ausgebildet  durch  Cremona  in  seinem  Bchönen  Werkchen: 
„Le  figare  reciproche  nella  Statica  Grafica,  Milano  Bemardoni 
1872".     Hier  folgen  wir  vorzugsweise  diesem  letztem. 

Wir  nehmen  in  einem  NuUsytem  einen  räumlichen  Lioienzug 
13  3,  Fig.  140,  an  und  schneiden  ihn  durch  eine  Ebene  N\  der 
Schnitt  wird  ein  Polygou  sein ,  durch  dessen  Ecken  die  einzelnen 
Linien  des  Zuges  gehen.  Die  reciproke  Figur  141  wird  wieder 
au8  einem  Linienzug  bestehen  und  aus  Strahlen ,  welche  dessen 
Ecken  aus  dem  der  Ebene  N  entsprechenden  und  in  ihr  liegenden 
Nullpunkt  0  projiciren.    Projicirt  man  nun  diese  beiden  räum- 
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lichcD  Gebilde  aus  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Centralaxe 
auf  irgend  eine  Ebene,  so  erhält  man  (siehe  die  Figuren)  zwei  Po- 
lygone, weJche  im  Verliältnisa  von  Seil-  und  Kräftepolygon  zu 
einander  stehen,  lu  beideu  Polygonen  wurden  die  Polygonseiten 
durch  stärkere  Linien  hervorgehoben. 

In  Mullsystemen  werden  entsprechende  Linien  durch  Parallel- 
ebenen aus  dem  unendlich  fernen  Punkt  der  Centralaxe  prujicirt, 
daher  laufen  die  Projectionen  des  Linienzuges  Fig.  141  mit  denen 
des  Zuges  von  Fig.  142  parallel.  Wir  betrachten  diese  Projectionen 


Ki«.  Ul 


Fig.  14t  als  Richtungslinien  von  Kräften  in  einer  Ebene  und  die 
Projection  von  Fig.  142  als  das  entsprechende  Kräftepolygon. 
Fasst  man  weiter  die  Projection  des  Schuittpolygons  in  der 
Ebene  iVals  ein  äeilpolygon  auf,  das  diese  Kräfte  mit  einander 
verbindet,  so  sind  die  Projectionen  der  entsprechenden  Strshlen 
des  BllBchels  0  die  Spannungen  in  diesen  Seilpolygonseiten,  denn 
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isie  gehen  alle  durch  den  Ful  0'  und  laufen  mit  den  äeilpulygon- 
Seiten  parallel.  ' 

Eb  ist  auch  klar,  dass  man  zu  je  einem  äeil-  und  KräTte- 
pulygou  in  einer  Ebene  unendlich  viele  reciproke  LinienzUge 
zeichnen  kann.  Man  kann  zunächst  die  Ebene  ^Vganz  willkttilich 
aDoehaien  und  erhält  durch  l'rojection  des  Seilpolygona  und  des 
Poles  O'  auf  sie  die  DarchstoBapunkte  der  einzelnen  Linien  des 
üuges  in  Fig.  141,  und  den  Pol  0  in  Fig.  142.  In  dieser  letztem 
Figur  sind  nun  ebenfalls  die  Durcbstosspunkte  2',  3'  des  Kräfte- 
polygons mit  der  Ebene  N  gegeben,  denn  sie  liegen  auf  den 
Strahlen,  welche  von  0  aus  die  entsprechenden  Durcbstosspunkte 
der  Figur  141  projicirea;  diese  Strahlen  sind  Leitlinien  des 
t^yalems,  weil  sie  in  der  Nullebene  liegend  durch  den  Nullpunkt 
gehen.  Da  sich  also  diese  Strahlen  und  die  treffenden  Linien  des 
Zuges  schneiden,  so  sind  auch  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  0' 
in  der  Projection  mit  den  Kräftepolygonseiten  diu  Projectionen 
dieser Darchstosspunkte,  man  braucht  »ie  daher  nur  rückwärts  auf 
die  Strahlen  0  zu  projiciren,  um  diese  Durchstosspunkte  zu  erhal- 
ten. Nachdem  so  alle  Durcbstosspunkte  in  den  Fig.  141  und  142 
gegeben  oder  conetruirt  sind,  kann  man  noch  einen  Punkt  des 
Linienxugfls  auf  dem  Mantel  des  Projectionsprismas  der  Kräfte 
willkürlich  wählen;  er  bestimmt  durch  seine  Verbindung  mit  dem 
entsprechenden  Durehstoaspunkt  eine  Linie  des  Zuges;  die  Ver- 
bindung der  Schnitte  dieser  Linien  und  der  Kanten  der  nächsten 
Prismenseite  mit  den  entsprechenden  Durchetosspunkten  geben 
zwei  weitere  Zuglinien ,  n.  s.  t  bis  zur  ersten  und  letzten  Zag- 
linie. 

Die  Projection  der  VerbiodungBlinien  der  Punkte  Ol  mit  34 
in  Fig.  142  ist  die  Mittelkraft  123  im  Kräftepolygon;  ihr  ent- 
spricht die  Schnittlinie  der  Ebenen  Ol  und  34  in  Fig.  141  (wo 
auch  die  Constructiou  dieser  Schnittlinie  angedeutet  ist),  sie  geht 
durch  den  Schnitt  der  äussersten  Seilpolygonseiten.  Also  gebt  die 
Hittelkraft  einer  beliebigen  Zahl  von  Kräften,  die  durch  ein  Seil- 
polygon mit  einander  verbunden  sind,  durch  den  Schnitt  der 
äuBsersten  Polygonseiten. 

Nimmt  mau  123  in  Fig.  141  und  142  in  entgegengesetztem 
Sinn,  so  sind  die  Kräfte  im  Gleichgewicht  und  die  Polygone  er- 
scheinen geschlossen.  Kräfte,  die  im  Gleichgewicht  sind,  geben 
geschlossene  Seil-  und  Kräftepolygone. 
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Vertauaeht  man  in  Fig.  142,  vomPunktOl  ausgehend,  die 
Beibenfolge  in  der  Addition  der  eiozelneo  Linien  des  Zuges,  so 
gelangt  man  laut  Nr.  38  S.  163  immer  zu  dem  gleichen  Endpunkt 
34.  In  Fig.  141  sind  demnach  die  erste  und  die  letzte  Ebene  Ol 
und  3  4,  also  auch  ihre  Schnittlinie  mit  ihrer  Projection,  unver- 
ändert geblieben.  Die  Mittelkraft  einer  beliebigen  Anzahl  Eiilfte 
ist  von  der  Reihenfolge  ihrer  Zusammensetzung  unabhängig,  sie 
ist  da»  Resultat  einer  Addition. 

Aendert  man  die  Ebene  iV  mit  ihrem  Nullpunkt,  so  erbftlt 
man  in  der  Projection  einen  andern  Pol  0',  des  Kt^ftepolygons 
und  ein  anderes  Seilpolygon.  Je  zwei  Polygonseiten  der  Schnitt- 
ebenen  N  und  iV,  schneiden  sich  ,  denn  sie  liegen  in  der  gleichen 
Ebene  zweier  aufeinandei'folgeDder  Seiten  des  Zuges;  ibr  Schnitt 
kann  daher  nur  in  dem  Schnitt  der  beiden  Ebenen  JVN,  liegen. 
Da  dies  vom  Schnitt  je  zweier  entsprechenden  Folygonseiten  gilt, 
so  folgt,  dass  alle  diese  Schnitte  in  einer  geraden  Linie  liegen; 
in  der  Projection  werden  sie  daher  auch  auf  einer  geraden  Linie 
liegen,  woraus  der  Nr.  46  S.  176  bewiesene  Satz  folgt:  dass  die 
entsprechenden  Seiten  zweier  Seilpolygone ,  welche  dieselbe 
Reibenfolge  von  Kräften  mit  einander  verbinden ,  sich  auf  einer 
geraden  Linie  schneiden.  Auch  versteht  es  sich  von  selbst,  dass 
diese  Schnittlinie  und  die  ihr  entsprechende  Verbindungslinie  der 
beiden  Pole  im  Kräftepolygon  nichts  anderes  ist,  als  wie  die  Mit- 
telkraft der  in  irgend  zwei  Seilpolygonen  wirkenden  Kräfte,  von 
denen  die  eine  negativ  zu  nehmen  ist. 

Einer  unendlich  fernen  Geraden  entspricht  im  Nullsystem 
eine  zur  Centralaxe  parallele  Gerade ;  bewegt  sieh  also  die  Ebene 
N  parallel  zu  sich  selbst ,  so  wird  ihr  Nullpunkt  0  eine  Parallele 
zur  Centralaxe  beschreiben;  da  aber  aus  dem  unendlich  fernen 
Punkt  der  Centralaxe  projicirt  wird,  so  wird  die  Projection  des 
Linienzuges  von  Fig.  141  S.314,  also  das  Kräftepolygon  sich  nicht 
ändern.  Die  Seilpolygon  selten  aber  werden  alle  mit  einander 
parallel  laufen,  weil  sie  sich  im  Unendlichen  schneiden.  Auf  diese 
Welse  erhält  man  alle  Seilpolygone,  die  mit  einem  und  demselben 
Kräftepolygon  construirt  werden  kfinnen.  Die  Mittelkraft  der  in 
zwei  entsprechenden  Scilpolygonseiten  wirkenden  gleichen  Kräfte, 
von  denen  die  eine  negativ  zu  nehmen  ist,  ist  fHr  alle  Kräfte  eine 
und  dieselbe  unendlich  ferne  Kraft,  ein  und  dasselbe  Moment. 
Mit  Htllfe  des  Nullsystems  konnten  hier  alle  auf  den  gegeo- 
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seitigenZuBammenhang  bezQglichen Eigenscbaften  deaKr&fte-  and 
Sflilpolygone  einfach  und  leicht  entwickelt  werden,  und  man 
könnte  diese  Beweise  an  die  Stelle  der  Nrn.  41,  42,  44,  45  und 
46  setzen,  wenn  das  Veretänduigs  des  NullsTtems  Überall 
vorausgesetzt  werden  dürfte.  In  coDstructiver  Beziehung  leistet 
es  jedoch  keine  Dienste,  indem,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Poly- 
gone erst  gezeichnet  sein  mflssen ,  um  einen  im  Nullsystem  mdg- 
licben  Linienzug  zu  erhalten;  immerbin  haben  Betrachtungen,  die 
sich  an  das  NuUsystem  knfipfen,  zur  cycliscben  Reihenfolge  in  der 
Zusammensetzung  der  Kräfte  geftlhrt,  welche  an  einem  Facbwerk 
wirken,  und  diese  Reihenfolge  fUhrt  zu  den  bei  Weitem  schönsten 
und  elegantesten  Figuren ,  wie  wir  in  der  nächsten  Nummer  zei- 
gen wollen. 


8S.  Fachwerke  mit  conetanter,  gonBt  aber  beliebiger 
Belastimg. 

Es  sei  Taf.  10,  ein  Facbwerk,  an  dessen  Knotenpunkten  be- 
liebige coDstante  Kräfte  wirken.  Auf  die  yerachiedenen  Arten 
von  Fachwerken  werden  wir  später  zurückkommen,  bemerken  aber, 
dass  die  Conetrnctionen  Max-wclCs  und  Cremona's,  die  wir  jetzt  er- 
läutenr  wollen,  nur  dann  möglieh  sind,  wenn  die  Kräfte  auf  Kno- 
tenpunkte wirken,  die  auf  einem,  alle  Constructionstheile  umfan- 
genden Rande  liegen.  Femer  mUssen  die  Kräfte  im  Gleichgewicht 
sein ;  sind  daher  0 1  2 ...  7  die  gegebenen  Kräfte ,  so  mttssen  diese 
erst  zusammengesetzt,  und  dann  nach  den  Richtungen  der  Wider- 
lagerreactionen  A  und  B  zerlegt  werden,  siehe  Nr.  55  S.  199.  Jetzt 
ist  erst  ein  neues  geschlossenes  Kiäftepolygon  zu  construiren  in 
der  Reihenfolge  .^1357  06420.^,  wo  dem  Druckbogen  die 
ungeraden,  dem  Spannbogen  die  geraden  Ziffern  so  zugewiesen 
wurden,  dass  die  FUllungsglieder  einen  fortlaufend  numerirten 
Zug  bilden.  Mittelst  dieses  kann  man  ein  beliebiges  Seilpolygon 
and  dann  nach  den  Regeln  der  vorigen  Nrn.  einen  räumlich  ge- 
schlosseneD  Linienzug  der  Kräfte  analog  Fig.  140  construiren, 
und  auf  diesen  die  Knotenpunkte  des  Facbwerks  projiciren ;  wer- 
den dann  die  im  Fachwerk  verbundenen  Punkte  auch  auf  dem 
Linienzug  mit  einander  verbunden ,  so  erhält  man  »in  Vielfach, 
das  aus  so  vielen  Flächen  besteht,  als  das  Fachwerk  Fächer  be- 
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sitzt,  und  daB  ringsum  von  der  developpabelc  ringförmigen  Fläche 
deB  Linienzugee  begrenzt  ist.  Vergleicht  man  diese  Figur  mit 
Fig.  140,  so  erscheint  die  jetzt  geechloBsene  ringförmige  develop- 
pable  Fläche  nicht  mehr  durch  die  Ebene  N,  Bondern  durch  das 
Vielflach  begrenzt,  das  dem  Fachwerk  entspricht. 

Wir  construiren  nun  im  Nullsystem  das  reciproke  Gebilde. 
£b  besteht,  vergleiche  Fig.  141,  aus  dem  geschlosseoen ,  nicht 
ebenen  Liaienzug  der  Kräfte;  an  die  Stelle  des  Poles  0  aber  tritt 
ein  Vieleck,  das  so  viele  Ecken  hat,  als  das  in  Fig.  140  den  Kno- 
tenpunkten entsprechende  Vielflach  Flächen  hatte,  und  an  die 
Stelle  der  Projectionsstrahlen  von  0  treten  die  den  Strecken  des 
Druck-  und  Spannbogene  entsprechenden  Linien.  Jedem  Knoten- 
punkt des  Fachwerks  entspricht  ein  ebenes  Vieleck  von  bo  viel 
Seifen,  als  im  Knotenpunkt  Constructioostheile  und  Kräfte  zu- 
sammentreffen. 

Die  Projection  Taf.  10^  dieses  Gebildes  ist  nun  der  gesuchte 
Kräfteplan.  Er  besteht  aua  dem  mit  starken  Linien  ausgezogenen 
geschlossenen  Zug  der  Kräfte,  die  einzelnen  Linien  dessetben  tra- 
gen die  Nrn.  der  Kräfte;  aus  den  Eckpunkten,  welche  den  Flächen 
des  durch  die  Füllungsglieder  gebildeten  Vielflachs  entspreebea. 
Jedem  Fttllungsglied,  Taf.  lOi,  alB  Schnittlinie  zweier  aufeinander 
folgenden  Flächen  des  Vielfiacha  entspricht  Taf.  lOg  die  Verbin- 
dungsUnie  zweier  aufeinander  folgenden  Ecken  des  Vielecks. 
Diese  Ecken  erscheinen  daher  ebenfalls  durch  einen  fortlanfenden 
Linienzng  mit  einander  verbunden ,  der  dem  Zug  der  Füllungs- 
glieder entspricht.  Den  einzelnen  Strecken  des  Zug-  und  Druck- 
baums, welche  zwei  gerade  oder  ungerade  Ecken  des  Zuges  der 
Füllungsglieder  mit  einander  verbinden,  entsprechen  die  Tren- 
nuDgslinien  der  Flächen,  welche  jedem  dieser  Eckpunkte  ent- 
sprechen ,  und  welche  zwischen  den  Linienzflgen  der  FUlluugs- 
linien  und  der  Kräfte  liegen. 

Jedem  Fach  Taf.  I0|  des  FachwerkB,  als  Fläche  betrachtet, 
entspricht  Taf.  10,  ein  Eckpunkt  des  Zuges  der  Fflilangsglieder, 
den  Eckpunkten  des  Kräftezugee  dieser  Figur  entspricht  Taf.  lOi 
ein  Dreieck,  das  aus  einer  Strecke  des  Zug-  oder  Druckbauma  und 
den  beiden  anstossenden  Kräften  besteht;  also  ein  Dreieck ,  das 
die  Projection  eines  Elementes  der  developpabeln  Fläche  ist  Da 
alle  diese  Flächen  Dreiecke  sind,  bo  schneiden  sich  in  jedem  Eck- 
punkt der  Taf.  10^  nur  drei  Linien,  nämlich  eine  Bogenstrecke 
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UDd  zwei  ftussere  Kräfte,  oder  zweier  in  den  Ftlllungsgliedero 
wirkenden  Kiäfte.  Die  zwei  Kr&fte  tragen  die  Zeichen  der  Kno- 
tenpunkte, welche  die  Bogenstrecke  Taf.  10|  verbindet,  und  die 
Ecke  dea  Linienzuges  liegt  dieser  Strecke  gegenüber.  Hit  Aus- 
nähme  der  ersten  und  letzten  Strecke  /tO  und  1B  liegt  die  Nr. 
des  Linieozugea  zwischen  den  der  beiden  Krftfte.  Mittelst  dieser 
Anhaltspunkte  lassen  sich  also  leicht  die  zusammengehörigeD  Bo- 
geastrecken  finden. 

Jedem  Knotenpunkt  der  Taf.  10)  entspricht  in  Taf.  lOg  ein 
geschlossenes  Polygon  von  so  viel  Seiten,  als  im  Knotenpunkt 
CoDstnictionsÜieile  und  Kräfte  zusammentreffen.  Jede  Kraft 
erscheint  nur  als  Seite  eines  dieser  Polygone,  dagegen  jeder  Con- 
stnictionstbeil  als  Seite  zweier  Polygone;  hinsichtlich  des  durch 
den  Sinn  der  Kraft  bestimmten  Sinnes  der  Folygonfläche  wird  der 
Constructionstheil  beidemal  in  entgegengesetztem  Sinn  umfahren, 
nämlich  die  Bogenstrecken  trennen  zwei  aufeinander  folgende 
Kräfte  gleichen  Sinnes ,  sie  kBnnen  daher  bezüglich  der  beiden 
Kräfte  nicht  den  gleichen  Sinn  haben;  der  Zug  der  FUllungs- 
glieder  ist  fUr  alle  Polygone,  welche  auf  den  Kräften  stehen,  die 
dem  gleichen  Bogen  angehSren,  in  gleichem  Sinn  befahren,  da- 
gegen in  entgegengesetztem  für  die,  welche  dem  andern  Bogen 
angeboren. 

Betrachtet  nuui  daher  alle  diese  Polygone  als  die  der  Kräfte, 
welche  auf  den  treffenden  Knotenpunkt  wirken,  so  sind  diese 
Krl^  an  jedem  Knotenpunkt  im  Gleichgewicht,  weil  alle  Poly- 
gone geschlossen  sind.  Ist  demnach  das  Fachwerk  so  constroirt, 
daas  den  änsaeren  Kräften  nur  durch  ein  System  innerer  Kiilfte 
das  Gleichgewicht  gehalten  werden  kann,  so  ist  Taf.  lOj  der 
Krilfteplan  dieses  Syatema;  und  jeder  einzelne  Constructionstheil 
hat  ein^h  den  zwei  an  seinen  Endpunkten  wirkenden,  entgegen- 
gesetzt gleichen  Kräften  zu  widerstehen.  Auf  Taf.  10|  wurden 
die  Kraftlinien  derjenigen  Constnictionstheile,  welche  rückwirkend 
in  Anspruch  genommen  sind,  durch  einen  Schattenstrich ,  den  ge- 
spreizten Querschnitt  darstellend,  ausgezeichnet. 

Summirt  man  die  Flächen  aller  Polygone,  welche  dasGIeich- 
gewicht  an  den  Knotenpunkten  darstellen,  so  fallen  die  sämmt- 
licben  Linien ,  welche  den  Gonstructionstheilen  entsprechen ,  als 
Grenzlinien  aus,  weil  sie  in  entgegengesetztem  Sinn  befahren  sind, 
die  Fläebensumme  der  Polygone  ist  daher  gleich  der  Fläche  des 
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geschlossenen  Kräftepolygons.  Dieser  Satz  ist  noch  einlench- 
tender,  wenn  mau  sieb  die  FlSche  durch  ein  einfaches  Planimeter, 
Fig.  76  und  77  S.  125,  bestrichen  denktj  der  eine  Stift  beBchreibt 
denLinienzug  derFUUangsglieder  einmal  hin  und  einmal  her,  um 
in  seine  urBprUngliche  Lage  zurUckzakommen,  die  bestrichene 
Fläche  ist  =  0 ,  der  andere  Stift  umfährt  dabei  das  gescbloBsene 
Kräftepolygon. 

Führt  man  durch  ein  Facbwerk  irgend  einen  Schnitt,  so  wird 
das  Gleichgewicht  auf  keiner  Seite  des  Schnittes  gestOrt,  wenn 
man  an  den  darchschnittenen  GoDstructionatheilen  die  in  ihnen 
wirkenden  Pressungen  und  Spannungen  anbringt :  denn  geechiebt 
es,  so  sind  alle  Kräfte  im  Gleichgewicht,  welche  au  den  Knoten- 
punkten wirken,  und  auf  den  gesehnitteneD  Constructiongtheilen 
sitzen.  Läset  der  Schnitt  eine  Zahl  im  Krfiftepolygon  aufeinander 
folgender  Krilfte  auf  einer,  die  übrigen  auf  der  andern  Seite,  so 
wird  dies  Gleichgewicht  ebenfalls  durch  TaS.  lOj  bestätigt;  näm- 
lich die  Endpunkte  des  Kräftezuges  der  auf  einer  Seite  liegenden 
Kräfte  können  durch  den  Zug  der  g^chnitteneo  Conatruetions- 
theile  mit  einander  verbunden  werden ,  und  bilden  dann  ein  ge- 
schlossenes Polygon.  Fttr  den  Taf.  lOi  angedeuteten  Schnitt  wird 
z.  B.  in  Taf.  lO^  das  Gleichgewicht  dargestellt :  durch  das  FUl- 
luDgsglied  34,  durch  die  beiden  anstosaenden  Spann-  und  Drnck- 
bogenstrecken  35  und  24,  endlich  durch  den  Kräftezug  20^13 
oder  5  7  /f  6  4 ,  je  nachdem  man  das  Oleichgewieht  auf  der  rechten 
oder  auf  der  linken  Seite  des  Schnittes  in's  Auge  fttsst  Hat  man 
wie  im  vorliegenden  Fall  nur  drei  Constructionstheile  geschnitten, 
so  kann  man  auch  zur  Controle  die  in  ihnen  wirkenden  Kräfte 
dtrect  nach  Nr.  56  bestimmen. 

Wie  aus  dem  Obigen  hervorgeht,  ist  es  durchaus  nicht  noth- 
wendig,  zur  Gonstruction  der  Figuren  Taf,  lOjg  auf  das  Nullsystem 
zurückzugreifen;  imGegentheil,  es  muss  das  Seilpolygon  erst  con- 
struirt  werden,  um  den  ihm  entsprechenden  i-äumlichen  Linienzug 
zu  erhalten ,  und  die  beiden  Polygone  unterscheiden  sich  von  ge- 
wöhnlichen Kräfte-  und  Seilpolygonen  nur  durch  die  Reihenfolge 
der  zusammenzusetzenden  Kräfte,  die  so  einzig  scböne  Krftftepläne 
lieferi.  Einen  Nacbtheil  aber  bat  diese  Keihenfolge,  es  muss  erst 
iaiB  Gleichgewicht  der  äussern  Kräfte  durch  ein  besonderes  Seil- 
.  und  Kräftepolygon  hergestellt  werden,  wozu  die  von  Cremona  in 
seine  Figuren  eingezeichnete   und  einem   bestimmteD   Pol  ent- 
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sprecheaden  Seilpolygone  .nicht  dienen  können ,  weil  von  vorn 
herein  die  in  den  Kräftezug  einzuschaltenden  Widerlagerreactionen 
nicht  bekannt  sind.  Im  Allgemeinen  wird  man  daher  entweder 
zwei  KräftepolygoDe  zeichnen  oder  so  construiren  mlt8Ben,'wie  es 
auf  Taf.  16  der  ersten  Ausgabe  dieses  Werkes  geschah.  In  allen 
Fällen  aber,  wo  die  äussern  Kräfte  von  vorn  herein  bekannt  sind, 
giebt  es  keine  schönere  und  zweekmäasigere  Disposition  der 
Kräftepolygone.  Wir  werden  sie  daher  ausschliesslich  im  Laufe 
dieses  Werkes  zur  Bestimmung  der  vom  Eigengewicht  nicht  sym- 
metriseber  Pachwerke  herrührenden  inneren  Kräfte,  oder  auch  fllr 
die  krahif&rtigen  Constructionen  benutzen,  und  geben  Taf.  10 
noch  aU  Beispiele  einige  derartige  Kräftepläne,  die  mit  Ans- 
nähme  des  fauii'echen  Trägere  ebenfalls  der  Crentona'schen 
Schrift  entnommen  sind. 

Taf.  10j4  ist  der  Kräfteplan  eines  PauWichea  IVägers.  Die 
vertical  aufwärts  wirkenden  Widerlagerreactioneu  A  und  B  sind 
gleich  dem,  als  bekannt  vorauszusetzendcD  halben  Trägergewichte, 
mit  der  Kräfte  beginnend  wurden  von  deren  obern  Endpunkte  ab 
die  Belastungen  des  Spannbogens  0  2  4 .,  1  2 ,  dann  B  und  schliess- 
lich die  des  Druckbogens  IS'll  9 ...  1  aufgetragen,  da  nur  verticale 
Belastungen  angenommen  wurden,  so  klappt  das  geschlossene 
Kräftepolygou  zu  einer  geraden  Linie  zusammen.  Durch  die 
Trennungspankte  der  Kräfte  werden  Parallelünien  zu  den  ent- 
sprechenden Bngenstrecken  geführt,  und  dann  bei  1  oder.  13  be- 
ginnend, die  Bogenkräfte  durch  den  Linieuzug  1...13,  dessen 
Strecken  mit  den  treffenden  Gonstnictionstheilen  parallel  laufen, 
abgeschnitten.  In  der  Zeichnung  wurden  die  Belastungen  des 
Spannbogens  und  die  des  Druckbogens  verschieden  gross  ange- 
nommen, wäre  das  nicht  geschehen,  so  hätte  man  verschwindend 
kleine  Kräfte  in  den  Fullungsgliedem  erhalten.  In  Fachwerken 
wie  in  dem  vorliegenden  sind  in  der  Regel  Gegenbänder  in  den 
Fächern  vorhanden;  bei  der  Disposition  der  Figuren  Taf.  10, i 
giebt  die  eine  Hälfte  der  Zeichnungen  die  Kräfte,  welche  in  der 
einen  Schaar,  und  die  andere  Hälfte  giebt  die  Kräfte ,  welche  in 
der  andere  Schaar  wirken. 

Taf.  10g s  ist  der  Kräfteplan  eines  Hängwerks,  es  unter- 
scheidet eich  vom  Ptru/i'sohen  Träger  nur  durch  die  symmetrische 
Disposition  der  Fulluagsglieder  und  der  Mittelpfosten.  Die  aus- 
geführten Constructionen  bedürfen  keiner  weitern  Erläuterung. 
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Taf.  10,g  iBt  der  Eräfteplan  einer. versteiften  Kette.  Die  in 
den  äussersten  Kettengliedern  wirkenden  SpannuDgen  AB  ergeben 
sich  dadnreh,  dass  ihre  verticale  Seitenkraft  gleich  der  halben 
Summe  aller  Belastungen  sein  muae ;  sind  sie  dem  entsprechend 
bestimmt,  Bo  kann  das  Kräftepolygon  construirt  werden ,  das  im 
vorliegenden  Fall  ein  verschlungenes  Viereck  ist,  und  hierauf,  wie 
in  den  frllberen  Beispielen  die  in  den  Constructionstheilen  wir- 
kenden Kräfte. 

Noch  einfacher  ist  der  Kräfteplan  des  Krahnen  Taf.  l%to-  Das 
Kräftepolygon  besteht  nur  aus  der  nicht  geachlosBenen  Vertical- 
linie  der  Belastungen.  Von  der  an  der  Spitze  0  wirkeAiden  Kraft 
ausgehend,  können  alle  Kräfte  construirt  werden,  käme  der  Boden 
nicht,  so  konnte  man  dieees  krahnartige  Fachwerk  in  das  Unend- 
liche fortspinnen.  Das  Kräftepolygon  kann  mit  den  Mittelkräften 
der  auf  dem  Boden  aufsitzenden  Gonstructionstheile  geachloasen 
werden. 
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Erstes  Kapitel. 
Parallele  Kräfte. 

83.  Zusammen  setznug  zweier  paralleler  Ki^fte. 

Mittelst  der  UomeDte  kSnnen  wir  bereits  schon  parallele 
Kräfte  zusaminenBetzen ;  in  der  Praxis  aber  werden  sie  am  zweck- 
mäsBigsten  mit  Hfllfe  eines  Seilpolygons  zusammengesetzt.  In 
diesem  Kapitel  sollen  nun  die  praktischsten  Methoden  auf  einige 
häufig  vorkommende  F&lle  angewendet  werden. 

Um  zwei  Kräfte  /*  und  ^  (Fig.  143),  die  in  den  parallelen 
Bichtungen  ^A  und  C/>  wirken,  zusammenzusetzen,  vertausche 

•  Fig.  143. 


■f ' 


1 


'""M 


man  zur  Constructioii  ihrer  Mittelkraft  ihre  Bichtungen,  und  trage 
mit  Berücksichtigung  des  Zeichens  Q  in  AB  und  P  in  CD  auf,  so 
geht  die  Mittelkraft  durch  den  Schnitt  0  der  beiden  Linien  BC 
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und  Dj4  ,  welche  die  vier  Punkte  in  der  Art  zu  eioem  Viereck 
ABCD  ergänzen ,  dasa  deaaen  Umfang  yon  den  Kräften  P  und  Q 
in  demselben  Sinn  umfahren  wird. 

Um  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  einzuseben,  bat  man  nur  die 
Kraft  Q  mittelst  der  Parallelen  BE  zu  AD  in  der  Art  auf  ihre  ur- 
sprüngliche Richtung  CD  nach  DE  zu  projiciren ,  dasa  sich  dort 
die  P  und  Q  mit  BevUckaichtigung  des  Sinnes  zu  CE  addireo. 
Dann  kann  man  OCDE  als  ein  Kräftepolygon  und  A,  BEB,  als 
das  entsprechende  Seilpolygon  betrachten ,  dessen  Mittelseite  BE 
mit  OD  parallel  läuft,  und  dessen  äussere  Seiten  sich  in  0  schnei- 
den, also  ist  0  ein  Punkt  der  gesuchten  Mittelkraft.  Die  GrOsse 
der  Mittelkraft  ist  gleich  P  -^  Q  oder  gleich  CE. 

Aus  der  Figur  143  und  aus  der  Aehnlicbkeit  der  beiden 
Dreiecke  OAB  und  OCD  geht  ferner  hervor,  dass  die  Richtung 
der  Mittelkraft  zweier  paralleler  Kräfte  mit  der  der  Kräfte  selbst 
Übereinstimmt,  zwischen  die  Richtungen  derselben  fällt,  wenn 
beide  in  gleichem  Sinne  (bezüglich  der  unendlich  fernen  Geraden) 
dagegen  jenseits  dieser  Richtungen  und  zwar  auf  die  Seite  der 
grössern  Kraft  (hier  P,  deren  Richtung  mit  AB  zusammenfällt) 
fällt,  wenn  sie  im  entgegengesetzten  Sinne  wirken  und  dass  end- 
lich das  Verhältniss  der  Entfernung  der  beiden  Kräfte  P  und  Q 
von  0  also 

OB         AO  _  j^ 
0C~  DO  q 

gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  beiden  Kräfte  =  -^  ist. 

Dieser  letztere  Satz  geht  auch  aus  den  Lehren  von  den  Mo- 
menten, wonach  Pp  ^  Qq  sein  muss,  hervor. 

Die  häufig  vorkommende  reciproke  Aufgabe,  eine  in  Richtung 
und  Grösse  gegebene  Kraft  in  zwei  parallele  Seitenkilifte  zu  zer- 
legen, die  nacb  gegebenen  Richtungen  wirken,  ist  in  obiger 
Fig.  142  ebenfalls  gelöst.  Durch  einen  Punkt  0  der  Mittelkraft 
ziehe  man  zwei  Strahlen  OC  und  OE  nach  der  auf  der  einen  der 
beiden  gegebenen  Richtungen  aufgetragenen  und  zu  zerlegenden 
Kraft  CE.  Zieht  man  dann  durch  0  einen  Strabl  OD  parallel  zur 
Linie  BE,  welche  die  Schnittpunkte  der  beiden  Strahlen  mit  den 
gegebenen  Richtungen  der  Seitenkräfte  verbindet,  so  theill  dieser 
Strabl  in  D  die  gegebene  Mittelkraft  CE  mit  Berücksichtigung  des 
Sinnes  in  die  beiden  Seitenkräfte  CD  und  DE. 
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Braucht  man  nicht  beide  Seitenkräfte  P  und  Q,  sondern  nur 
die  eine  derselben,  Q  z.  B.,  daa  in  der  Kicbtung  CD  wirkt  (in  der 
wir  P  aufgetragen  haben),  so  erhält  man  sie  unmittelbar  als  Seg- 
ment der  Verticallinie  zwischen  0  und  BE.  Dass  dicBe  Länge 
gleich /)£  gleich  Q  sei,  geht  ans  dem  ParallelismuB  der  Linien 
OD  und  BE  hervor. 


84.  ZDBammensetzDDg  mehrerer  paralleler  Kräfte  in 
der  Ebene. 

Sind  mehr  ala  zwei  Kräfte  in  einer  Ebene  zusammenzusetzen, 
so  ist  es  am  zweckmäsBigBten ,  das  Seilpolygon  regelmässig  zu 
coDstruiren,  was  auch  schon  bei  zwei  Kräften  vortheilhaft  ist,  wenn 
man  ihrer  Momente  bedarf.  Da  parallele  Kräfte  sich  erst  in  un- 
endlicher Ferne  schneiden,  so  kann  man  natürlich  die  erst«  der 
Kräfte  nicht  bis  zu  ihrem  Schnitt  mit  der  zweiten  verlängern  und 
als  Pol  im  Kräftepolygon  den  Anfang  der  ersten  Kraft  annehmen, 
sondern  es  muss  dieser  Pol  ausserhalb  der  geraden  Linie  ange- 
nommen .werden,  auf  die  sich  das KHlftepolygon  reducirt,  weil  die 
Richtungen  aller  Kräfte  zusammenfallen.  Jede  Parallele  zum  Strahl 
des  Anfange  der  ersten  Kraft  kann  dann  als  erste  Seilpolygonseite 
betrachtet  und  das  Seilpolygon  nach  den  früheren  Kegeln  con- 
struirt  werden. 

In  Fig.  144  und  145  (siebe  S.  328)  ist  eine  solche  Zusammen- 
setzung ausgeführt  worden.  Die  io  Fig.  145  aufgetragenen  4  Kräfte 
liegen  in  einer  geraden  Linie,  die  mit  dem  Pol  0  das  Kräfte- 
polygon bildet.  Im  Seilpolygon  (Fig.  144)  laufen  die  einzelnen 
Polygonseiten  mit  den  entsprechenden  Strahlen,  z,  B.  die  Seiten 
zwischen  2  und  3  mit  dem  Strahl  0  (2  3),  die  äuBsersten  Folygon- 
seiten  mit  den  äussersten  Strahlen  parallel. 

Durch  den  Schnitt  zweier  SSeilpolygonseiten  erhält  man  einen 
Punkt  der  Mittelkraft  der  zwischen  ihnen  wirkenden  Kräfte,  deren 
Richtung  und  GrösBe  durch  daa  Kräftepolygon  gegeben  ist  Häufig 
ist  die  Mittelkraft  der  1,  2,  3 . .  ersten  Kräfte  zu  bestimmen ,  dann 
gestaltet  sich  die  ConBtruction  wie  Fig.  144,  wo  diese  Mittelkräfte 
durch  (1 2)  (1 2  3)  (1 2  3  4)  angedeutet  sind. 

Wirken  die  4  Kräfte  an  einem  Balken  oder  an  einer  andern 
Construction  und  bandelt  es  sieb  darum,  den  Druck  auf  die  StUtz- 
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punkte  A  und  B  zu  bestimmen ,  so  hat  man  (nach  Nr.  83  S.  336 
Fig.  142,  vergleiche  auch  Nr.  55)  nur  die  Mittelkraft  (1234)  Id 


Fig.  U4. 

1'     !■     1'     l\ 


zwei  SeitenkrSfte  nach  den  Richtungen  A  und  B  zn  zerlegen. 
DieBB  geschieht,  indem  man  die  äussersten  Folygonseiten  bis  2U 
ihrem  Schnitt  mit  den  Parallelen  durch  A  und  B  verläogert, 
und  das  Polygon  durch  die  SehluBsHuie  AB  sohliesst  Der  ui 
AB  parallele  Strahl  0  (AB)  (Fig.  145)  im  Eräftepolygon  theilt  daiiQ 
die  Summe  (12  34)  in  die  zwei  Seitenkiilfte  A  und  B. 

Stellt  man  das  Gleichgewicht  dadurch  her,  dass  man  diese 
Seitenkräfte  in  umgekehrter  Richtung  wirken  läest,  wie  es  in 
Figur  145  durch  die  Pfeile  angedeutet  ist,  so  stellen  diese  KrSfte 
A  und  B  den  Gegendruck  der  Widerlager  dar;  wie  es  das  Gleich- 
gewicht verlangt,  ist  die  Summe  der  6  Kräfte  A12A4B  im 
Kräftepoljgon  =  0  und  das  Seilpolygon ,  in  welchem  die  Linie 
AB  jetzt  eine  Seite  zwischen  A  und  B  daratellt,  geschlossen 
{Nr.  53  S.  193). 

Bei  Brtlckenconstructiooen  ist  es  häufig  nothwendig,  die  Mit- 
telkraft aller  ausserhalb  eines  bestimmten  Querschnitts  ^i  z.  B. 
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wirkeadei)  Kräfte  zu  kennen ;  man  nennt  diese  Kräfte  scheerende, 
in  Bo  fem  man  sie  eich  in  dem  Querschnitt  Belbst  wirkend  denken 
kann.  Diese  Kräfte  Bind  im  vorliegenden  Fall  ^  und  1.  Durch 
Verlängerung  der  PolygooBeiten  ausserbalb  ^  und  auBBerbalb  1 
(Nr.  44  S.  172)  erhält  man  einen  Funkt  der  Richtungslinie  von 
(^  1)  und  das  KiSftepolygon  giebt  die  Summe  ^i  von  (^  I),  wie 
es  in  beiden  Polygonen  angedeutet  ist. 

Au8  der  Construction  geht  auch  hervor,  dass  die  Summe  der 
ausserhalb  des  Querschnittes  y^  wirkenden  Kräfte  durch  zwei 
Strahlen  des  Poles  0,  Fig.  145,  auf  der  Linie  der  Kräfte  ausge- 
schnitten wird,  die  parallel  mit  den  Polygonseiten  ausserhalb  der 
aufeinanderfolgenden  Kräfte  laufen.  Han  kann  daher  auch  ohne 
auf  das  Kräftepolygon,  Fig.  144,  zurückzugreifen,  direct  auf 
Fig.  144  die  zwischen  zwei  Polygonseiten  wirkenden  Kräfte  con- 
struirenj  es  werden  dieselben  auf  einer  Secante,  die  parallel  zu 
den  Kräften  in  der  Entfernung  H  vom  Schnitte  der  äussern  Poly- 
gonseiten geführt  wird,  ausgeschnitten.  —  Diese  Construction  ist 
für  die  Kräfte  23  in  Fig.  144  angedeutet.  Das  Dreieck  zwischen 
den  äusseren  Polygonseiten  12,34  und  der  stark  ausgezogenen 
Verticaleu  2  8  ist  congruent  mit  dem  entsprechenden  Dreieck  0 
(2  3)  des  KräftepolygoQB  Fig.  145. 

Femer  ist  auch  die  Summe  der  Segmente  y,] -{-y's  3,  Fig. 
144,  welche  zwei  Polygonseiten  auf  den  Verticalen  durch  die 
Widerlager  abschneiden,  den  zwischen  ihnen  wirkenden  Kräften 
2  ~|-  3  proportional ;  denn  zieht  man  durch  den  Schnitt  einer  Po- 
lygonseite mit  einer  Verticalen  eine  Parallele  zur  andern  Polygon- 
seite, so  bilden  diese  beiden  Linien  mit  der  Verticalen  durch  das 
andere  Widerlager,  deren  Segment  zwischen  ihnen  gleich 
y,3-)-y,3  ist,  ein  Dreieck,  das  dem  Kräftepolygon  ähnlich  ist;  und 
ihm  gleich  wird,  wenn  dessen  Poidistanz  gleich  der  Spannweite  2/ 
genommen  wird.    Man  hat  demnach : 

2/ 
ysi  +  y'i!  =  (2  +  3)  -^. 

Aus  dieser  Ableitung  geht  hervor,  dass  diese  Summe  sich  in 
eine  Differenz  verwandelt,  wenn  der  Schnitt  der  Polygonseiten 
ausserhalb  der  Oeffnung  liegt,  wie  es  z.  B.  bei  der  Schlusslinie 
der  Fall  ist. 

Hätte  man  die  Poldistanz  gleich  2/  genommen,  so  wäre,  wie 
schon  bemerkt  wurde,  die  Segmentensumme  einfach  gleich  der 
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Summe  der  zwischen  den  FolygonseiteD  wirkenden  Kräfte.  Ins- 
besondere schneiden  in  diesem  Fall  die  beiden  fiussersten  Polygon- 
Seiten  die  beiden  Widerlagerreactionen  je  auf  der  Verticalen  des 
andern  Widerlagers  ab,  denn  die  Segmente  zwischen  der  Schluss- 
linie und  der  einen  dieser  äussersten  Polygonseiten  sind  immer 
gleich  Null. 

Ist  die  Poldistanz  nicht  gerade  gleich  2  /,  aber  H  :  H,  dodi 
eine  runde  Verhältniaszahl ,  so  können  dennoch  die  Segment- 
summen  der  Widerlagerverticaleo  als  die  Reactionen  darstellend 
betrachtet  werden,  nur  hat  man  sie  auf  einem  in  jenem  Verhältnis« 
veränderten  Uaassstab  abzugreifen. 

Wir  machen  hier  darauf  aufmerksam,  dass,  wie  es  aus  der 
Figur  hervorgeht,  die  Summe  der  ausserhalb  eines  QuerBchnitts 
wirkenden  Krärte  mit  der  durch  den  Strahl  0  {AB)  im  Kräfte- 
polygon bezeichneten  Kraft,  hier  3,  ihr  Zeichen  wechselt.  Also 
die  Kräfte  {A 1  2)  und  {A 123)  haben  entgegengesetzte  Zeichen 
und  liegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Polygons.  Betrachtet 
man  die  Seblusslinie  ^Z>  als  Abscissenaxe,  so  liegt  in  3  der  Punkt, 
fUr  welchen  die  Ordinate  des  Seilpolygons  ein  Maximum  ist.  In 
diesem  Punkt  ist  die  Tangente  an  das  Seilpolygon  natürlich  pa- 
rallel zur  Schlusslinie,  die  Mittelkraft  der  ausserhalb  wirkenden 
Kräfte  ist  eine  unendlich  kleine  und  ferne  und  ist  gleich  0. 

Das  Seil-  und  Kräftepolygon,  wie  es  hier  in  Fig.  144  und  145 
gezeichnet  ist,  giebt  unmittelbar  die  Gleichgewichtsbedingungen 
eines  belasteten  Bogenhängewerks  (Fig.  146)  oder  einer  Ketten- 
brücke (Fig.  147).  Die  Strahlen  von  0  sind  die  Spannungen  in 
den  entsprechenden  Bogenetttcken  oder  Kettengliedern. 
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Der  ganz  allgemein  bewiesene  Satz ,  das»  die  Aenderung  in 
der  Keihenfölge  der  ZusammenBetzung  keinen  Einfluss  auf  das 
Endresultat  ansttbe,  gilt  naturlich  auch  von  parallelen  Kräften. 
Man  kann  daher  z.  B.  bei  Kräfteplänen  von  Brücken,  wie  wir  später 
sehen  werden,  zuerst  das  constante  Polygon  des  Eigengewichtes 
auftragen,  und  die  wechselnde  zufällige  Belastung  immer  nur  zu- 
letzt beifügen. 

Schliesslich  ist  zu  bemerken ,  dass  laut  Nr.  79  S.  3U5  diese 
Polygone  Parabeln  umhüllen ,  wenn  die  Belastungen  gleichmässig 
iu  irgend  einer  geraden- Richtung  gemessen  vertbeilt  sind. 


85.  Momente  paralleler  Krfifte  in  der  Lbene. 

Setzt  man  bei  Anwendung  der  in  Nr.  49  S.  185  entwickelten 
ConstructioD  zur  Bestimmang  des  Momentes  einer  beliebigen  Zahl 
aufeinander  folgender  paralleler  Kräfte  die  Länge  H  (Fig.  105 
S.  1S5),  das  heisst  die  Kraft  oder  den  Hebelarm,  auf  welchen  man 
alle  Momente  reduciren  will,  gleich  dem  senkrechten  Abstand  des 
Punktes  0  von  der  Bichtungslinic  der  Kräfte  im  Kräftepolygon, 
so  werden  die  beiden  zu  Q  und  zu  Qx  (Fig.  104)  parallelen  Linien 
Oj4  und  0^1  mit  der  Richtungslinie  der  Kräfte  und  mit  der  Ktoh- 
tung  der  Linie  h  -{-k^,  die  senkrecht  auf  H  steht,  zusammenfallen. 
Das  Maass  des  Momentes  h  -\-  h^  wird  gleich  dem  Segment  sein, 
das  die  Seilpolygonseiten  ausserhalb  der  gegebenen  Kräfte,  auf 
der  zu  ihnen  parallelen  Linie  abschneiden ,  in  Bezug  auf  welche 
das  Moment  bestimmt  werden  soll.  So  ist  z.  B.  Fig.  144  S.  328 
das  Moment  der  Kräfte  ^1  ^12  234 

in  Bezug  auf  die  Querschnitte  ^i      y^      yt 
gleich  den  Producten  y^  H  y^H  y^H 

wo  der  eine  Faktor,  jedoch  beliebig  welcher,  als  Kraft  und  der 
andere  als  Hebelarm  abgegriffen  werden  mnss.  Der  Drehnngs- 
sinn  der  Momente  kann  natürlich  immer  nur  der  Richtung  und 
Lage  der  Mittelkraft  bezüglich  dieses  Querschnittes  entnommen 
werden.  Es  bedarf  kaum  der  Erinnerung,  dass  dieses  Verfahren 
mit  der  Multiplieation  von  Nr.  4  S.  25  Taf.  3,  identisch  ist. 

Direct  kann  der  Satz  auch  bewiesen  werden,  indem  man  die 
in  den  beiden  äussersten  Seilpolygonseiten  wirkenden  Eräft«  in 
ihrem  Schnitt  mit  der  Verticaten  in  Bezug  auf  welche  das  Moment 
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bestimmt  werden  soll ,  io  den  Horizontalschub  H  und  io  eine  ver- 
ticale  Kraft  zerlegt;  das  Moment  der  beiden  letzteren  ist  gleich 
Null,  und  das  der  beiden  parallelen  H  gleich  HmtX  dem  Segment 
der  Verticalen. 

Sind  Momente  als  Kräfte  in  das  Seilpolygon  einzusohalten,  so 
ist  laut  Nr.  52  S.  191  die  Seilpolygonseite  um  so  viel  parallel  mit 
sich  selbst  zu  verschieben,  dass  ihre  Spannung  multiplicirt  mit 
ihrer  Distanz,  oder  was  bei  parallelen  Kräften  dasselbe  ist,  das 
Segment,  das  sie  auf  einer  Parallelen  zu  den  Kräften  abschneiden, 
multiplicirt  mit  der  Poldistanz  gleich  dem  einzuflechtenden  Mo- 
ment sei.    Es  geht  dies  aus  dem  Verhältniss; 


S:h~ 


der  beiden  ähnlichen  mit  diesen  Buchstaben  bezeichneten  Dreiecke 
Fig.  149  und  150  hervor,  wo  zwischen  die  Reactionen  der  Auf- 


lager und  die  äussersten  Seilpolygonseiten 
die  Momente  ^,'  und  $i  +  i  eingeschaltet 
wurden.  Es  kann  Fig.  14S  das  Stack  eines 
continuirlichen  Balkens  zwischen  dem  tund 
1  -{-  1  ten  Pfeiler  darstellen.  Das  Moment 
^,-  über  dem  i'ten  Pfeiler  wurde  negativ  (■ 

angenommen;  es  muss  daher  das  ~-  in 
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Fig.  149  SO  anfgctragen  werden,  dass  nach  der  Verschiebung  der 
ersten  Seilpolygonseite  S,  auf  der  die  Richtung  'der  Kraft  durch 
einen  Pfeil  angedeutet  ist,  sie  in  diesem  Sione  (■    um  einen 

ihrer  Punlite  drehe ;  — ^  ist  also  aufwärts  aufzutragen.  Das  Po- 
lygon wird  hierauf  bis  zum  Pfeiler  i  +  1  bei  S  gezeichnet  wie 
jedes  «ndere,  dort  aber  wird  das  Seilpolygon  um  eine  dem 
Moment  $,-.)- 1  entsprechende  Hßhe  $,.).i:A,  parallel  zu  den 
Kräften  gemessen ,  TersehobeD.  Bei  B  wurde ,  wie  die  Figur  148 
zeigt,  ein  positives  Moment  ■)  angenommen,  das  in  entgegenge- 
setztem Sinn,  als  wie  das  bei  ^  dreht,  die  letzte  Seilpolygonseite 
ist  daher  abwärts  zu  verschieben. 

Die  äusseraten  Polygonseilen  schneiden  die  Pfeilerreactionen 
bei  j4  und  B,  die  Verbindung  dieser  Punkte  giebt  daher  die 
Schlusslinie;  eine  Parallele  zu  denselben  durch  den  Pol  in 
Fig.  150  achneidet  auf  dem  Kräftepolygon  die  Pfeilerreactionen 
P,-  und  P,-^  I  aus. 

Alles,  was  in  der  vorigen  und  in  dieser  Nummer  von  dem 
Polygon  Fig.  144  S.  328  gesagt  wurde,  gilt  auch  von  diesem ;  fuhrt 
man  einen  Schnitt  durch  den  Balken,  so  sohneiden  sich  die 
äUBsersten  Polygonseiten  auf  der  Mittellinie  der  an  dem  abge- 
trennten Stflck  wirkenden  Kräfte,  und  auf  irgend  einer  Secante 
parallel  zu  den  Kräften  schneiden  die  geschnittenen  Folygonseiten 
Segmente  aus,  welche  mit  der  Poldistanz  multiplicirt  das  Moment 
der  abgetrennten  Kräfte  bezüglich  eines  Punktes  der  Secante 
geben.  In  Fig.  149  schneidet  das  Seilpolygon  zweimal  die 
SchluHsliuie.  Man  überzeugt  sieh  leicht,  dass  in  diesen  Punkten 
das  Moment  sein  Zeichen  ändert.  Es  gebt  daselbst  durch  0,  ohne 
dass  es  die  Kräfte  thun,  demnach  muss  es  sein  Zeichen  wechseln, 
und  fuhrt  man  Schnitte  rechts  und  links  von  dies6n  Punkten ,  so 
liegen  die  Mittellinien  der  ausserhalb  dieser  Schnitt«  wirkenden 
Kräfte  zwischen  den  Schnitten,  sie  drehen  daher  in  entgegen- 
gesetztem Sinne,  wenn  die  Kraft  innerhalb  derSchnitte  ihrZeiehen 
Dicht  gewechselt  hat  Umgekehrt  darf  man  auch  schliessen:  damit 
ein  Moment  sein  Zeichen  wechsle,  muss  es  di'rch  0  gehen,  weil 
unendlich  grosse  Momente  bei  Constructionen  unzulässig  sind.  Da 
nun  auch  Flächen,  siehe  Fig.  76  S.  125,  nur  dann  ihr  Zeichen 
wechseln,  wenn  ihr  Umfang  zwischen  der  positiven  und  negativen 
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Fläche  sich  kreuzt,  so  kann  man  von  Polygonen  paralleler  Kräfte, 
die  im  Gleichgewicht  sind,  allgemein  sagen : 

Trennt  man  einen  Theil  geschlossener  Seil- 
polygone, welche  im  Gleichgewicht  befindliche 
parallele  Kräfte  mit  einander  verbinden,  durch 
Schnitte  parallel  zu  den  Kräften  ab:  so  istdasMo- 
ment  der  abgetrennten  Kräfte  bezüglich  Rieses 
Schnittes  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  die 
durchschnittene  Fläche  des  geschlosseiten  Seil- 
polygons positiv  oder  negativ  von  einem  Stifte 
umfahren  wUrde,  der  dem  Seilpolygon  in  der  Rich- 
tung der  in  ihnen  wirkenden  Kräfte  folgte.  Fflr 
Punkte  ausserhalb  des  Schnittes  hat  das  Moment 
dasselbe  oder  entgegengesetzte  Zeichen,  je  nach- 
dem dieserPunkt  aufderselben  oder  der  entgegen- 
gesetzten Seite  der  Mittelkraft  der  abgetrennten 
Kräfte,  d.  h.  der  Parallelen  durch  den  Schnitt  der 
geschnittenen  Polygonseiten,  liegt. 

In  diesem  Sinne  kann  man  die  Fläche  eines  geschlossenen 
Seilpolygons  paralleler  Kräfte  eine  Momentenfläehe  nennen. 
Von  Seilpolygonseiten  im  Allgemeinen  gelten  diese  Sätze  nicht, 
weil  die  Sichtung  der  Mittelkraft  veränderlich  ist. 

Sind  die  Kräfte,  welche  in  Fig.  149  zusammengesetzt  wurden, 
solche,  die  an  einem  Balken,  Fig.  148,  im  Gleichgewicht  sind ,  so 
wird  die  Biegung  des  Balkens,  den  wir  uns  vorher  gerade  dachten, 
immer  mit  dem  Sinn  des  Momentes  oder  der  Momentenfläehe  im 
Einklang  sein.  Theiten  des  Polygons ,  die  Über  der  Schiusslinie 
liegen,  entsprechen  Balkenstrecken,  die  abwärts  gebogen  sind,  und 
umgekehrt,  wie  die  Figuren  es  andeuten.  Den  Punkten ,  in  wel- 
chen die  Momente  gleich  0  sind,  entsprechen  daher  Balkenquer- 
schnitte, auf  deren  beiden  Seiten  die  Balken  in  entgegengesetztem 
Sinn  gebogen  sind ;  in  diesen  Querschnitten  selbst  findet  gar  keine 
Biegung  statt. 

Diese  Punkte  heissen  Inflectionspunkte;  in  ihnen 
könnte  man  die  Streckbäume  des  Balkens  schneiden,  ohne  das 
Gleichgewicht  zu  stören,  wenn  nur  dafOr  gesorgt  wUrde,  dass  die 
Querschnitte  nicht  aneinander  vorUbergleiten  können.  Dies 
könnte  z.  B.  durch  Unterstützung  oder  einhch  dadurch  geschehen, 
dass  man  das  BalkenstUck  zwischen  den  beiden  Inflectionspunkten 
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aa  dem  BalkenstDcke  Über  den  Pfeilern  aufhinge ;  dieses  Verbätt- 
nias  wird  vielleicht  am  deutUchsten  darch  Fig.  151  dargestellt 


=m= 


Wir  dacbteo  uns  ein  Balkenstllck  über  jedeo  Pfeiler  gelegt  und  an 
seinen  Endpunkten  das  MittelstUck  jeder  Oeffnung  aufgehängt. 

Betrachtet  mau  einmal  die  Kräfte,  die  auf  der  einen  Seite,  und 
das  andere  mal  die,  die  auf  der  andern  Seite  eines  durch  eineCon- 
struction  geführten  Schnittes  wirken,  als  die  abgetrennten,  so 
erhält  man  nach  Nr.  53  S.  193  entgegengesetzte  Zeichen  für  die 
Mittelkraft  und  ihr  Moment  Es  iet  nun  fUr  die  EräfteplUne  ganz 
einerlei,  welche  Seite  als  die  abgetrennte  betrachtet  wird;  immer- 
hin wird  es  nützlich  sein,  unter  gewöhnlichen  Verbältnissen,  stets 
die  gleiche  Seite  abzutrennen ,  man  wird  sich  schneller  vergegen- 
wärtigen können ,  wie  diese  Kräfte  und  die  Widerstände  der  ge- 
schnittenen Conetructionstheile  wirken.  Wenn  daher  nichts  Be- 
sonderes bemerkt  wii-d,  so  werden  wir  uns  immer  den  auf  der 
Seite  — iVo)  liegenden  Tbeil  der  Construction  abgetrennt,  und 
durch  die  an  den  geschnittenen  Constructionstbeilen  wirkenden 
Kräfte  ersetzt  denken.  Da  wir  gewöhnlich  auch  -f-  a:^  rechts 
annehmen,  so  wird  Fig.  152  dieses  Verhältniss  klar  machen.    Die 

Fig.  152. 


abgetrennte  Balkenetrecke  wurde  punktirt,  und  die  Mittelkraft  der 
ausserhalb  des  Schnittes  wirkenden  Kräfte  durch  -f-  ^  und  —  P 
angedeutet. 

Sehr  wichtig  ist  es,  den  Punkt  oder  den  Querschnitt  zu  er- 
mitteln ,  fUr  welchen  das  Moment  der  ausserhalb  desselbea  wir- 
kenden Klüfte  ein  Maximum  ist,  nnd  den  wir  den  Max  i  mal - 
momentenpunkt  oder  Querschnitt  nennen  wollen.    Man 
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erhält  deoBelben,  indem  man  (Fig.  144)  eine  Tangente  parallel 
zur  ScblusBlinie  AB  an  das  Seilpolygon  zieht.  So  wie  die  Figar 
'gezeichnet  ist,  geht  dieselbe  durch  den  Eckpunkt  3,  und  fällt  mit 
keiner  Polygonseite  zusammen ;  denken  wir  uns  jedoch  das  Po- 
lygon als  Gurve,  wie  aie  bei  Zusammensetzung  vertbeilter  Lasten 
entsteht,  so  wird  die  Tangente  mit  der  unendlieb  kleinen  Polygon- 
seite zusaramenfalten ,  die  mit  der  Sehlusslinie  AB  parallel  lauf) 
und  deieo  Spannung  im  Kräftepolygon  (Fig.  145)  durch  den  Strahl 
0  iAB)  angegeben  ist.  Dieser  Punkt  ßUlt  demnach  mit  dem 
Punkt  zusammen,  dessen  wir  schon.in  der  vorigen  Nr.  84  S.  32ä 
erwähnt  haben,  und  man  kann  daher  ganz  allgemein  sagen : 

Beim  Maximalmomen tenpunkt  reducirtsich  die 
Summe  der  ausserhalb  desselben  wirkenden  Kräfte 
auf  eine  unendlich  kleine  und  ferne  Kraft,  sie  än- 
dert hier  ihr  Zeichen,  und  ihre  Mittellinie  springt 
durchs  Unendliche  gehend,  ron  einer  Seite  des 
Seilpolygona  auf  die  andere  hinüber. 

In  Anwendung  auf  einen  betasteten  Balken  kann  man  auch 
sagen :  der  Maximalmomentenquerschnitt  liegt  da,  wo  das  Gewicht 
des  von  ihm  abgeschnittenen  BalkenstUckes  gleich  dem  Gewicht 
ist,  mit  dem  er  das  Widerlager  belastet. 

Das  Maass  der  ausserhalb  des  Maximalmomentenquerechnitts 
wirkenden  unendlich  fernen  Kraft  ist  demnach  gleich  demProduct 
des  Auflagerdrucks  mit  der  Entfernung  zwischen  ihm  und  der 
ihm  gleichen  Mittelkraft  der  ain  abgeschnittenen  BalkenstUck  wir- 
kenden Kräfte. 

Ist  speciell  der  Balken  gleichfQrmig  mit  der  Last  p  auf  die 
Längeneinheit  belastet,  so  fällt  die  Richtung  sämmtlicher  am 
Balken  wirkenden  Kräfte  laut  Nr.  79  S.  306  in  die  Mitte  zwischen 
die  Auflager,  die  Reactionen  der  Auflager  sind  daher  gleich  gross 
und  der  Maximalmomentenquerschnitt  liegt  ebenfalls  in  der  Mitte 
zwischen  den  Auflagern. 

Bezeichnen  wir  die  Länge  der  von  ihm  abgeschnittenen 
gleichlangen  BalkcnstUcke ,  d.  h.  die  halbe  Spannweite  mit/,  so 
ist  der  Auflagerdruck  gleich  der  Summe  der  am  abgeBcfanitteneD 
BalkenstUck  wirkenden  Kräfte  gleich  pl,  die  Entfernung  der 
Mittelkraft  dieser  letztem  vom  Auflager  ist  gleich  >/«  '>  und  das 
Maximalmoment  ist  nach  Obigem  gleich^/  .  ■/,/  —s  '/);//>. 
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Endlieh  folgt  noch  aus  eioetn  Blick  auf  Fig.  145  S.  328,  dass 
die  Summe  der  auBserhalb  eines  beliebigen  Querschnittes  z.  B.  ^^ 
wirkenden  Kräfte  gleich  den  Kräften  ist,  die  zwischen  diesem 
Punkt  und  dem  Maximalmomentenpunkt  angreifen;  bei  concen- 
trirten  Lasten,  wie  z.  B.  der  Kraft  3  im  vorlie'geuden  Fall,  hat  man 
sich  diese  natürlich  in  zwei  Theile  durch  den  Punkt  (^.0)  getbeilt 
za  denken,  wovon  der  eine  dem  BalkenstQck  diesseits,  der  andere 
dem  jenseits  des  Maxlmalmomentenpunktea  zuzutheilen  ist.  Die 
Kraft  2  mehr  diesem  Theil  der  Kraft  3,  bildet  also  die  Summe  A^ 
der  ausserhalb  des  Querschnittes  ^i  wirkenden  Kräfte.  Denkt 
man  sich  den  Querschnitt  ^i  fortschreitend,  jedoch  so,  dass  dabei 
keine  Angriffspunkte  von  Kräften  überschritten  werden,  so  ent- 
spricht einer  Aeuderung  der  Lage  um  die  Länge  Ax  (s.  Fig.  144 
S.  328)  eine  Aeuderung  des  Momentes  der  ausserhalb  wirkenden 
Kräfte  von  Aar(^l),  denn  wo  auch  ^1  bezüglich  y,  liege,  so 
ändert  sich,  wenn  keine  neuen  Kräfte  hinzukommen,  dessen 
Mebelarm  um  ^x.  Setzt  man  daher  für  irgend  einen  Querschnitt 
die  Summe  der  ausserhalb  wirkenden  Kräfte  =  P  und  ihr  Moment 
=:^  wo  beide  Buchstaben  noch  mit  den  Zeichen  der  Querschnitte 
und  Kräfte  versehen  werden  können,  so  hat  man,  weil  dieses  Mo< 
nient  auch  gleich  H  ä,yi  ist,  ganz  allgemein 


Die  Gleichung: 


Aar  Ax 


Ay P_ 

Asc    ~    H 

geht  übrigens  auch  aus  der  Aehnlichkeit  der  Figuren  hervor, 
welche  diese  Längen  im  Seil-  und  im  Kräftepolygon  bilden  und  ist 
identisch  mit  den  Verbältnissen  Nr.  4  S.  23. 

Ganz  dem  oben  Gesagten  entsprechend  wird$  ein  Maximum, 
wenn 

Aar 
ist,  d.  h.  wenn  die  Summe  der  ausserhalb  des  Querschnittes  wir- 
kenden Kräfte  =  0  ist  oder,  wiewir  uns  vorhin  ausdrückten,  wenn 
sie  sich  auf  ein  Kräftepaar  reducirt 
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der  ausserhalb  eines  festen  Qnerschnittes  auf  einen 

Balken  wirkende»  parallelen  Kilifte  durch  weitere  dazo 

.  kommende  Ki^fte. 

Da  die  paralleleD  Kräfte  und  ihre  Momente  sich  einfach  ad- 
diren,  so  können  wir  eine  jede  zu  den  4  Kräften  (Fig.  144  S.  328) 
kommende  Kraft  für  sich  behandeln ,  ibre  Wirkungen  auf  einen 
gegebenen  Querschnitt  untersuchen,  und  diese  Wirkungen  zu  den 
vorhandenen  Kräften  addiren.  Führt  man  daher  die  Constmctionen 
in  Fig.  153  fUr  eine  hinzugekommene  Kraft  AP  genau  Fig.  144 
und  145  (S.  328)  entsprechend  aus,  so  Tcrgrössem  sich  die 
Pressungen  auf  die  Widerlager  j^uaiB  direet  um  die  Drücke  A^ 
und  AB  von  Fig.  153,  die  Momentenordinaten  werden  sich  eben- 


falls um  die  entsprechenden  yt  yj  und  y,  ^  ändern ,  und  die  ent- 
sprechenden Ordinaten  in  Fig.  144  wUrden  um  diese  Ordinaten- 
differenzen  grösser  geworden  sein,  wenn  Ap  gleich  in  den  Verband 
mit  hereingekommen  wäre. 

Da  wir  über  die  Grösse  der  Poldistanz  H  und  die  Lage  des 
KräftepolygoDs  frei  verfQgen  kSnnen,  so  wurde  der  Einfachheit 
wegen  die  Poldistanz  gleich  der  Spannweite  AB  angenommen. 
I^ut  Tür.  84  S.  SSO  schneiden  in  diesem  Fall  die  äusseren  Polygon- 
seiten  auf  den  YerticaleD  A  und  B  die  Reacüonen  AB  und  Aj4 
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aas ;  nerden  daher  auf  denselben  diese  Beactionen  so  aufgetragen, 
dass  sie  sich  za  ^P  ergänzen,  so  sind  die  Strahlen  von  j4  und  B 
zwei  SeilpolygODseiten ,  welche  sich  auf  AP  schneiden,  und  die 
Ordinate  Y  dieses  Schnittes  multiplicirt  mit  der  Poldistanz  21, 
also  2/y,  ist  das  Moment  der  ausserhalb  des  Schnittes  Y  wirken- 
den Kräfte.  Wir  haben  Y,  nicht  y  geschrieben,  um  anzudeuten, 
dass  nachdem  2  /  auf  dem  Maassstab  der  Längen  abgegriffen  wurde, 
Y  auf  dem  der  Kräfte  abzugreifen  sei.  Der  Ort  dieset-  Schnitte 
ist  eine  Parabel,  denn  die  BUsohel^^und/I  sind  pi-ojectivisch,  und 
nar  die  Strahlen  nach  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Verticalen 
laufen  parallel,  so  dass  die  Curve  mit  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden nur  einen  Doppelpunkt  gemein  hat 

Projicirt  man  aus  den  Endpunkten  des  einen  Strahles  ^  z,  B. 
die  Strecken  &A  und  &B  mittelst  Parallelen  zum  andern  Strahl 
aaf  die  Ordinate  von  Kund  verschiebt  dann  dieses  Gebiide  so,*  dass 
der  Strahl  von  ^  nach  dem  Endpunkt  von  A.<^  in  die  Lage  ^'B 
kommt,  die  beiden  parallelen Projectionsstrahlen  mit  derLinie^^i? 
parallel  laufen,  so  sieht  man,  dass  die  Gerade  B^'  der  Ort  aller 
A^  ist,  wenn  diese  auf  F  aufwärts  aufgetragen  werden,  die  Er- 
g:änzung  dieses  A^  zu  AP  auf  der  Parallelen  zu  AB  ist, 
gleich  A  B. 

Sowohl  aus  der  Figur,  als  auch  aus  Nr.  54  S.  197  ergeben 
sich  die  Werthe  von  Aj4  und  AB: 

AA^        A_P^        ab^ 
BY  ^   AB   ^   YA  ' 

Aus  diesen  Verhältnissen  bestätigt  sich,  dass  AA  und  AB 
negativ,  AA  -\-  AP  -{-  AB  =  0,  und  dass,  wenn  die  Construction 
im  Sinne  von  Fig.  152  S.  335  geschnitten  werde,  die  Summe  der 
ausserhalb  der  Schnitte  wirkenden  Kräfte,  für  solche  zwischen  A 
und  A  Zugleich  AA  also  negativ,  und  fUr  solche  zwischen  AP  und 
B  =!  AA  -^  AP  =  —  AB  also  positiv  seien.  A P  übt  demnach 
entgegengesetzte  Wirkungen  auf  diese  Summe  aus,  je  nachdem  es 
auf  der  einen  oder  auf  der  andern  Seite  des  Schnittes  angebracht 
wird.  Ferner  ergiebt  sich  aus  obigen  Verbältnissen  das  Moment 
A^  der  ausserhalb  eines  Queracbnittes  Vi  wirkenden  Kräfte  für 
die  Strecke  AY: 
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In  gleicher  Weise  findet  man  dieses  Moment  für  einen  Querschnitt 
derSlreolse  YB: 


A$  — 


AY.  r,B 
AB 


Dieses  Resultat  ISsst  sich  leicht  durch  die  folgende  Figur  rer- 
aoschaulichen : 

Flg.  154. 

-1  0     ßl-f  •-►  +1 


Das  Homeat  ist  gleich  dem  durch  stark  ausgezogene  Striche 
angedeuteten  Product  der  ansserbatb  der  Laat  und  des  gegebenen 
Querscbnttts  liegenden  Segmente  der  Spannweite ,  getheilt  durch 
die  ganze  Spannweite  j4B. 

Aus  der  Figur  lässt  sich  auch  ein  sehr  einfacher  Ausdruck  Ar 
das  von  A  P  herrührende  Moment  A  $  ableiten.  Nimmt  man  den 
Anfangepunkt  der  AbacisBen  in  der  Mitte  0  an ,  und  setzt  man  die 
Abscisse  von  A  Pgleich  ßl,  die  des  Querschnitts,  fQr  welchen  man 
das  Moment  sacht,  ^m,  so  ist  fUr  die  Strecke  —  /  bis  ßi,  die  wir 
schlechtweg  mit  —  1  und  ß  bezeichnen  wollen,  und  die  Strecke 
/S  bis  +  1 : 

A/  =  V,a+(J)(l-y)/AP, 


Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  scbliessen  wir  weiter: 
durch  Aufbringen  einer  weitem  Last  zu  vorhan- 
denen Belastungen  wird  der  Maximalmomenten- 
punkt  dem  Angriffspunkt  dieser  LastAP  genähert, 
und  zwar  desto  mehr,  je  näher  AP  bei  dem  Maxi- 
malmomentenpunkt  liegt. 

Denken  wir  uns  z.  B.,  es  liege  dieser  Punkt  zwischen  Y  und 
B,  80  ändert  sieb  jenseits  desselben  durchaus  nichts  als  B,  das 
grSsser  wird ;  es  muss  daher  nach  Nr.  85  S.  337  das  BalkenstUck 
zwischen  ihm  und  B  länger  werden ,  damit  sein  Gewicht  so  gross 
als  der  Druck  auf  das  Widerlager  bei  B  werde.     Der  Maximal- 
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momentenpunkt  entfernt  sieh  also  yon  B  und  nähert  eich  Y,  weit 
der  Voraussetzung  gemäaB  ^P  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
liegt  and  zwar  um  so  mehr,  Je  grösser  B  ist,  je  näher  also  AP  an 
B,  d.h.aniUaximalmomentenpuiikt  angebracht  wird,  über  den  ^P 
der  VoraoaaetzUQg  gemäss  nicht  hinaus  darf. 

Ist  die  Belastung  eines  Balkens  eine  gleicbm&ssige ,  so  findet 
die  grösste  Annäherung  des  Maximalmomentenpunktes  an  ein 
Widerlager  dann  statt,  wenn  zwischen  diesen  der  Balken  total 
belastet  ist.  Sann  man  diese  gleichförmige  Belastung  stellen- 
weise, z.  B.  durch  die  Stellung  einer  Locomotive  im  Zug  ver- 
grössera,  so  wird  die  Annäherung  des  Maximalpnnktea  an  das 
Widerlager  desto  grösser  sein ,  je  näher  die  Locomotive  zu  jenem 
gestellt  wird.  Da  nun  jede  Belastung  jenseits  dieses  Punktes  ihn 
wieder  entfernt,-  so  muss  die  Locomotive  jedenfalls  vom  zu  ihm 
hingestellt  werden,  damit  er  sich  dem  Widerlager  am  meisten 
D&here. 

Fährt  also  ein  Zug  auf  eine  Brücke,  mit  derLocomotiye  vorn, 
herein ,  so  nähert  sich  der  Maximalmomentenpunkt  beständig  der 
heranrückenden  Locomotive ,  bis  er  von  ihrem  vordersten  Rad  er- 
reicht wird ;  bei  weiterem  Vorröcken  des  Zuges  entfernt  er  sich 
wieder  vom  ersten  Widerlager  und  nähert  sich  dem  andern,  bis 
das  letzte  Wagenrad  Über  ihm  wegfahrt  und  dann  tritt  er  wieder 
mit  fortroltendem  Zug  in  seine  ursprungliche  Lage  zurUok. 

Die  Summe  P  der  ausserhalb  eines  beliebigen 
Querschnitts  Fi  (Fig.  144  und  153)  wirkenden  Kräfte 
wird  vergrössert  oder  verkleinert,  je  nachdem 
eine  Kraft  jenseits  oder  diesseits  dieses  Quer- 
sebnittes  aufgebracht  wird  und  zwar  desto  mehr, 
je  mehr  sich  diese  Kraft  dem  Querschnitt  nähert. 

Denn  so  eben  haben  wir  nachgewiesen,  dass  A  P  entgegen- 
gesetzte Wirkung  ausUbe,  je  nachdem  es  auf  der  einen  oder  auf 
dör  andern  Seite  eines  durch  die  Construction  geführten  Schnittes 
angebracht  wurde ;  handelt  es  sich  demnach  um  die  Vergrösserung 
der  negativen  scheerenden  Kräfte  ausserhalb  des  Schnittes,  so  muss 
die  Strecke  zwischen  A/'nnd  B  möglichst  beiastet  werden;  han- 
delt es  sich  aber  um  die  Vergrösserung  der  positiven  scheerenden 
Kräfte,  so  muss  die  Strecke  zwischen  jf  und  AP  möglichst  be- 
lastet werden. 

Da  ferner  diese  Kiltfte  i^^  und  Äff,  d.  h.  den  Strecken  AY 
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und  YB  proportional  sind,  80  ist  die  Wirkung  der  Ai'  desto 
grösser,  je  näher  sie  bei  dem  Schnitt  angebracht  werden. 

Das  obige  Beispiel  fortset^tend  kann  man  daher  sagen,  dass 
fUr  jeden  Querschnitt  die  Summe  der  ausBcrhalb  wirkenden  KrSfte 
(-^  P)  ein  Maximum  sei ,  wenn  das  vorderste  Locomotivenrad 
eines  von  B  kommenden  Zuges  den  Querschnitt  yi  erreicht;  da- 
gegen ein  Minimum  sei  ( —  P  absolut  ein  Maximum),  wenn  das 
vorderste  Locomotivenrad  eines  too  j4  herkommenden  Zuges 
diesen  Querschnitt  erreicht. 

Das  Moment  der  ausserhalb  eines  beliebigen 
Querschnittes  y\  (Fig.  144  und  153)  wirkenden  Kräfte 
wird  durch  jede  innerhalb  der  Strecke  AB  zuge- 
fttgte  Kraft  AP  vergrössert  und  zwar  um  desto  mehr, 
je  mehr  sich  diese  Kraft  dem  Querschnitt  nähert 

Da  diese  Momente  laut  Nr.  85  S.  331  den  Ordinateu  des  Seil- 
polygons in  Bezug  auf  dessen  Schlusslinie  proportional  sind  and 
diese  Ordinaten  sich  bei  jedem  Querschnitt  in  Fig.  144  um  die 
Ordinaten  von  Fig.  152  rergrössern,  so  gilt  diese  YergrCsBemDg 
nothwendig  auch  von  den  Momenten.  Dass  übrigens  diese  Ver- 
grösserung  fiberall  innerhalb  AB  das  gleiche  Zeichen  habe ,  gebt 
aus  Fig.  152  daraus  hervor,  dass  alle  Ordinaten  derselben  Mo- 
mentenääche  angehören,  vergleiche  Nr.  85  S.  334. 

Ferner  zeigt  auch  ein  Blick  auf  dieselbe  Figur,  dass  y\  ein 
Maximum  wird,  wenn  es  mit  A  P  zusammenfällt. 

Wenden  wir  das  eben  Bewiesene  noch  auf  das  oben  ange- 
fahrte Beispiel  an,  so  folgt,  dass  das  Moment  der  ausserhalb  eines 
beliebigen  Querschnittes  wirkenden  Kräfte  dann  ein  Maximum  sei, 
wenn  die  ganze  BrUcke  belastet  und  die  schwersten  Lasten  bei 
diesem  Querschnitt  concentrirt  sind.  Zwei  mit  ihren  Kaminen 
gerade  Über  dem  in  Frage  stehenden  Querschnitt  zusammen- 
stOBsende  Locomotiven  mit  darauf  folgenden  ZUgen  bewirken 
daher  das  grOsste  Moment  in  demselben. 


87.  Analytische  Zusammensetzung  paralleler  Kräfte. 

WeDD  die  BichtnagElinien  zasammenziiBetzeader  Erärie  par&llel  laufen ,  bo 

Ind  die  VerhällnisBe  a  :  h  ihrer  Coe rs deuten ,   denmacli  aach  die  VerhmtaiBBe 

a      .  6      . 

—  (0  ODd  —  (u  für  alle  NchtnngsliDleD 
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coostaat,  nnd  Dur  die  c,'VariIreti  bei  dem  Uebergaog  von  einer  Linie  znr  andero. 
Id  der  Bammenfonnel  können  daher  diese  VerUltulMe  ale  Factoren  herantge- 
uommea  werden,  und  man  erhält  als  Qlelchung  der  Hiltelkran  -. 

Si  —  (ax  +  bg)  -^  XA  +  X  -^  A, 

Da  diese  (ilelahnng  durch  Diviaiou  mit  SA  anf  die  Normalfonn  gebracht 
wird,  «oist: 

S  —  XA. 
Ferner  folgt  ans  obiger  Oleichnng,   dsss  die  Mittelkraft  parallel  mit  ftllen 
Kiitten  lanfe,    nnd  ihr  Homent  gleich  der  Momentcnenrnme    aller    eiuelneu 
Kräfte  Bei. 

FSr  du  Qleicbgewicht  iweler  paralleler  Eräfte  gilt  der  allgemeine  Sati 
Nr.  S3  H.  las,  dass  die  mohtangen  cuBamraen fallen  und  die  KrSIte  eotg^en- 
geaetat  gleich  sein  mSwen.  FQr  daa  Olelehgewlcbt  dreier  paralleler  Kräfte  ludert 
sich  Dichts  an  der  Ableitung  von  Nr.  H  S.  197,  man  hat  sich  dabei  nntet  a  die 
NormaiformeD  der  QleiebiiDgen  in  denken. 

Wenn  parallele  Kräfte  ihre  Blchtung  nicht  ändern ,  sc  ist  es  am  eintacbsten, 
die  Bichlaog  der  einen  Axe,  i.  B.  die  der  y  parallel  nnd  die  andere  x  senkrecht 
■ur  Rlcbtang  der  Kräfte  aiUQnehmen.  Die  Oleichnng  eines  positiven  AP,  das  an 
dem  poeltiven  Hebelsann  b  wirkt,  demnach  positiv  nm  den  Ursprung  herumdreht, 
ist  gleich : 

(b  -  *>  AP, 
dle'Oleicbniigderllittelkraft  aller  AP  demnach  gleich: 

JC6  — i)AP— —  *rAP+  26  AP 
erstrecht  über  alle  vorhandene,  inflammeninaetzeiide  Kräfte.     Diese  Gleichnng 
wird  darcb  Division  mit  JAP  anf  die  Normalform  gebracht,  detbnach  ist  SAP 
die  GrOase  der  Mittelkraft  und  die  Ahsclrse  ihres  AngrUbponktes  Ist  gleich : 

x^SbAP-.XAP. 
Wirken  die  Kräfte  an  einem  Balken,  nnd  soll  das  Oleichgewicht  darch  BweiWlder- 
lagerreactionen  A  nnd  A,  hergestellt  werden,  die  bei  a  and  a,  wirken,  so  ist : 
0  —  ~  X  iA  +  X  AP  +  A,)  +  aA  +  X  bAP  +  a,Ai. 
Diese  Gleichnng  kann  für  dn  variables  z  nur  bestehen,  wenn  man  gleich- 
zeltig  hat : 

0  — J     +  XAP     +  A,      , 
0=  aA  +  SbAP  +  0,^1. 
Ans  diesen  Glelchaagea  folgt  ddd  : 

A  —  —  J    °'  ~^  AP.    mti  A,  —  —  S    '' ~  "    AP. 
Ol  —  a  Oi—a 

Führt  man  iwischen  dem  t  nnd  i  +  I  ten  AP  einen  Bcbnitt  so  daroh  die 
Cautruclion  A,  dass  die  ersten  t  Kräfte  mit  dem  einen,  die  Bbrigen  nnd  A,  mit  dem 
«ndem  Tbeil  derselben  in  Verbindiing  stehen,  und  heielchoet  man  die  Oleicbong 
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der  «naserbalb  dee  Schnittes  wirkenden  ErSfte,  d.  h.  ibr  Moment  In  Betng  matia 
Punkt  X  mit  %  so  hat  man,  In  UeberelnsUmmDHK  mit  Nr.  S6  S.  339 : 

3J  —  (a  —  a)  J  +  2(i  — a)  AP-=  — (a,  —  «)  J,  —x\b  —  xiAP 

_  i  "-°'_^%--J-)  AP  +  J  "-j;'JL=-j)  AP. 

Die  Summe  P  der  ausserhalb  des  Schnittes  t  wirkendeo  Kräfte  ergiebt  sich  dlreet, 
oder  als  Coetddenl  von  —  x  im  eben  entwickelten  $ ; 

P~.A  +  XAP=  -^,_iAP— 2^-=^-  AP— i-"-!-^  AP. 
a  X  o  «1  —  o  .■  Ol  —  ffl 

Faast  man  hierin  Pals  2  APauf,  so  spielen,  wie  aas  dieseo  letzten  Gleichnngen 
hervorgeht,  A  nnd  A,  die  Bollen  von  Integration sconitanten. 

Setit  man  die  Spannweite  sIeich  l,  die  EDtfemungen  der  AP  von  den  bddea 
Wideflsgern  •»  b  und  b',  nnd  die  Entfernungen  des  Momentenpanktes  von  den- 
selben gleich  X  und  X,  so  dass  also 

b  +  b'  =  X  +  3^.^l 

ist,  und  b  X  entgegengesetzten  Sinn  als  wie  b'x'  haben,  so  vereinfachen  sich  obige 
Formeln  wie  folgt. 


P=  A  +  XAP=  -  A,  —  Z  AP  —  -~  IS! bAP—  Zb-AP), 

V-^  —  xA  —  £{x~b)AP—  -iTA,  —  J(a;'  —  t')  AP 
-=-^-.r6AP+  -?-  i6'AP. 

Handelt  es  sieb  um  die  Berech nnng  derKritfte,  die  von  einer  festen  Belutang 
z.  B.  vom  Eigengewicht  einer  Brficke  herrfibren,  so  sind  A  und  A,  conslanl,  und 
man  rechnet  am  leichtesten  nach  einer  der  ersten  Formeln.  Sind  aber  di«  Be- 
lastungen verSnderlich  fBr  verschiedene  z,  wenn  sie  z.  B.  von  einem  übet  eine 
Brücke  wagrollenden  Zag  herrühren ,  so  rechnet  man  besser  nach  der  letzten  di- 
recten  Formel. 

Ist  nur  die  von  einem  einzigen  A  P  herrührende  Kraft  zu  bestimmen,  ea  ^It 
in  obigen  Formeln  immer  eine  Summe  ans;  ISsst  man  ferner  noch  den  Punkt,  in 
BezDg  auf  welchen  man  das  Moment  bestimmen  will ,  mit  A  P  ansaipmeiifaUGn ,  so 
bat  man  x  nnd  x'  gleleh  b  nnd  b'  in  setzen  und  man  erhfilt : 

P=M  — — '-^AP. 


D.gitizecbyG00glc 


BT.  Analytische  ZueanmenBetEang  paralleler  Kräfte.  345 

Trägt  man  fn  Irgeod  einem  Haasattab  auf  der  Ordinate  dea  treffendsD  Qaer- 
achnltts  dleae  Kraft  and  dlesOB  Moment  auf,  bo  erbätt  man  die  gerade  Linie  und  die 
Parai>el  toh  Hg.  ISS  S.  aas, 

FSr  eymmetrische  Balken  nnd  für  genlBse  anaiytisohe  Ableitungen  iBt  es 
EweekmäBsig,  den  Anfangspankt  der  Abgcisaen  In  die  Mitte  der  Oeffnung  zu  legen, 
Fig.  154  B.  3i0.    Die  Formeln  Tenraa dein  sieb  dann  wie  folgt: 

A~~  Vi^O  -«AP,  A, V.^{1  +  ß)  AP. 

P-^  .4  +  XAP-=  — ^1  —  iAP=  "/ji(l  —  Ä  AP+  '/iJ(l  +  j»)AP, 

*=  — a  +  *)^+  Vi^tf— -f-)fAP: il~z)A,  —  ^kX(p ^)IAP 

=  '.'iC'-i)_^(i  +jf>AP+ V»Ci  +  a)-£\l-(»)AP. 

Beateht  die  Belastung  ans  vertbeilten  Belastnngen ,  deren  Qrösae  p  auf  die 
Längenänheit  als  FoDCtion  von  ^  gegeben  ist,  ao  hat  man  einfacb  iiP  ^  Ipdß 
in  s«lien,  nnd  atatt  la  snmmlren  eu  integriren. 

Sind  die  Belagtungen  gleichrörmig  vertheilt,  so  kann  man' Gioh  dieselbe  in 
ihre  Mitte  eoneentrirt  denken  nnd  hat  demnach  in  obigen  Formeln  alatt  AP  die 
ganae  Belastang  nnd  atatt  ßl  die  Abecisbe  der  Mitte  sn  eetaen  and  dann  in 


Wenn  diese  gleicharmig  vertbeilten  Belastungen  durch  ibre  Grensen  b  bis  b, 
oder  auch  ßl  nnd  ß,l  gegeben,  so  ist  statt  AP,  (6i  —  b)p  oder  (ßx  —  ß)  Ip, 
statt  b  AP,  (1  +  ß)  l  AP  nnd  (,\  —  ß)  l  AP,  nnd  Blatt  i/i  (*i'  —  *')  p, 
[1  +  ■/.  0»  +  /».)]  (ßt  —  P)  l^P  ond  ri  -  V.  W  +  Pi)]  (ß,  -  ß)  Pp  »n  setzen, 
imd  alle  diese  elmtelnen  Qewicbte  and  Momente  sa  summiren. 

Die  ia  der  Praxis  am  häuflgaten  vorkommenden  Fülle  sind  die,  wo  der  Quer- 
schnitt i  auch  verschiedene  Belastungen  p  und  q  pro  Längeneinheit  von  einander 
trennt,  und  wo  die  ganze  Oeffnnng  total  belastet  ist. 

In  diesem  Fall  redocirt  sioh  die  Zabl  der  einzelnen  AP  anr  zwei;  bezeichnet 
man  die  von  den  Widerlagern  aus  gemessenen  AbBCisaen  des  Trennungspunktea 
mit  b  und  b',  des  Homentenmittelpnnktea  mit  x  und  x',  und  die  ganze  Spannweite 
mit  I,  ao  Bind  die  A  P  gleich  bp,  b'  q;  und  Ihre  Momente  in  Bezug  auf  die  nächeten 
Widerlager  gleleb  '/»6'i'>  '/»*'*?■ 


Legt  man  dagegen  den  Ursprung  der  Abscissen  in  die  Mitte  der  OeSnong, 
und  beielcbnet  dleAbsoisse  des  TrenoangspiinkteB  mit  ßl,  des  Momentenmittel- 
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ponktee  mit  z  tind  die  halbe  Spaanneite,  die  AbHciuen  der  Wldeiiager  mit  ±  (  m 
Bind  die  AP  glelth  (i  +  fi)  ^P  '"><'  0  —  P)l9i  «nd  ihre  Momente  In  Ben«  »al 
di6  nSehBten  Widerlager  ■/,  (I  4-  fl)*  P P  and  >/i  (1  —  ?)'  i*9,  "oä  man  ertiilt: 

A >!,i^3-ß)0  +ß)lp-'ho~  ?)'  iq , 

A, '/.  Ci  +  O'  ip  ~  'U  (3  +  «  ti  -  ßÜJ. 

P  -V.(i  +  (»)*'/' -Vi  (!-(»)"?. 

lat  der  Balken  seiner  ganseu  Länge  nach  gleichförmig  belastet,  so  wird 
p  -=  g,  and  man  erhält  für  den  Ureprang  der  AbstÜBaen  am  Balkenende ,  «o  Jettt 
b  nur  mehr  die  Abscisse  dei  8chnitteB,  z  wie  frfiher  die  des  Ponktes  be- 
seichnet  inBezng  anf  welchen  man  das  Moment  beatimmen  will,  laber  diegaaie 
Spannweite  beseichnet : 

A~.A,^  —  i/^lp, 

Nimmt  man  endlich  aach  In  diesem  Fall  den  Uripraiig  der  Abeduen  in  d« 
Mitte  der  Spannweite  an,  nnd  bezeichnet  mit  ^'die  Absciuen  des  Schnittes,  wätx 
die  des  Momentenmittelpnnktes,  mit  +  j  die  der  Widerlager,  also  ancb  4ie  h  a  1  b  s 
Spannweite,  so  erhält  man : 

A  —  A, Ip, 

P-'ßlp. 


88.  Mitteldrnck  fler  Bäder  eines  Loeomotirenzngeg. 

LocomotirenzUge  bilden  die  bedeutendste,  und  man  darf  bei- 
nahe auch  sagen  die.b&uligste  Belastung  der  neuzuerbauenden 
Brücken,  und  gar  häufig  hat  man  den  Locomotirzug  als  grGsste 
zufällige  Belastung  zu  berücksichtigen.  Da  fragt  es  sich  nun  vor 
Allem :  wo  liegt  der  Angriffspunkt  des  Mitteldmcks  oder  die  Ver- 
ticallinie  durch  den  Schwerpunkt  einer  gewissen  Anzahl  Räder, 
die  vor  oder  hinter  einem  gewissen  BrUckenquerschnitt  stehen. 

Da  die  zur  Bestimmung  dieses  Angriffspunktes  nothweudigea 
Operationen  bekannt  sind ,  so  haben  wir  nichts  weiter  zu  thun  als 
sie  an  einem  Beispiel  zu  erläutern. 

Taf.  Hl  wurden  die  Verticalen  des  Mitteldrucks  einer  belie- 
bigen Zahl  aufeinanderfolgender  Räder  eines  Engerth'schen  Loco- 
motirzuges  bestimmt    Im  Maassstab  von  0,003  wurden  die  Kad- 
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stände  der  mit  Tender  10,6  Meter  langen  Locomotiven  auf  einer 
Horizontalen  am  obern  Blattrand  aufgetragen,  und  ron  1  bis  35 
numerirt;  die  Blattlänge  reicht«  fUr  7  Locomotiven  aus.  Die  vier 
ersten  Locomotiven  fahren  nach  rechts,  die  drei  letzten  nach  links, 
Bo  dass  sie  zwischen  dem  20.  und  21.  Rad  mit  ihren  Kaminen 
gegeneinanderstossen.  Unter  diesen  und  nächBtliegenden  Rädern 
werden  später  die  Maximalmomente  gefunden  werden.  Auf  den 
hier  nicht  ausgezogenen  Vertiealen  durch  diese  Radaxen  liegen 
die  Ecken  des  Polygons. 

Die  Belastungen  pro  Radaxe  wurden  auf  der  Vertiealen  am 
linken  Blattrand  im  Maassstab  von  0'°,003  pro  10  Tonnen  aufge- 
tragen und  zwar  13  Tn.  für  jedes  der  3  ersten  Locomotivnlder  und 
S,5Tn.  ftlr  jedes  der  beiden  letzten  TenderrUder.  Alle  Belastungen 
tragen  nattlrlich  die  Nummer  des  entsprechenden  Bades. 

Der  horizontal  gemessene  Abstand  des  Poles  von  der  Verti- 
callinie  der  Kräfte  wurde  zu  0,06  Meter  angenommen  und  be- 
zeichnet daher  eine  Länge  von  20  Meter  oder  ein  Gewicht  von 
200  Tonnen,  je  nachdem  man  etwa  die  Momente  als  Gewichte 
oder  als  Hebelarme  ablesen  will. 

Durch  Verlängerung  zweier  beliebiger  Polygonseiten  erhält 
man  in  ihrem  Schnitt  einen  Funkt  des  Mitteldrucks  der  zwischen 
ihnen  liegenden  Räder.  Meistens  wird  die  Entfernung  dieses 
Druckes  vom  ersten  Bad  des  Zuges  gebraucht,  Taf.  11|  ist  das  Rad 
Nr.  20  das  erste,  und  es  ist  gezeigt,  wo  die  Entfernungen  des 
Mitteldrueks  aller  vorausgehenden,  und  die  aller  folgenden  Räder 
von  diesem  20.  Bad  abgegriffen  werden  können. 

Da  in  dieser  Figur  die  Schnitte  naher  Polygonseiten  etwas 
undeatlieh  sind,  so  wurde  Taf.  II9  dasselbe,  aber  nur  2  Locomo- 
tiven  umfassende  Polygon  im  doppelten  Maassstab  und  mit  einem 
Horizontalschub  von  nur  50  Tonnen  =  5  Meter  construirt. 

Endlich  wurde  noch  als  Beispiel  eines  leichten  Zuges  die- 
selbe Operation  mit  Fersonenzug-LocomotivenTaf.  llj  wiederholt. 

Die  Belastungen  der  Badaxen  sind  4</3,  10,g,  2,7,  4,4, 
4  Tonnen,  und  die  Totallänge  der  Locomotive  mit  Tender 
12,6  Meter. 
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89.  Moment  eines  LocomotlTenziiges  in  Bezng  aof  den 
Qnerschnitt  eines  belasteten  Balkens. 

Die  Polygone  (Taf.  II)  dienen  hauptsächlich  dazu ,  die  Ho- 
mente  der  zafälügen  Belastung  zur  Anscbaaung  zu  bringen ,  und 
die  für  eine  bestimmte  Spannweite  ungünstigste  BelastuDgsart 
durch  Verschieben  des  Zuges  zu  bestimmeD. 

So  lange  die  Belastungen  keine  regelmässigen  durch  irgend 
ein  Gesetz  ausdrllckbaren  sind,  lassen  sich  natürlich  keine  be- 
stimmten Kegeln  aber  dieses  Verschieben  geben;  man  wird  nicht 
im  Stande  sein  von  vornherein  zu  sagen :  der  und  der  Spannweite 
entspricht  die  und  die  ungünstigste  Stellung  des  Zuges ;  man  wird 
probiren  mllssen.  Hierbei  werden  vielleicht  aber  die  folgenden 
Betrachtungen ,  namentlich  bei  kleineren  Spannweiten ,  von  eini- 
gem Kutzen  sein. 

Werden  auf  irgend  einem  der  Seilpolygone  (Taf.  11)  zwei 
Punkte  durch  eine  Gerade  mit  einander  verbunden ,  deren  hori- 
zontale parallel  mit  dem  Horizontalschub  gemessene  Länge  gleich 
einer  gegebenen  Spannweite  ist,  so  sind  die  Ordinaten  dieses  Po- 
lygons in  Bezug  auf  diese  Linie  laut  Hr.  85  (S.  331)  dem  Moment 
der  ausserhalb  derselben  wirkenden  Kräfte  proportional,  sie 
müssen  als  Längen  noch  mit  dem  Horizontalschub  als  Kraft  mul- 
tiplicirt  werden,  um  das  Moment  zu  geben;  man  kann  diese  Mo- 
mente selbst  direct  abgreifen,  wenn  man  den  Maassstab  selbst  mit 
dem  Horizontalschub  multiplicirt.  In  Taf.  11,  und  llj  sind  also 
0,003  Meter  gleich  200  Metertonnen,  in  Taf.  11)  dagegen  0,006 
gleich  50  Mtn. 

Verschiebt  man  nun  eine  und  dieselbe  Spannweite  ^B,  (Taf. 
11])  als  Sehne  auf  dem  Polygon,  so  dass  ihre  Endpunkte  hori- 
zontal gemessen  immer  gleich  weit  abstehen:  so  werden  diese 
Sehnen  eine  Parabel  TT„OT,  umhüllen,  so  lange  sie  sieb  auf 
dieselben  zwei  Folygonseiten  stützen,  weil  ihre'  Endpunkte  äbn- 
liche  Gebilde  in  diesen  Leitseiten  des  Polygons  beschreiben;  und 
bestimmte  feste  Punkt«  T„  dieser  Spannweiten  oder  Sehnen  wer- 
den sich  in  Tangenten  Bß,  an  diese  Parabeln  bewegen,  weil  alle 
Tangenten  sich  gegenseitig  in  ähnliche  Gebilde  theilen.  Die 
verticalen  Entfernungen  ET^  dieser  Parabeln  von  den  Polygon- 
seiten und  Ecken  stellen  die  Mazimalmomente  dar,  welche  unter 
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einem  Puokt  fdee  Polygons  berrorgebracht  werden  können,  denn 
da  die  Parabel  als  Umballungscurre  alle  Sehnen  ausscbliesst,  so 
kann  keine,  die  das  Moment  darstellende  Ordinate  ET„  jenseits 
7*,  schneiden.  Die  Maximalordinate  B,  aber,  über  der  Sehne  BB, 
stellt  das  Maximalmoment  dar,  welchem  derjenige  feste  Punkt  T, 
ausgesetzt  sein  kann,  welcher  die  Tangente  BB,  beschreibt 

Endlich  stellt  der  gr&sste  verticale  Abstand  zwischen  der  Pa- 
rabel and  dem  Polygon  das  Maximalmoment  dar,  dem  überhaupt 
eine  Spannweite  BB,  ausgesetzt  sein  kann.  Es  bedarf  kaum  der 
Erinnerung,  dass  die  beiden  letzten  Maxima  nur  unter  den  Ecken 
des  Polygons  vorkommen  können. 

Die  hier  erwähnten  Maxima  zeigen  sich  sofort  beim  ersten 
Blick,  sobald  die  Parabel  TT„OT,  construirt  ist;  da  aber  das 
Zeichnen  derselben  immerhin  etwas  umständlich  i&t,  so  mUssen 
wir  diese  Maxima  direct  zu  constrairen  suchen. 

Bei  gegebener  Spannweite  BB, ,  horizontal  gemessen ,  erhSlt 
man  leicht  den  in  einer  bestimmten  Verticalen  E  liegenden  Punkt 
T„  der  Parabel,  und  die  dazu  gehörige  Sehnenlage  BB,,  wenn 
man  berücksichtigt,  dass  die  Mitte  0,  der  letztem,  immer  mitten 
zwischen  den  durch  den  gegebenen  und  den  durch  den  Schnitt- 
punkt S  der  Leitpolygonseiten  gehenden  Verticalen ,  welche  letz- 
tere die  Richtung  des  Mitteldnicks  der  auf  BB,  ruhenden  Lasten 
bezeichnet,  liegt.  Denn  zieht  man  die  Hitteltangente  ^^, ,  deren 
Endpunkte  gleichweit  von  Oabsteheu,  so  schneidet  sie  alle  andern 
Tangenten,  mitbin  auch  BB,  in  der  Mitte  0,.  Ais  Schnitt  von 
Tangenton  liegt  diese  Mitte  0,  aber  auch  mitten  zwischen  den  ver- 
ticalen Durchmessern  durch  die  Berührungspunkte  T„  und  0. 

Sind  die  horizontalen  Abstände  BT^  B,  gegeben,  so  dient  das 
eben  Entwickelte  auch  dazu,  die  Lage  der  Tangente  BB,  zu  be- 
stimmen, in  der  sich  der  feste  Punkt  T,  bewegt,  denn  da  BB,  und 
0T„  von  0  gehälftet  wird,  so  erhält  man  die  Lage  der  Punkte  B 
and  B,,  wenn  man  die  Horizontalabstände  BO  und  OB,  den  Ab- 
ständen T,  B,  und  BT,  gleich  macht 

Die  grüsste  Ordinate  einer  Polygonecke  E,  bezeichnet  nun 
das  Maximalmoment,  das  im  Querschnitt  T„  erzeugt  werden  kann, 
allein  es  ist  klar,  dass  dies  nicht  in  der  Lage  BB,  stattfindet,  son- 
dern dann,  wenn  T„  unter  E,  liegt. 

Ist  endlich  die  Lage  des  Endpunktes  B  und  E  gegeben ,  was 
dann  der  Fall  ist,  wenn  neue  Räder  in  die  Oefiiiung  eintreten,  so 
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erhält  man  die  Lage  des  andern  Endpunktes  dadureh ,  Abs  man 
den  Horizontalabstand  SB,  gleich  BE  macbt 

Wir  könnten  jetzt  die  Maximalmomente  direct  cönetruireo, 
wenn  nur  die  Ecke  E,  bekannt  wäre,  bei  der  dieee  Maxima  statt- 
finden.  Diese  lässt  sieh  nun  Ton  vornherein  nicht  beatimmeii, 
doch  wird  sie  bei  einer  gleichartigen  Belastung  durch  eine  ßeibe 
gleich  schwerer  aufeinander  folgender  Locomotiyen  oder  Räder, 
meist  eine  dem  Mitteldruck  der  Belastung  S  zunächst  liegende 
Ecke  sein.  Eine  Ausnafame  hiervon  wird  nur  dann  stattfinden 
können,  wenn  die  Belastung  eine  ungleichartigeist,  wenn  z.B. 
auf  eine  Reihe  Locomotivräder  eine  Eeihe  weniger  belasteter  Wa- 
genräder folgt:  dann  wäre  es  möglich,  dass  die  schwereren  Loeo- 
motivräder  sich  länger  als  die  Verticale  des  Mitteldrucks  Über  der 
Maximalmom^ten- Ordinate  erhielten.  Denn  so  lange  die  Be- 
lastung eine  gleichartige  ist,  wird  das  Polygon  so  parabelartig 
sein,  dass  alle  Seiten,  welche  zwischen  den  gleichen  Rädern  liegen, 
Parabeln  umhüllen ;  dann  wird  der  der  Mitte  5  zun&chst  liegende 
äussere  Polygonwinkel  E,  immer  die  Richtungen  (sieht  die  Lage) 
derMitteltangenten,  also  auch  die  der  mit  ihnen  parallel  lanfendea 
Sehnen ,  auf  welche  die  Momente  bezogen  werden,  enthalten,  mit- 
bin die  Maximalordinate  bestimmen. 

Ist  dagegen  die  Belastung  eine  ungleichartige,  so  wird  das 
sie  darstellende  Polygon  einer  Parabel  gegenüber,  die  in  densel- 
ben Winkel  der  äussersten  Seiten  einbeschriebea  wäre,  Terschoben 
erscheinen.  Die  der  leichteren  Belastung  entsprechende  Hälfte 
wäre  flacher,  die  der  schwereren  Belastung  entsprechende  hohler 
als  die  Parabel;  diese  und  das  Polygon  schneiden  sich  also,  er- 
scheinen gegenseitig  verschoben,  bilden  ein  Herz  und  ihre  Scheitel 
liegen  weit  auseinander.  Der  Scheitel  der  Parabel  aber  liegt  in 
der  Vertiealen  des  Hitteldrucks,  der  des  Polygons  bezeichnet  die 
Maximalordioate,  mithin  ist  es  möglich ,  dass  dann  die  dem  Masi- 
malmoment  entsprechende  Ecke  nicht  mehr  die  der  Vertiealen  des 
Mitteldrucks  zunächst  liegende  ist 

Dieses  Verhältniss  findet  übrigens  bei  keinem  der  Taf.  U 
verzeichneten  Polygone  statt,  trotzdem  dass  die  Locomotivräder 
schwerer  belastet  und  näher  beisammen  stehen  als  die  darauf- 
folgenden Tenderräder. 

Sollte  es  aber  bei  einer  gegebenen  Belastung  stattfinden,  so 
kann  die  Ecke  des  Maximalmomentes  nur  durch  Probiren  besünunt 
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werden,  was  übrigens  so  leicht  bnd  scboell  ausführbar  ist,  dass 
wir  nicht  weiter  daraaf  einzugehen  brauchen. 

Uebersetzen  wir  das  bisher  graphisch  Entwickelte  in  die 
Sprache  der  Wirklichkeit,  so  können  wir  uns  zusammenfasseDd 
also  ausdrücken : 

BeiBelastung  eines  Balkens  durch  Räder  (auf 
Punkte  concentrirte  Belastungen)  liegt  der 
Mazimalmomenten- Querschnitt  des  Balkens 
immer  unter  einem  Rad. 

In  der  Regel  ist  es  das  dem  Mitteldruck  zu- 
nächst liegende  Rad. 

Bei  ungünstigster  Belastung  stehen  dieser 
Mitteldruck  und  dieses  Rad  gleichfcreit  von  der 
Balkenmitte  ab. 

Bei  ungünstigster  Belastung  eines  bestimmten 
Querschnitts  steht  auch  Über  diesem  ein  Rad; 
das  Rad  kann  dadurch  bestimmt  werden,  dass 
man  den  Zug  so  auf  den  Balken  stellt,  dass  der 
Querschnitt  und  die  Richtung  des  Mitteldrucks 
gleichweit  ron  der  Balkenraitte  abstehen,  das 
Rad,  unter  dem  nun  das  Moment  ein  Maximum 
ist,  ist  dasjenige,  das  Ober  den  gegebenen 
Querschnitt  gerollt  werden  muss,  damit  auehin 
diesem  das  Moment  ein  Maximum  sei.  Hierbei 
darf  natürlich  kein  Rad  Über  die.Oeffnung  hin- 
austreten. 
Das  eben  Äusgesproebene  kann  als  Ergänzung  des  Nr.  86 
S.  341  Gesagten  betrachtet  werden.  Dem  dort  tiber  das  Maximum 
der  ausserhalb  eines  bestimmten  Querschnitts  wirkenden  Kräfte 
selbst  Gesagten  haben  wir  hier  noch  nichts  beizufügen. 


90.  Ungflnstigste  Stollimg  eines  LocomoüTenzTiges  auf 
Balken  venichiedener  Spannweite. 

Wir  sind  jetzt  im  Stande,  die  ungünstigste  Lage  des  Zuges 
bei  verschiedenen  Spannweiten  darzustellen.  Es  geschab  dies 
Tai.  IIa  für  kleine  Oeffiiungen, 
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Die  das  Maximalmoment  darBtellende  Ordinaler,  welclie  also 
das  Rad  bezeichnet,  unter  dem  dies  stattfindet,  ist  je  zwiseben 
zwei  Grenzöffnungen  ausgezogen,  die  Lage  der  Balkenmitte  ist 
irt. 

Kacb  Obigem  liegt  diese  Mitte  immer  mitten  zwischen  dem 
Bad  r  und  der  Verticalen  durch  den  Schnitt  der  äosBersten  zur 
Belastung  gehörigen  Polygonseiten,  welche  die  Richtung  des 
Uitteldnickes  der  Belastung  bezeichnet.  Da  wo  die  Verticalen  r 
und  m  zusammenfallen ,  ist  r  allein  ausgesogen,  m  und  mitunter 
aucb  r  ändern  ihre  Lagen,  wenn  neue  Räder  «auf  den  Balken 
rollen.  Also  kann  dann  eine  und  dieselbe  Spannweite  ebenfalls 
verscbiedene  Lagen  haben,  je  nachdem  man  das  weitere  Rad  dazu 
nimmt  oder  auslässt,  weil  in  beiden  Fällen  die  Balkenmitte  in  zwei 
verschiedenea  m  liegt.  Zwei  also  verBchiedeae  Lagen  der  Sehnen 
können  als  Grenzlagen  betrachtet  werden ;  sie  wurden  Taf.  1  Ij 
auf  verschiedene  Weise  eingezeichnet. 

Mit  den  kleinsten  Oeffnungen  beginnend  wurden  bei  dem 
Eintreten  der  Räder  3  und  4  als  Ende  der  einen  Spannweite  diese 
Räder  selbst  angenommen. 

Bei  dem  Eintreten  neuer  Räder  kann  sich  die  Lage  der  Uilte 
einer  Spannweite  ändern;  die  Mitte  allerSpannweiten,  die  kleiner 
sind  als  wie  die  doppelte  Entfernung  des  eintretenden  Rades  tod 
der  Mitte  der  kleinem  Spannweiten  muss  entschieden  auf  diese 
gelegt  werden;  die  Mitte  aller  Spannweiten,  die  grösser  sind  als 
wie  die  doppelte  Entfernung  des  Rades  von  der  Mitte  der  grossem 
Spannweite,  entschieden  auf  diese  letztere.  Die  Mitte  der  Spann- 
weiten, welche  zwischen  diesen  liegen,  können  entweder  auf  die 
Mittellinie  der  grossem  oder  auf  die  der  kleinem  gelegt  werden. 
Taf,  11)  wurde  die  Mitte  der  mitten  zwischen  ihnen  liegenden 
Spannweite  fUr  das  eintretende  4.  Rad  der  zweiten  Locomotive 
einmal  auf  die  Mitte  der  vorausgehenden  und  einmal  auf  die  Mitte 
der  folgenden  Spannweiten  gelegt  und  in  beiden  Fällen  innerhalb 
der  Grenzen  der  Genauigkeit,  mit  der  gezeichnet  werden  kann, 
das  gleiche  Moment  erhalten.  Es  können  daher  diese  zwei  Lagen 
der  mittleren  Spannweiten  als  die  Grenzlagen  fttr  grössere  und  Rlr 
kleinere  Spannweiten  betrachtet  werden.  Bei  dem  Eintreten  des 
dritten  Rades  der  zweiten  Locomotive  wurde  diese  mittlere  Spann- 
weite nur  einmal  eingezeichnet,  und  zwar  mit  ihrer  Mitte  in  M 
mitten  zwischen  den  Mitten  der  grossem  und  der  kleineni  Spann- 
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weiten.  Ueberall  wo  die  Mitte  sicli  ändert  bei  Bich  ändernder 
Spannweite  wurde  die  Grenzlage  auf  diese  Weise  eingezeichnet. 

Bei  dem  Eintreten  des  ersten  Rades  der  zweiten  Locomotive 
zeigte  sich,  dass  gleichzeitig  mit  ihm  auch  das  zweite  Rad  eintritt. 
Als  Grenzlage  wurde  fUr  diesen  Fall  die  mittlere  Spannweite 
zwischen  den  äussersten  Längen  in  der  mittleren  Lage  ein- 
gezeichnet 

Giebt  man  einem  kUrzern  BrUckenträger  einen  constanten 
Querschnitt,  so  kann  man  nun  das  Haximalmoteient,  dem  derselbe 
unter  der  Belastung  eines  fn^^rM'scben  Locomotirzuges  zu  wider- 
stehen bat,  unmittelbar  aus  Taf.  Ilj  abgreifen ,  nachdem  man  für 
eine  Spannweite  von  8  Meter  z.  B.  die  also  bezefchnete  Linie  ein- 
gezogen hat,  deren  Endpunkte  8  Meter  weit  ron  einander  abstehen 
und  deren  Mitte  in  m  liegt.  Die  durch  r  angedeutete  Ordinate  des 
E>:kpunkteB  2  misst  (auf  einer  Zeichnung  im  doppelten  Maassstab 
abgegriffen)  14,2  Tonnen  oder  1,42  Meter.  Da  nun  der  Horizon- 
talschub  5  Meter  oder  50  Tonnen  beträgt,  so  ist  das  Hasimal- 
moment  gleich  71  Metertonnen. 

Zieht  man  durch  den  Fol  dps  Eräftepolygons  eine  Parallele 
zur  Sehne  8  Meter  (der  Schlusslinie  des  Seilpolygons) ,  so  theilt 
sie  die  Totalbelastung  1 2  3  4  in  die  Beactionen  der  beiden  Wider- 
lager 22\\  und  25'/4  Tonnen. 

Sehr  häufig  vergleicht  man  das  Maximalmoment  dem  eines 
gleichförmig  belasteten  Balkens;  es  geschieht  dies  bauptsAcblicb, 
um  leicht  nach  der  Formel  *lipi^  das  Moment  berechnen  zu 
können.  Bei  graphischen  Methoden  bedarf  man  natürlich  dessen 
nicht,  weil  man  viel  schneller  zum  Moment  selbst  gelangt,  doch 
haben  wir  Taf.  II3  den  Vergleich  noch  durcbgefuhrt.  Da  die 
Parabel  Nr.  79  S.  306  die  Ourve  der  gleichförmigen  Belastung  ist 
und  bei  der  Parabel  die  subtg  gleich  der  doppelten  Abscisse  ist,  so 
gelangt  man  leicht  zur  Richtung  der  Tangenten  ;>  ;>  einer  über 
b  Meter  gespannten  Parabel,  deren  Maximalordinate  gleich  der 
Ordinate  der  Polygoneeke  3  ist,  wenn  man  Über  der  Mitte  m  der 
8  Meter  diese  doppelte  Ordinate  aufträgt  und  ihren  Endpunkt  mit 
den  Enden  der  Sehnen  durch  p  und  p  verbindet.  Zieht  man  nun 
durch  den  Pol  des  Kräftepolygons  zwei  Parallele  zu  diesen  End- 
tangenten ,  so  schneiden  sie  auf  der  Verticalen  der  Kräfte  die  Be- 
lastallgab,  welche  gleichförmig  Über  8  Meter  vertheilt,  ein  eben 
so  grosses  Maximalmoment  als  die  Locomotive  verursacht.  Indem 
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wir  diese  Last  im  VerhältDiss  von  8: 10  oder  0,04  Meter:  0,05  Meter, 
wie  es  in  der  Fi^r  angedeutet  ist,  rergrOsseni,  so  erhalten  wir 
88  Tonnen  als  ebenso  iotenaire  Belastung  fUr  10  Meter.  Die 
gleichförmige  Belastung  beträgt  also,  wie  man  sich  gewöhnlich 
ausdrückt,  8,8  Tonnen  pro  lfm.  In  der  That  giebt  auch  diese 
gleichförmig  vertheilte  Belastung  laut  Nr,  85  S.  336  ein  Maximal- 
moment von  Vi  •  8,8>  .  4>  =  70,4  Mtn.,  während  wir  weiter  oben 
71  Mtn.  gefunden  hatten. 

Bei  Trägem  aus  schweren  Materialien,  Eisen  oder  Stahl,  wo 
der  Querschnitt  des  Balkens  den  ausserhalb  wirkenden  angepasst 
wird,  genügt  es  nicht  mehr,  nur  das  Maximalmoment  Überhaupt  zu 
kennen ,  sondern  man  muas  es  fUr  verschiedene  Querschnitte  be- 
stimmen. Es  geschab  dies  Taf.  11|,  wo  fUr  Spannweiten  von  2 
bis  10  Meter  die  Momentencurven  mittelst  Taf.  11g  gezeichnet 
wurden.  Dass  sieh  Aber  die  Form  dieser  Curven  nichts  Allge- 
meines sagen  Iftsst,  dass  einige  derselben  im  Scheitel  Überhöhe 
andere  dort  gedrückt  erscheinen,  geht  aus  den  Rechnungen  der 
nächsten  Nnmmer,  deren  Resultate  fUr  die  kleineren  Spannweiten 
Ton  234  Met.  in  verzerrtem  .Maassstab  Taf.  11|  aufgetragen 
wurden,  hervor. 

Bei  Fachwerken  braucht  man  diese  Momente  nur  für  die  ein- 
zelnen Knotenpunkte.  Um  zu  zeigen,  wie  diese  Momente  sich 
von  Knotenpunkt  zu  Knotenpunkt  ändern,  wurden  Taf.  ll^  die 
Wege  eingezeichnet,  welche  die  9  äquidistanten  Knotenpunkte 
einer  Spannweite  von  40Met.  beschreiben,  wenn  man  sie  Über  das 
Polygon  des  Locomotivenzuges  gleiten  lässt 

Links  vom  SO.  Rad  sind  die  gebrochenen  Linien  gezeichnet, 
welche  von  den  4  ersten,  rechts  die,  welche  von  den  4  letzten 
Knotenpunkten  beschrieben  werden.  Die  innerste  Linie  wird  von 
der  Mitte  beschrieben.  Die  Lage  des  Balkens  selbst  ist  3  Mal 
angedeutet. 

Die  verticalen  Abstände  dieser  Linien  von  dem  Seilpolygon 
geben  die  Momente  in  den  verechiedenen  Lagen  des  Zuges  an. 

Schon  ein  Blick  auf  diese  Zeichnung  lässt  erkennen,  dass  die 
Maxima  der  Momente  bei  einem  der  drei  ersten  Räder  der  zu- 
sammenstossenden  Locomotiven,  also  bei  einem  derRäderlS— 33, 
vorkommen,  indem  der  LinienbUschel ,  den  die  Wege  bilden,  bei 
diesen  Rädern  anschwellt.  Durch  Probiren  mit  dem  Ziikef  aber 
findet  man  leicht  die  Maximal momente  heraus,  welche  auf  jeder 
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Cnrve  durch  ein  m  ausgezeichnet  ist.  Auch  sieht  man ,  ganz  dem 
frQher  Gesagten  entsprechend,  sofort,  dass  die  Maxima  Überhaupt 
Dor  unter  einem  der  achwerbelasteten  Locomotivräder  Torkommen 
können;  da  die  Unregelmässigkeiten  in  der  Erttmmung  der  ver- 
schiedenen Curven  gegen  den  Knotenpunkt  der  Mitte  hin  ab- 
nehmen ,  so  können  die  Einsenkungen  im  Seilpolygon  nie  durch 
die  der  innem  Polygone  ausgeglichen  werden.  Die  grössteo 
Verticalabstände  zwischen  den  Terschiedenen  Polygonen  werden 
daher  immer  den  Einsenkungen  des  Seilpolygons  bei  den  am 
meisten  belasteten  Bfidem  entsprechen. 

Die  für  jeden  Knotenpunkt  gefundenen  Kaxima  wurden  noch- 
mals tlber  einer  Spannweite  aufgetragen,  und  so  die  Curre  der 
Maximalmomente  gebildet,  womit  der  Zweck  der  Construction 
erreicht  ist. 

Um  zu  zeigen ,  wie  sich  diese  Momente  einer  ^R^erM'scben 
Locomotive  zu  denen  einer  leichten  PersonenzuglocomotiTe  ver- 
halten, wurden  auch  Taf.  llj  dieselben  Constnictionen  for  eine 
Spannweite  von  40  Metern  noch  einmal  wiederholt. 

Nach  Nr.  84  S.  329  können  diese  Polygone  Taf.  11  auch  dazu 
dienen,  die  von  der  zubilligen  Belastung  herrührenden  scbäerenden 
Kräfte  zu  bestimmen.  Verschiebt  man  eine  Spannweite,  deren 
Länge  gleich  der  auf  dem  Maassstab  der  Längen  abgegriffenen 
Poldistanz,  also  fUr  Taf.  11,  und  llj  gleich  20  Meter  ist,  so,  dass 
ein  beliebiger  Knotenpunkt  s  aber  den  Endpunkt  des  Zuges,  hier 
das  20.  Rad,  das  eine  Ende  der  Spannweite  auf  das  Polygon  nach 
y  und  das  andere  Ende  auf  die  letzte  Polygonseite  nach  cf  zu  liegen 
kommt,  80  ist  Sy  auf  dem  Maassstab  der  Kräfte  abgegriffen  das 
Maximum  der  echeerenden  Kraft,  das  bei  e  durch  den  Zug  hervor- 
gebracht werden  kann.  Ist  die  Spannweite  nicht  gleich  der  Pol- 
dietanz ,  so  müssen  diese  Kräfte  S  im  Verhältuiss  der  Poldistanz 
zur  Spannweite  vermindert  werden.  Für  jede  Spannweite  also 
sind  die  scfaeerenden  Kräfte  den  Verticallinien  S  proportional. 

91.  Analytische  Berechnung  der  Momente  paralleler 
Kräfte. 

Ale  AnweDdanfc  der  In  Nr.  B7  entwickelteo  Formeln  wollen  wir  die  In  der 
Torigeii  Hammer  ursptiiBCh  bestiannten  Homeat«  and  Kräfte  auch  rechnen.  Wir 
bescbr&nken  uu  dabei  auf  die  Berechnuns  der,  durcb  die  BelastonK  mit  tiner 
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En^trlh'BClitB  LoBomotlve,  Taf.  II,  tmd  Ui,  an  Balken  von  renobiedener  ^aon- 
weite  heiTorgebrachtea  RrSfte  nnd  Moment«.  —  Wr  beginnen  mit  den  Homenten 
bei  kleinen  Spannweiten. 

Bcd  einer  Spannweite  von  1  Met.  Ewischen  den  MlttelreacUonen  der  Wdei^ 
lager  kann  hSchEtene  nnr  ein  Bad  tod  13  Tonnen  ober  dem  Querschnitt  aofebracht 
werden,  fGr  den  man  das  Maiimalmoment  iMtUmmen  will,  weil  die  UeiOBta  Ent- 
fernung der  BSder  gleich  1,1  Het.  ist.  In  diesem  Fall  Ist  also  das  Moment  für 
■Be  Pnnkte  des  Qnerechnitta  lant  Nr.  67  S.  84*  dnrch  die  Oleichnng: 

¥  =  V.  {)-«)«.  18  -  'A  ■  13  -  ('/.  -  *)»  18 
anai^drBckt.     Dieses  Moment  wird  ein  Haiimnm  ffir  x  ^  '/ii   nimlieh  gleidi 
•/,  .  IS  —  3,9B  Htn.    Trfigt  man  die  Momente  als  Ordinaten  Qber  den  Absdssea 
X  sDf ,  SO  ist  die  Carre  Nr.  8S  8.  33S  entsprechend  eine  Ponbel ,  weiche  ihren 
Scheitel  in  der  Hltte  der  OeÜFnang  hat. 

Verschiebt  man  anf  einer  Oeffnnng  TOn  &  Het.  Spannweite  die  iwei  Loco- 
moUnSder,  welche  1,1  Uet.  weit  auseinander  stehen ,  sokSnnen  alle  iwä  anf  den 
Balken  stehen,  wenn  das  tinc  derselben  nicht  &ber  einen  Querschnitt  der  mittleren 
0,3  Uet.  langen  Strecke  sn  stehen  kommen  soll.  FSr  (Jaerschnltte  Ton  t  ^  0  Ui 
0,e  stehen  daher  cwd  Bider  auf  dem  Balken,  das  ^ne  bei  x,  das  andere  bei 
X  +  1,1.  FBr  Querschnitte  von  x  —  0,9  bis  I  steht  nnr  ein  Bad  von  13  Tonnen 
bei  X.    Die  Momente  fOr  diese  beiden  Strecken  sind  demnach : 

¥  '   —  Vi  •  13  (2  —  «  +  2  —  a:—  1,1)  a;=  13  (1,45  —  z)i 
—  6,8331  —  13  (0,Tas  —  x)s, 

¥       —^It.l3ii~x)x  —  6,S  —  6,B  (1    —  «)», 

Ans  diesen  Momentenglelehnngen  gebt  berror,  daas  die  Momente  nnSdbst 
innehmen  bis  lur  Abseisse  x  '~  o,T3&,  wo  der  ficbeltel  der  Parabel  Hegt,  welche 
die  Momente  fSr  die  erste  Strecke  0  bis  0,9  darstellt;  die  Momentenordinate  da- 
selbst ist  gleich  6,8331.  Von  hier  an  nebmen  die  Momente  wieder  ab  bis  mr 
Oreniabscisse  0,9,  Tar  welche  die  beiden  Gleichnngen  die  Momentenordinate 
$  -m  6,439  geben.  Hierauf  nimmt  das  Moment  wieder  bis  cor  Mitte  bei  z  ■>  1  au, 
wo  es  gleich  $  —  6,5  ist. 

Dieses  eigflothüm liebe  VerhKitniss  wurde  Taf.  U^  dnrch  die  Parabeln  in 
Tenerrtem  Haassstab  dargeatellt ,  welche  diesen  Oieicbnngen  entspreche.  Man 
stehtr  dass  in  diesem  Fall  das  Maiimalmoment  nioht  tn  der  Mitte,  sondern  seltwErts 
bei  der  Absclsse  0,735  liegt.  In  dem  Haassstab,  in  welchem  die  Momente  in  der 
Torigen  Nnmmer  oonstrnirt  wurden,  ist  dieses  Herz  nicht  *a  bemerken  gewesen. 
Immerhin  erscheinen  tn  Folge  desselben  die  fOr  kleine  Spannwelten  coostmirten 
Momente DCnrTen  mehr  kreis-  als  wie  parabelsegmentartlg. 

In  äbniicher  Weise  weiter  vorgehend  erhält  man  die  MomentenglelcbanKea 
Hl  3  Met.  Spannweite : 


_0,< 


1/,  .  18  (3  —  X  -I-  3  —  X  —  1,1  -f  3  —  Z  —  3,8)  X  —  18  (1,9  —  a:)  3 
—  ll,TaS5  —  18  (0,95  —X)', 
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¥^''—  Vi  ■  13(3— «+  3~*—  1,1)1  — Vi  ■  13(8,45  —  x)  X 

^1'— i/,.18[(l— l,l)C3-»r)  +  (3-t)l  +  (3— »— l,l)xl— l8(-**+3x— 1,1) 
_  14,95  —   13  (1,5  —  I)». 

FOr  die  Greoifln  erUlt  man  fOr  x  ^  0,8  und  1,1 

¥jg-- 11,44,      und    ^J,,  —  IS,87. 

Dieae  Bpannwrite  bietet  nlebti  BeModerea  dar,  dagegen  ist  die  Spannweite 
von  4^  Dicht  ohoe  einiget  Interesse)  f&r  1,1  <^  z  <[  1,7  lauen  sich  die  BIder 
saf  iwei  Terschledene  Weisen  dlsponlren,  nSmlich  bei : 

(x —  1,1),  X,  X  +  1,1   13  Tonnen  nnd  bei  x  4-  3,3  8,&  Tonnen, 

X,  X  +  1,1  nnd  X  +  a,9  13  Tonnen. 
Anhllga  glebt  die  erste  Disposition  sp&ter  die  letsterc  grCssere  Momente, 
und  nnr  dadnreli,  dass  nan  die  beiden  Uamentengleichungen  einander  gleich  setit, 
iiann  man  die  Grense  iwiscben  den  beiden  Beiastangsarteo  liestiDimen ,  sie  ist  bei 
z  — •  1,!1B8.  Wenn  man  die  Paralieln  von  $  fBr  beide  Belaatangsarten  anrtrigt, 
so  ist  dieses  x  die  Absclsse  der  Scbnittpnnkte  der  beiden  Parabeln.  Hit  Berfick- 
■iafatignng  diese«  Verhfiltnlssee  Mnd  die  Homeutenglelcbnngen ; 

¥°''     —  i/4{4-s+3,9  —  K+ 1,8—z)  13  + (0,6— l)8,S]x—V.  (118,8—47,5*)* 

—  18,888  —  11,875(1,844  — *)•, 

?'""    —  Vfl8  ('.9  —  *)  z  —  80,49»  —  »,7S  (1,45  —  x)», 

?J*]     —  V<[1»(*— 1. ')(*—*)+ l'C*  —  *)*+ 18(3.9  — l)»  +  8,SCI, 7— z))ej 

M  '/4(— S7,8  +  t70,4ax  — 47,Gx^  —  83,938  —  H,*7S  (1,794  —  Z)*, 

¥*^      —  V*13[('^1.0(*-*)  +  («-I>r+C8,9-!()s]  — V4.18{-4,4+l9*— 8J») 

—  34,7  — 9,75(2  — z)«. 

Für  die  Abedssen  der  Qrenien  getwn  Je  nrei  dieser  Gleiehnngen  die  glelciten 
Moment«,  n&mlich  IQr : 

X  —  0,6        ,  $  —  13,455, 

f  1,S16S,         $—  19,969, 
X  —  1,7        ,  $  —  33,833, 

X=.  3  ,  ¥  —  34,7. 

Ancb  diese  Parabeln  wurden  Tat.  1 1 1  darKeatellt ;  es  geht  aus  dem  Tergtelefa 
deiaellwB  hervor,  daii  sieh  dnrchans  kdne  allgemeinen  Begeln  fiber  den  Verlauf 
der  XazimatmamentenciirTen  aabteilen  laaeea.  Während  bei  Spannweiten,  die  so 
klein  sind,  dau  nur  ein  ebiciges  Uad  auf  ihr  Ptati  Iiat  wie  bei  der  von  i  Meter,  die 
HjLzlmalinomeniencarTe  eine  regehnlsslge  Parabel  ist.  ist  der  Scheitel  der  Maxi- 
nuüinomentenonrTe  von  2  Met.  Spannwtite  ulngedrflokt,  Innerhalb  der  Strecke,  wo 
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nur  du  elnzigeB  Rad  aaf  dem  Balken  Plati  Sadet.  Dagegen  Ist  er  überhöbt  bei 
der  Corve  von  3  Meter  Spannweite ;  bei  dieser  haben  immer  nnr  3  Rldei  anf  dem 
Balken  Platx,  für  die  Mittelgbecke  aber  gind  es  die  drei  echwersten  BSder,  nnd 
daebalb  findet  UeberhShang  statt.  Seitlich  giebt  ei  weiter  noch  Pnnkte  in  den 
dneprin genden  Ecken  der  Parabeln,  wo  die  Uaxlmalmomente  der  Parabeln  r^ti* 
klein  sind,  and  andere,  no  sie  relativ  groM  sind.  Allein  schon  bei  4  Meter  Bpaan- 
weite  gleichen  sich  diese  UnregelmfiaBigkeiten  ilemlich  ana,  and  bei  noch  grBaaerer 
Terechwinden  sie  der  Zeichnung,  so  daas  man  rechnen  mnes,  um  sie  n  finden. 

Zum  Sohlaas  wollen  wir  nocb  die  Momente  für  die  Eäotenpniikte  einer 
grOeaereo  Spannweite  rpn  40  Met.  bereebnen.  Es  Bind  dieaalben  Momente,  welche 
Taf.  1  li  graphisch  bestimmt  worden  sind.  Es  wnrde  dort  eiufWh  mit  dem  fflrkel 
probirt,  unter  welchem  Rad  das  Maiimalmoment  liege.  Bei  der  Redmimg  der 
Momente  läset  sieh,  ohne  das  Moment  aelbst  in  berechnen,  aof  einhche  Weiae  er- 
mitteln, ob  ea  unter  einem  bestimmten  Qad  AP)  ein  Maiimnm  id  oder 
nicht ;  beieichnet  man  mit  P,  die  Somme  der  Gewichte  aller  voraasgehenden ,  mit 
Pg  die  Snmme  der  Glewichte  aller  folgenden  Blder,  femer  mit  b^  und  b't  die  Ent- 
femnngen  dea  Bades  APi  von  den  beidenEnden  der  Spannweite,  mit  6|,  b',  und 
bt ,  b't  die  Entremnngen  der  Schwerpankte  der  Bidergmppen  P,  imd  P,  von  den 
Enden,  eo  ist  laut  Nr.  S6  8.  844  daa  von  diesen  Lasten  herrührende  Moment  InBe- 
aog  auf  den  Qnerachnitt  b^,  h't  gleich: 


(6,  h\  P,  +  J,  b\  APj  +  bt  y,  P,). 


Rückt  man  Jetzt  das  ganae  BelastnngssTetem  nm  A6  vorwärla,  hält  aber  den 
QnencbDltt  bei  },  fest,  so  ve^öasert  sich  5,  nm  Ab,  wSbrend  sieh  die  b't  nnd  b'„ 
welche  Factoren  Ton  APi  nnd  Pj  sind,  um  ebenenviel  Termlndern,  es  lat  also : 


A6 


-'b'tP,  —6,  (AP,  +  P,). 


-6'i(P,  +  APi)  +  6,  P,. 


Wird  dagegen  das  ganae  Belaatnngssystem  cnrückgerückt ,  ao  vermindern 
sich  die  b,  and  b„  welche  Factoren  von  Pi  and  AP,  sind,   während  b',  sich  nm  ao 
viel  vergrfissert;  ea  ist  also  in  diesem  Fall: 
lAf 
Ab 

Soll  nun  durch  eine  dieser  beiden  Bewegungen  das  Moment  nicht  vergrOseert 
werden,  ao  müsaen  beide Homentendifferenien  negstiv  adn,  wasdnreh  die  folgende 
tlDgielchhelt  ausgedrückt  werden  kann : 

P,  -f  AP,    ^   hi_  P. 

Pi  *'i  A  P,  +  P,  ■ 

Zur  Prüfong  dieser  Unglelchbelt  genügt  in  den  meisten  Fällen  der  Rechen- 
aebieber  i  stelit  man  auf  diesem  6,  nnd  b\  einander  gegenüber,  ao  muss  die  Distani 
anischen  P,  nnd  Pj  auf  der  Sdte  der  links  stehenden  Zahl  kleiner  id*  wie  AP, 
sein ,  waa  mltteist  eines  Blickes  auf  den  Schieber  geprüft  wird,  iat  die  Differefls 
grSaaer,  so  muss  das  Belsstungseystem  gegen  das  kleinere  P  gesohobeai  werden. 

Daa  anf  diese  Weiae  ermittelte  Maximum  iat  kein  abaolntei ,  und  ea  kfiuiea 
mehrere  aateinander  folgende  Rider  der  Bedingung  obiger  Ungldchheit  genügen; 
in  dleaem  Fall  ändern  die  Selten  des  Seilpoljgons  und  die  dsa  Wegeangea  Taf.  11« 
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ohngetäbr  Dm  Eleicbrlel  ibre  SlohtauK  bei  dem  UebergiDg  von  einem  Bad  tarn 
aBdern,  eodau  dieVertIcate  EwlBehen  diMen  iwd  Pal/soneD  von  Jedem  der  beiden 
Bider  tum  gegen  die  Ewisabenllegende  Ecke  des  Wegepoljgons  abnebmen,  wo  die 
Mioima  derHomente  Hegen.  Findet  da«  eben  angedentete  Verbfiltniag  statt,  »0 
bleibt  nlcbtB  anderes  Qbrig,  als  die  Momente  fSr  beide  Belastnogsiftgen  anunreehnea 
mtd  da«  grössere  beizubebalten.  Die  Minima  notersnoben  wir  nlcbt  weiter ,  wdl 
■ie  an  nicbts  dienen,  and  macben  bier  nnr  mal  den  Dnallsmas  aufmerksam  ,  dase 
die  Maiima  der  Homeote  dnrch  die  Ecken  des  Selliralygons  nnd  dje  Minima  dnrcb 
die  des  WegepolTgoQi  beieiebaet  werden. 

Um  naeb  Bestiinninog  der  Bider,  bei  denen  die  Hailroa  Torkommen ,  die 
Momente  selbst  eq  berechnen,  thnt  man  am  besten,  die  Momente  iLer  Eüder  eines 
Zngee  In  Beqig  oof  irgend  einen  Pnakt,  s.  B.  in  Besag  aaf  das  erste  Bad,  id  be- 
reebnee,  nnd  HOwghl  dJe  Gewiobte  als  ancb  die  Momente  der  Bäder  in  sommiren, 
siehe  die  Tafel  anf  der  nacbsten  Seite;  die  erste  Colonne  entfallt  die 
Badnnmmeni,  die  iweite  deren  Abseigsen,  die  dritte  nnd  vierte  deren  Gewichte  im 
Einsslneii  nnd  Qanien,  und  die  fSnfte  nnd  aeebate  die  Momente  im  Einielnen  nnd 
Osnien.  Die  Samme  der  Gewichte  and  der  Momente  einer  belietngen  Zahl  aaf> 
einander  folgender  Rlder  In  Being  anf  das  erste  Sad  ergiebt  sich  nnn  einfkcb  als 
UiOBreuz  der  treffenden  Sammen,  nnd  das  Moment  derselben  Bider  In  Being  anf 
JrKend  einen  andem  Drebpnnkt,  e.  B.  den  Sehniltpankt  iweier  Constractlonstheile 
ist  glrich  dem  Gewicht  der  sümratllcheo  Bider,  mehr  oder  weniger  dem,  der  Tafel 
xa  entnebmenden  Moment  derselben  B&d er  In  Being  auf  das  ersteBad,  Je  nachdem 
die  Bäder  aaf  der  Seite  des  Drebpanktes  oder  auf  der  entgegtmgeaebten  Seite 
Bteben.  Han  debt  also,  dass  diese  Tafel  rechnerisch  ganc  das  Seilpolygon  ersetit; 
die  Beefannngen  für  die  Spannwaite  Ton  40  Het.  derTaf.  Ili  machen  rieh  nnn 
«Ie  folgt:  Der  erst«  Knotenponkt  theilt  die  Spannwrile  In  die  beiden  Segmente 
3,33. .  nnd  36,66. .  Het.  Es  ist  nnn  klar,  dass  nnr  dnrcb  ein  Ead  der  vorwbts 
fahrenden  Locomotive  das  Madmalmoment 'bei  ihm  arcengt  werden  kann,  dann 
würde  man  ein  Bad  des  rücklanfenden  Zages  über  den  Knotenpunkt  stellen ,  so 
klme  kein  elndges  Bad  des  vorliarenden  Znges  mehr  anf  die  Strecke  8,33 . ,  nnd 
die  Bäder  der  «weiten  rScklaofenden  Locomoäve  stehen  welter  von  denen  der 
ersten  ab,  als  wie  diese  voa  den  der  ersten  rück  laufenden,  so  dass  die  Spannweite 
weniger  belastet  w£re.  Wir  stellen  also  das  Torderste  Bad  des  vorlaufenden 
Zages  anf  3,33;  bei  6  ~  3, a  Het.  der  Tabelle  lesen  wir  P— 39  Tonn,  ab,  d«n- 
BUhistP,  =•  SG,  AP,  —  13  Tonn,  Das  erste  Bad  des  rScklaureDden  Zage«  hat 
die  Abscisse  3,38  +  S  —  8,333 . . ;  von  diesem  Zag  trefft  demnach  nocb 
81,666..  Het.  anf  die  OelTnang,  be\  !T,l  der  Tabelle  lesen  wir  Pj  —  168  Tonn. 
Stellt  man  nan  auf  dem  Bechenschieber  die  3,S3 . .  der  36,66 . .  oder  die  I  der  1,1 
geKenfiber : 

1  3,33  8,a  31,5  26; 

1,1         3G,66  168  lei  194  ; 

•o  steht  IBl  links,  S6  rechts,  da  nan  aach  181  +  13  —  194  S6  rechts  nlcbt 
erreicht,  so  glebt  diese  Stellang  keio  Hazimnm. 

Wir  rücken  ein  Bad  ror,  dann  wird  die  L&nge  des  vorlaufenden  Zuges  gleich 
4,4S3..  und  P,  >=  4T,G  —  86  —  Sl,a,  die  des  rficklanfenden  30,566  nnd 
P,  —  IGS  +  13  ^  igi ;  AP]  ist  Immer  gleich  IB  Tonn.     In  der  obigen  Stetinng 
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des  Schieben  stebl  immer  noch  18I  and  194  links  von  ai,s  ;  demnach  ^etit  diese 
ZngstellnDg  kein  Haumnm.  Noch  ein  Bad  TOr;  Länge  des  vorlanfenden  Zages 
5,533,  des  rficUaaf enden  SS, «GS..  Met.  P,  -=  4T,&  —  39  -~  8,S,  P««  I6S  +  S6 
o  194  Tonn,  Jetzt  steht  auf  dem  Schietier  194  Emschen  8,5  und  S  1,5;  demnach 
^ebt  diese  SteUnog  das  gesuchte  KaximuiD.    Es  ist  gleich  -. 

¥i  =  "l,t  fS.SaS  .  21,5  —  (71,8  —  U,3)J  + 

Vii  [(85,566  -1.  34,466)  13  +  S9,46G  .  168  —  SI46,6!>]  —  3G5,9Het.To. 

In  dieser  HomenteDglmchung  sind  (35,566  +  34,446)  13  die  Momente  der 
beiden  Toi^eschobeDen  Räder;  5,fiS3  .  £j,5  oud  39,466  .  168  cUe  Uomente  der 
im  vordenten  RAd  conceotrirten  Lasten,  von  denen  die  der  Tafel  entnommenen 
Homenle  dieser  Zfige  in  Being  anf  das  vorderste  Sad  abgehen. 

Für  den  aweiten  Knotenpunkt  mit  den  Segmenten  6,GG  . .  nnd  33,33  ..  kann 
mau  Dicht  von  vorn  herein  schliessen ,  ob  das  absolute  Mailmnm  unter  einem  der 
drei  Räder  des  vorlaofenden  oder  des  rücklaufmden  Zuges  statiflnden  werde ,  es 
mOssen  daher  die  Proben  und  Rechnungen  Tür  beide  Fälle  durchgeführt  werden. 
Für  den  vorlanfenden  Zug  mos«  das  zweite  Bad  über  den  Querschnitt  gestellt  wer- 
den nnd  glebt  dann  ein  Haxi malm oment  von  B8S,4  Htn.  Ein  gTCsseres  Moment 
erhält  man  durch  BSder  des  rücklaufenden  Zngea ;  irir  geben  die  Oben  mit  Worten 
beschriebenen  Proben  nur  sohematiscb  wieder; 

des  vorlanfenden  Zages  des  rüchlanfenden  Zogee 

Länge  Gflwiebt  —  P,        AP,         P)     •=    Gewicht        LSnge 

1,66..  36  R  26  13  181  -»194  —13  33,83.. 
0,56  13+13  —  S6  13  181  —  S07  —26  34,43. 
—      0  +  36  °>  26     13     176,5  =  315,5  —  39  3S,53 

Scfaieberatellong : 

6,66..  1  26  i 

33,33..  6  176,5  181  39. 

Da  in  diesem  Fall  P,  immer  Ewischen  P,  «.  SG  and  /'i  +  AP«  —  39  Kllt, 
BD  Ingen  alle  drei  StellangeD  den  Charakter  eines  Hazimalmementes,  and  wir 
haben  also  hipr  den  Fall  vor  nns,  dessen  oben  gedacht  wnrde,  In  welchem  das  Sell- 
polfgon  ilemlicb  parallel  mit  dem  Polygon  der  Wege  läaft,  und  die  äeilpol^on- 
selten  von  Jeder  Ecke  ans  nach  beiden  Seiton  hin  gegen  die  über  diesen  liegende 
Seite  des  Wegepolygons  eonvergiren,  siehe  Taf.  lli. 

In  diesem  Fall  bleibt  nun  nichts  übrig,  als  alle  drei  Momente  zu  tterechnen. 
Im  ersten  und  zweiten  Fall  sind  die  Momente  604,0  und  608,2Utn.  DasHaiimom 
aber  findet  im  dritten  Fall  statt,  nämlich : 

¥,  —  •/«  C*.*6  . .  +  6,S66  . .)  13  + 

V,  [35,533..  (215,5  —  36)  —  (3728,95  —  14,3)]  •=  Gl  1,8. 

Ebenso  mnss  man  anch  für  den  dritten  Knotenpunkt  mit  den  Segmenten  10 
und  30  das  Maximum  für  die  Vorderräder  des  vor-  nnd  Kr  die  des  rücklanfeDden 
Zuges  berechnen.  Für  den  vorlanfenden  Zug  erhalt  man  das  Maximum,  wenn  das 
vorderste  Bad  über  den  Knotenpunkt  gestellt  wird,  mit  S46,30  Htn.  Etwas  grSsser 
ist  das  Uomenl  für  den  rücklaufenden  Zug.     Das  wahre  Mazimalmoment  tSr  den 
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rSeklaafencleii  Zog  erh&lt  man  danii ,  i 
atobt,  aSmlicb : 

%  =  »/»  (5  ■  *7,5  —  71,8)  +  '/«  (SO  . 


1  daa  enU  Bad  Sb«r  dem  Qnenehiiltt 


-  SUG,6S)  -=  847,«  HtD. 


stellt  man  das  dritte  Bad  dee  rSckUcfendeD  Zages  Aber  den  vterten  Knaten- 
ponkt  mit  den  Se^enteu  13,33..  nnd  26,66..,  bo  wird  das  MomeDt  gleich 
101 1,65  Mtn.  Für  den  rBcklaorenden  Zog  glebt  das  iweita  Bad  fiber  den  KnoteB- 
pniikt  das  Haiimalrooment  I 

$,  —  >/j  (I3,C3  .  13  +  7,!8  .  58  —  ISl.Bi)  + 

V,  [ST, 76  (188  —  13)  —  9U6,6S]  —  10IS,8  Htn. 

Für  den  fünften  KnotetipuDkt  mit  den  Segmenten  16,66  und  SS, 33  Hei 
erhilt  man  daa  grSaste  Moment,  wenn  das  inelte  Ead  dee  rorlanfenden  Bkdea  fit»er 
den  Knotenpunkt  gestellt  wird,  mit ; 

Vi  —  Vii  [17,78  (US  —  IS)  —  837,5]  + 

Vii  (SS,S3  ,  13  +  17,33  .IIS  —  837,5)  —  1113,3  Utn. 

Stellt  man  das  dritte  Bad  des  rflcUanfenden  Znges  ütter  denEaatenpnnht,  so 
erhSltmannar  1093,6  Ktn. 

Für  die  Ultte  iat  es  natüriicb  gans  einerlei,  welchen  der  beiden  ZBge  man 
mit  dem  vorderatea  Bad  über  sie  stellt ;  stellt  maa  daa  Torderate  Rad  des  Torian- 
fenden  Zages  Aber  aie,  so  erhält  man  das  Hazimaimoment ; 

^  —  VifäO  .  112  —  837,5  +  16  .  103,5  —  697,25]  =  1128,88  Mtn. 

Zum  SohlDss  wollen  wir  die  oben  erhaltenen  Resnltate  noch  mit  den  con- 
stnürten  nnd  mit  den  Momenten  vergleichen ,  welche  darcfa  iwei  Par&beia  dar- 
gestellt werden ,  wovon  die  eine  der  gleichfSrmlgen  Belastung  von  5,8ii  nnd  die 
andere  der  von  56  :  10,6  — ■  ft,383  Tn.  pro  if.  Het.  entspricht.  Die  erste  giebt 
das  gleiche  HaiimalmomeDt  als  wie  der  wirkliche  lAcomotivening ,  die  iweite 
erhält  man  dnrcb  glelchrürmlge  Vertbeiiung  des  I/ocomoHTsngewichtas  über  deren 
L&nge.    Sie  werden  einfach  nach  der  letzten  Formel  von  Nr.  87  8,  346  gerechnet, 


nachdem  man  ß  - 


n  derselben  gesetzt. 


Die  Bemiitale  stellen  wir  in  folgender  Tabelle 
ferenaen  den  gerechneten  Momenten  gegenSber : 


Nr. 

Berechnete 
Momente. 

Abgegriffene 
Momente 

Momente  für  glelehfarmlge  Beiaatnngen 
von 

A 

5,644  Tn. 

A 

6,883  Tb. 

A 

866,9 

360 

—    6 

344,9 

—  Sl 

—  44 

813 

640 

+  S8 

637,2 

+  15 

687,0 

—  35 

847,6 

853 

+     6 

846,7 

793,5 

—  55 

1013,8 

1013 

—     1 

10Q3,5 

—  10 

939,3 

1113,2 

1130 

+     7 

1097,5 

—  16 

10S7,3 

-86 

1138,88 

1143 

+  u 

1128,88 

" 

1056,6 

-" 

Betraefatet  man  diese  Ergebnisse  genaner,  so  xeigt  sich  bei  dem  KDotenponkt 
)wei  eine  Unregelmässigkeit,  die  sich  wohl  nnr  dadurch  erklären  läset,  dass  er  mit- 
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ejoemderHiDliiiBlmomeateiipai)kt8>tu>iniiieDfiJlt,  welcbe  T>f.  Il«  In  venerrtHn 
HMHstsb  markirt  worden  sind ;  nur  Ut  es  aofrallend,  dasa  die  conetroirteD  Mo- 
mente eie  Dicht  ancb  andenten. 

Wird  von  dieser  UnregelmfiMiskeit  abstrahlrt,  so  kann  man  wobl  sagen,  daes 
die  constnrirten  Momente  idenÜBoh  mit  den  Bereebaeten  sind,  wenn  man  erwSgt, 
dau  der  MaasBBtab  Taf.  11,  »o  klein  ist,  dasa  ,0001  Met.  scbon  «,66..  Htn.  ans- 
machen.  Gewöhnlich  werden  die  Polygone  in  einem  i-  bU  6mal  grOsseni  Haass- 
stab ooBstrairt,  nnd  dann  erbUt  man  eine  fBr  alle  Fälle  der  Praxis  genSgende  Oe- 
nanigkeit.  Die  langweiligen  Rechnnogen,  die  wir  oben  dnrcbmachten ,  sind  daher 
in  der  Praxis  gani  swecklns. 

Die  gleichfönnige  Vertfaeilnng  des  Locoraotivengewlchtes  Sber  dIeLinge  der 
Looomol]Te  ist  bei  40  Met.  Spannweite  dnrchans  noch  nicht  gestattet,  der  FeUer 
ist,  wie  die  DlfferniBsn  es  lelgen,  sehr  gross ;  man  erhilt  viel  sn  kleine  Momente, 

Dagegen  wird  kein  erheblicher  Fehler  begangen ,  wenn  man  das  Uaxbnal- 
mmnent  nur  ffir  die  Mitte  berechnet,  nnd  dann  die  Momente  fSr  die  seitlicheD  Knn- 
teapnnkte  als  Parabeln  anrechnet.  Besser  aber  als  diese  Bechnnng  Ist  die  Cnn- 
Etmction,  namentlich  anch  deshalb,  well  diese  tn  grosse ,  Jene  tn  kleine  Horoeote 
gjebt.  Wenn  diese  Parabel  anch  die  wirkliche  Motnentencnrre  im  Seheltel  berSbrl, 
so  liegt  sie  bd  gTSeseren  Oeffnnngeo  seitlich,  doch  unter  ihr. 

Das  Maximnm  der  anaserbalb  eines  Qaerschnitts  wirkenden  scheerenden 
Kräfte  bei  einseitiger  Belastang  branchen  wir  nicbt  lU  berechnen ,  es  ist  ein- 
fach der  ¥  8.  360  proporGonal,  lant  Nr.  84  S.  380,  tmd  wirkt  in  dem  der  be- 
lasteten Seite  gegenüber  liegenden  Widerlager. 


92.  Yerejnignng  des  Eigengewichtes  nnd  der  zo^ligen 


Bisher  baben  wir,  sowohl  bei  der  graphiechen,  als  auch  bei 
der  analytischen  Berechnuni;  der  aasserhalb  eines  Schnittes  wir- 
kenden Kräfte,  Über  die  Belastungen  frei  verfugt;  wir  haben  ganz 
belastete  und  ganz  unbelastete  Strecken  angenommen,  um  die  un- 
günstigsten Belastungen  zu  erzeugen.  Ganz  unbelastete  Strecken 
sind  aber  beinahe  nie  mOglicb,  weil  jede  Construction  in  der 
Regel  auch  ihr  Eigengewicht  zu  tragen  hat,  von  dem  sie  nicht 
enttaatet  werden  kann.  Die  Entlastungen  und  die  Belastungen 
der  vorigen  Nummern  klJnnen  sich  daher  nur  auf  die  von  der  zu- 
fälligen Last  herrührenden  Belastungen  beziehen. 

In  der  Praxis  thut  man  nun  in  den  meisten  Fällen  am  besten, 
diese  beiden  Belastungsarten  ganz  von  einander  zu  trennen.  Die 
durch  das  feste  unveränderliche  Eigengewicht  erzeugten  Kräfte 
werden  am  zweckmäesigsten  nach  den  in  Nr.  81  Taf.  10  dar- 
gestellten Methoden  bcBtimmt;  dagegen  dienen  zur  Bestimmung 
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der  von  der  reränderlichen  zufttlli^n  Belastung  herrtthrenden 
Kräfte,  die  in  der  vorigen  Nummer  Taf.  11  erläuterten  Uethoden. 
Nach  diesen  verschiedenen  Methoden  bestimmte  Kräfte  können 
schliesslich  einfach  zusfimmengesetzt  werden,  allein  viele  In- 
genieure fahren  in  der  Trennung  noch  weiter  fort  und  berechnen 
die  von  diesen  verBchiedeneo  KrSften  herrührenden  Spannungen^ 
in  den  bezüglichen  Querschnitten,  indem  sie  das  von  der  zußllligen 
Belastung  herrührende  ^,  wegen  den  mit  ihr  verbundenen  Stfiesen 
hober  anschlagen  als  wie  das  vom  Eigengewicht  herrührende  $,. 

Immerhin  giebt  es  Fälle,  in  denen  es  nützlich  ist,  die  von 
beiden  Belastungen  herrührende  Hittelkraft  zu  kennen ,  z.  B.  bei 
Fachwerken,  um  das  Fach  zu  ermitteln ,  bis  zu  dem  rflcklaufende 
Fullungsglieder  notbwendig  sind ,  oder  auch  bei  Schwedler'acben 
Trägern,  wo  in  den  äussersten  Fächern  keine  Fttllungsglieder  er- 
forderlich sind.  In  solchen  Fällen  kann  die  Vereinigung  des 
Eigengewichtes  und  der  zufälligen  Belastung  auf  die  folgende 
Weise,  fttr  einen  Aber  die  Spannweite  ^B  =^2/  ausgeführt 
werden. 

Mittelst  des  Kräflepolygons,  dessen  Fol  in  Fig.  155  in  B  und 
dessen  Poldistaoz  —  h  angenommen  wurde ,  kann  zunächst  das 
stärker  ausgezogene  Seilpolygon  des  Eigengewichtes  construirt 

Eis.  m. 


P 


.^'^" 

"^'X^ 

ii\ 

^^s~*- 

slAV^*-? 

ÖTn 

\^' 

""■--y^--.i 

d "~ 

^^^^ 

p 

r 

^*^^ 

V». 

// 

, .^-i 

tf^  / 

D.0I1IZ.O  »Google 


9a.  VerelDig:iiiig  d.  Eigengewichte«  d.  d.  mniDg.  Belutgn  elnee  Balkens.  365 

werden.  Die  tod  der  zufälligen  Belastuog  henUlirenden  Mazimal- 
momeute  werden  durch  eine  Conatniction ,  Sfaulich  der  in  der  To- 
rigen  Naminer  Taf.  lli  erläuterten,  ermittelt,  nach  S.  11  Fig.  15 
Kuf  den  MaasBBtab  der  Fig.  155  reducirt,  tlber  ^fi  aufgetragen, 
um  die  reine  Curre  der  zufälligen  Belastung  zu  erhalten,  und  auch 
zu  den  Momenten  des  Eigengewichtes  addirt,  um  die  Curre  der 
TotalbelaBtnng  zu  erhalten.  Diese  drei  Gurren  geben  für  irgend 
einen  Querschnitt  die  Mazimalmomente  getheilt  durch  die  Pol- 
distanz k  in  %  ¥.  und  $( ;  handelt  es  sich  um  ein  Fachwerk  mit 
der  constanten  HBhe  k,  so  sind  diese  Ordinaten  $,  ^,  $i  laut 
Nr.  56  S.  306,  die  in  den  Druck-  and  Streckbäumen  wirkenden 
Krfifte  selbst;  sind  die  Belastungen  den  LSngen  der  Spannweite 
proportional,  wie  es  in  der  Figur  rorausgesetzt  wurde,  so  sind  die 

drei  Curven  Parabeln  mit  den  Pfeilen    ^'      ,    -J-r-  und  -air- 

In  diesem  Fall  ist  es  am  einfachsten,  diese  Pfeile  direct  zu  rechnen, 
aufzutragen  und  die  Parabeln  mittelst  omhttllender  l^ngenten  zu 
construiren,  wie  es  auf  der  rechten  Seite  der  Figur  angedeutet  ist. 
Die  vom  Eigengewicht  herrOhrenden  scheerenden  Er&fte 
können  unmittelbar  auf  dem  Eräftepolygon  abgegriffen  und  eben- 
ftills  in  jedem  Querschnitt  über  ^ß  aufgetragen  werden,  und  man 
erhält  die  Linie  CMC  fflr  diese  scheerenden  Kräfte;  ist  die  Be- 
lastung durch  das  Eigengewicht  eine  gleichfßrmige,  so  ist  diese 
Linie  eine  Gerade ,  welche  Über  j4  und  B  die  Ordinaten  pt  l  aus- 
schneidet, wie  es  auf  der  Figur  angedeutet  ist  Addirt  man  weiter 
ZQ  den  Ordinaten  von  CMC  die  auf  Taf.  11|  abgegriffenen  und 
nach  S.  11  Fig.  15  reducirten,  von  der  zufälligen  Belastung  her- 
rührenden scheerenden  Kräfte ,  indem  man  einmal  auf  der  linken, 
einmal  auf  der  rechten  Seite  beginnt,  so  erhält  man  die  Curren 
CD  und  C'iy  des  Maximums  der  seheerenden  Kräfte ;  sie  schnei- 
doD  mit  ^ß  auf  der  Verticalen  irgend  eines  Querschnittes  diese 
liaxima  S  und  S'  fQr  einen  bin-  und  tür  einen  herfahrenden  Zug 
aas.  Innerhalb  der  Strecke  EB',  die  diese  Gurren  auf  ^B  selbst 
ausschneiden,  können  diese  Kräfte  positiv,  null  und  negativ  wer- 
den ;  ausserhalb  dieser  Strecke  haben  die  S  immer  nur  ein  con- 
stantes  Zeichen.  Da  nun  ausserhalb  dieser  Strecke  die  S  nicht 
gleich  null  werden  können,  so  sind  diese  Punkte  laut  Kr.  85  S.  336 
die  Grenzen  für  die  Ausweichung  des  Maximalmomentenpunktes ; 
die  cODstructive  Bedeutung  dieser  Strecke  EE'  ist,  wie  wir  später 
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bei  Behandlung  der  Facfawerke  zeigen  werden,  die,  dass  bei  pa- 
rallelen Streckbäumen  innerhalb  derselben  die  FttUnngsglieder 
entweder  absolut  und  rückwirkend  zu  widerstehen  im  Stande  sein 
mttssen,  widrigenfalls  das  eine  System  derselben  verdoppelt  wer- 
den mU8B. 

Aus  der  Natur  der  Constructionen  geht  heiror,  dass  die 
Gurren  CD  und  CIX  sowohl  die  Linie  CC,  welche  die  vom 
Eigengewicht,  als  auch  die  Linie  DD',  welche  die  von  der  Total- 
belastung herrtthrenden  scheerenden  Kräfte  darstellen ,  berühren 
mttssen.  Ist  nun  das  Eigengewicht  gleichförmig  vertheilt  und 
demnach  die  Linie  CMC  gerade ,  so  ist  die  Gurre  CDf  offenbar 
nichts  anderes  als  das  Seilpoljgon  der  zußtlligen  Belastung,  cod- 
struirt  mit  der  Poldistanz  CC  tn  Richtung  und  Grösse;  denn  con- 
struirt  man  ein  solches  Seilpolygon,  so  sind  die  Segmente  zwischen 
ihm  und  CC  der  von  der  zu^Uigen  Belastung  herrtlbrenden 
scheerenden  Kraft  proportional  laut  Nr.  84  S.  330.  Ist  endlich 
auch  die  zuMlige  Belastung  noch  eine  gleichförmig  vertheilte  wie 
in  Fig.  155  vorausgesetzt  wurde,  so  werden  auch  die  Curven  CD 
und  CD'  zu  Parabeln ,  welche  die  geraden  Linien  CC  und  DJf 
des  Eigengewichtes  und  der  zuföUigen  Belastung  in  den  Verticalen 
TOB  A  und  B  bertlhren ,  und  deren  unendlich  ferne  Punkte  in  der 
ßichtungslinie  der  Kräfte,  d.  h.  den  Verticallinien  liegen.  Der 
Berührungspunkt  F  der  zu  jfB  parallelen  Tangente  FC,  der 
Scheitel  im  vorliegenden  Falle ,  weil  die  Schlusslinie  AB  hori- 
zontal angenommen  wurde,  liegt  im  Schnittpunkt  der  Linien 
AD,  BC.  Denn  denkt  man  sich  der  Parabel  in  ihren  4  Punkten 
FCDco  ein  Viereck  ein  beschrieben,  und  ein  anderes  umbeschrie- 
ben ,  so  sind  die  beiden  Punkte  A  und  B  Eckpunkte  des  Polar* 
dreiecks  dieser  Vierecke;  die  Linie  AB  ist  eine  Seite  dieses 
Dreiecks  als  Verbindungslinie  der  TangentenschAitte  CD,  Fao; 
in  ihr  liegen  demnach  auch  die  Schnittpunkte  der  Linien  Cco ,  DF 
and  der  Linien  Doo,  CF  als  Diagonalen  des  einbeschriebenen 
Vierecks,  welche  daher  nichts  anderes  als  wie  die  Punkte  A  und  B 
sind.  Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  der  Sehne  CD  mit  AB, 
durch iV,  und  den  unendlich  femenpunkt  derHorizont^en^i^mit 
CO  «  ,  so  ist  0  00  4  .  AB  .  MN .  E  .  eine  Involution  bezOglich  der 
Parabel  conjugirter  Funkte;  .<4und0  sind' eonjugirt  als  Eckpunkte 
eines  Polardreieeks ,  und  0  und  iV  liegen  in  den  Verbindungs- 
linien  der  Parabelpunkte,  deren  Tangenten  sich  in  J/ und  X)  t 
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schneiden;  da  nun  0  der  Mittelpunkt  dieser  InTotutiön  ist,  so 
bat  maa: 

OE*  ^OM  .ON=OA.  OB; 
OE,  siehe  Fig.  155,  ist  demnach  gleich  der  Tangentenläoge  tod 
Kreisen,  die  dnrch  j4,  B  nnd  M,  N  gehen,  nnd  kann,  wie  in  der 
Fignr  angegeben,   leicht  construirt  werden.    Natürlicher  Weise 
ist  ME  —  ME'. 

Aus  dieser  Construction  lassen  sich  auch  leicht  analytische 
AnsdrScke  für  die  Lage  der  Punkte  E  und  E'  herauslesen.  Man 
hat  zanSchat  von  constructioiiswegen : 

OA^^OB^  =  J^  =1L 

P*    ^   pi    ^   p^  p. 

Woraus  sich  sofort  ergiebt: 

OB  —   fOA  .  OB  —  LlllL-  .  2/, 
/». 

AE=B'B~-  —{\/'p~pr—p.).il, 

EM-ME^iYf^  1/^y./. 

In  der  folgenden  kleinen  Tabelle  haben  wir  einige  zusammen- 
gehörige Werthe  Ton     ■-  und  ~j-  =s  —  (;»,  -]r  P'  —  2  Ype  pi)t 


:hnet: 

EU 

&. 

EU 

?■. 

BM 

P- 

l 

P- 

l 

f. 

l 

,09 

,6417 

,6 

,2404 

2,5 

,0839 

,10 

,5367 

,7 

,2183 

3,0 

,0718 

,15 

,4693 

,8 

,2000 

3,5 

,0627 

,20 

,4202 

,« 

,1847 
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368  Homente  paralleler  Kr&fte. 

Man  sieht  aua  dieser  Tabelle ,  dass  der  MaxtmalmoineDteD- 
punkt  iu  der  Praxis  wohl  nie  aus  dem  inneren  Viertel  heraustreten 
wird,  denn  schon  fUrp«  =  0,15  p,,  waa  ein  seht  geringes  Eigen- 
gewicht ist,  ist  EM  <C  ^l%l.  Ist/Je  >  2p,,  bo  tritt  der  Maiimal- 
momentenpunkt  nicht  mehr  aus  dem  mittelsten  Fach  heraus,  wenn 
die  Fachlänge  etwa  '/to  der  Spannweite  ist. 

Kachdem  wir  die  Grösse  der  ausserhalb  eines  Schnittes  wir- 
kenden Kräfte  bei  einseiliger  Belastung  besUmmt  haben ,  bleibt 
uns  noch  tthrig,  die  Richtungslinie  derselben  zu  ermitteln.  Da 
es  auf  die  Reihenfolge  in  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  durch- 
aus niobt  ankommt,  so  kjjnnen  wir  das  schon  gezeichnete,  sUrk 
ausgezogene  Polygon  des  Eigengewichtes  beibehalten,  und  von 
dem  Schnitt  der  letzten  Seilpolygooseite  AK  auf  der  Verticalen 
des  Querschnittes  bei  K  aus  das  ebenfalls  stark  ausgezogene  Po- 
lygon RG  der  links  liegenden  zufälligen  Belastung  zeichnen.  Ge- 
schieht dies,  so  leuchtet  sofort  ein ,  dass  mit  Berücksichtigung  des 
Maasdstabes  das  Segment  AG  gleich  den  Segmenten  S  derTaf.  11, 
ist  Uan  braucht  daher  das  Seilpolygon  der  zufälligen  Belastung 
höchstens  nur  einmal  zu  zeichnen  und  erhält  dann  fUr  jeden 
Schnitt  den  Endpunkt  Q  des  Seilpolygons  des  einseitig  belasteten 
Balkens,  indem  man  bei  AG  das  S  des  auf  dem  Balken  links  vom 
Schnitt  stehenden  Zuges  auftragt.  Der  Schnitt  der  Scblusslinie 
BG  mit  der  geschnittenen  Seilpolygonseite,  welche  in  Fig.  155  als 
Tangente  hei  $,  erscheint,  gieht  einen  Funkt  der  ausserhalb  des 
Schnittes  wirkenden  Kraft  P.  Nur  dann,  wenn  die  zufällige  Be- 
lastung in  Bezug  auf  jcdeit  Punkt  ihrer  Zuglänge  symmetrisch  ist, 
also  wenn  die  zufUUige  Belastung  eine  gleichförmig  vertheilte  ist, 
werden  die  Segmente  zwischen  der  Polygonseite  AK  und  der 
Curve  GK  gleich  den  Segmenten  zwischen  dem  Polygon  der  zu- 
fälligen Belastung  A^,  und  der  Polygonseite  G%  sein,  also  nor 
in  diesem  Fall  ist  das  von  C.  Heuser,  Erbkam's  Ztschft.  1873 
S.  523  gegebene  Verfahren  richtig. 

Die  Lage  der  so  bestimmten  Kraft  P,  bezüglich  des  Schnittes 
der  Zug-  und  Druckbogen  bei  Pau/t" sehen  Trägem ,  bei  Bogen- 
hängwerken,  zeigt  nach  Nr.  56  S.  207  den  Sinn ,  in  welchem  die 
Fullungsglieder  in  Anspruch  genommen  sind,  und  bei  Sehwedler- 
Bchen  Trägern  soll  die  Seite  des  Druckbogens  bei  K  durch  den 
Schnitt  von  P  mit  AB  gehen. 
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33.  Vom  Schtrerpanbt  im  Allgemeioea.  ^OÖ 

Bei  aaftlytischer  UeliBDdlaiig  hat  mau  weiter  oieiiU  zu  thun ,  ala  wia  die  für 
Jeden  BehniH  Kr  daa  Eigengewicht  und  für  die  EurüIUge  BelBstung  nich  Nr.  86 
S.  340  aargeBtellten  MomenteiiKleichiiDgen  in  x  zu  addiren.  Bei  gleichfSnnlger  Be- 
laBtang  geben  die  t'Dnneln  von  S.  34^  unmittotbnr  die  Kraft,  rür  Jeden  Schnitt  und 
für  Jeden  Knotenpunkt. 


Zweites  Kapitel. 
Der  Schwerpunkt. 

93.  Tom  Schwerpunkt  im  Allgemeinen. 

Da  in  Obigem  keine  bestimiuteii  Vorauasetzungen  bezüglich 
der  Zahl  und  )<^ntferaung  der  einzelnen  Kräfte  gemacht  wurden, 
so  gilt  Alles  auch  noch,  wenn  eratere  unendlich  gross  und  letztere 
unendlich  klein  wird.  Hierher  gebüren  z.  B.  alle  Kürper  und 
Massenelemente,  welcfaeunterdemEinfluBS  der  Anziehung  der  Erde 
oder  anderer  paralleler  Einwirkungen  Druck  ausüben;  der 
Mittelpunkt  dieser  Drucke,  Gewichte  oder  Kräfte  ist  dann  der 
Schwerpunkt. 

Zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  denkt  man  sich  den 
Körper  in  endlich  oder  unendlich  kleine  Elemente  zerlegt,  deren 
Schwerpunkte  bekannt  sind  und  deren  Gewichte  nach  irgend 
einer  der  bisher  entwickelten  Regeln  zusammengesetzt  werden 
können. 

Häufig  ist  man  im  Stande,  die  Elemente  des  Körpers  so  zu 
gruppiren,  dnss  ihre  Schwerpunkte  in  eine  Ebene  oder  in  eine 
gerade  Linie  fallen,  dann  beschränken  sich  die  Operationen  auf  diese 
Ebene  oder  dieseLinie.  Handelte  essich  z.B.darum,  den  Schwer- 
punkt einer  geraden  Eisenbahn-  oder  andern  Schiene  constanten 
Querschnittes  zu  bestimmen,  so  künnte  man  die  ganze  Schiene  in 
prismalische  Elemente  zerlegt  denken,  deren  Schwci-puukte  alle  in 
dem  von  den  Endpunkten  gleichweit  abstehenden  Querschnitt 
lägen,  und  deren  Gewichte  den  Basen  der  Prismen,  d.  h.  den  ent- 
Kprecfaenden  Theilen  der  Querschnittsfläche  proportional  wären. 
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370  Uomente  pnrallcler  Krarte. 

Hier  wUrde  also  diese  QuerBehnittBfläobe  als  TiSgerit  der 
Schwerpunkte  aller  prismatiBchen  Elemente  und  durch  dieselba 
gleich flirmig  belastet  erscheinen;  man  wQrde  diesen  SchwerpaDkl 
erhalten,  indem  man  den  Querschnitt  in  Flächeuelemeute  zerlegt 
und  diesen  KrUfte  beimiBBt,  die  ihrer  Ausdehnung  proporlioiul 
sind.  Auf  diese  Weise  kann  also  auch  von  der  Bestimmung dts 
Schwerpunktes  von  Flächen  und  auch  von  Linien  die  Rede  sei«, 
die  man  sich  als  Trilger  der  Schwerpunkte  von  Kör))em  deo^t. 
Durch  solche  KOrperkünnen  Linien  und  Flächen  gleichförmig  imil 
ungleiehflirmig  belastet  sein.  Unter  der  Voraussetzung  gleich- 
förmiger Belastung  werden  wir  hier  die  Schwerpuntle 
einiger  Linien  und  Flächen  bestimmen. 

)u  diesem  ganzen  Abschnitt  wird  immer  nur  von  parallelen  ' 
Kräften  die  Uede  sein. 

Um  analytische  Ansdrücke  für  die  Coordinaten  des  Hittelpanktw  parilleln 
KrSrte  ond  des  ScfawerpoDlites  tu  erlialten ,  oehmen  nir  irf^end  eine  Elwne  f  i  { > 
an,  die  paraiiei  mit  der  Bicbtungsllnie  der  KrSfle  Ifinft,  ISilen  Perpendikel; 

"-  ■=  (.ai  +  b^  +  c;+  1)  ^ 

von  don  AnfcrifTiipunkteii  der  KrSftn  aaf  die  Ebene;  in  der  Formel  bneicbMn 
a  b  c  l  die  Coordinateo  dieser  Angriffspunkte,  w'  der  Sinns  des  kSrperilekeD  Eckt 
und  ^  die  Function  Nr.  GTi  ä.  asT.  Bind  ferner  P  die  Grösaen  der  parallrl» 
Krüfte,  BO  ist  du  Moment  derselben  becügllch  der  Ebene  im  Sinn  von  Nr.  it 

8.  ai5gieich:  I 

•9  =  2~-F-Z(aS  +  b^  +  ei+\)-'"-    F. 

e  e 

Damit  dieses  Homent  gleich  0  werde,  haben  die  Coordinaten  der  Ebeie 
S  1  C  i  nnr  der  Bedingung 

0  =  (XaP+  nXbP  +  (£cP  +  HP 
xn  genGgen.  Da  diese  Olelcbnng  TOro  ersten  Qrad  binsichtltch  f  i;  f  1  itt,  lo  ist  ua 
die  eines  Punktes,  des  Mittelpunktes  der  parallelen  KrSfte.     Die  Coordinaten  d» 
selben  sind : 

ZaP_      X^hP_       XcP 
^ SP    '      SP    ^      XP    ' 

Dieie  Formeln  lassen  rieh  anmttteltnr  auf  Unien ,  tischen  und  ESiper  anr  j 
dehnen,  Indem  man  statt  P  die  Elemente  der  Linien  A«,  die  der  Flächen  ÄF  oder  i 
des  Körpers  Af  setzt.  '  | 

Za  den  Qronten  übergebend,  setst  man  diese  Elemeote  gleich  den  DUfweD- 
tialen  und  verwandelt  die  Snmmen-  in  Integralaeichen. 

So  erhilt  man  also  die  Ordinate  y,  des  Scbwerpnnktes  irgend  einer  Cnrv« 
beiüglioh  einer  Coordinateoebene  ans: 
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93.  Vom  Schwerpunkt  im  Allgemeinen.  371 

Die  Abacisse  d«i  Scbwerpnnktes  einer  ebenen  Fliehe  F: 

m^  —  Fz,  =  \^  X  dx  dg  ^  ^  xy  dx. 

In  dieser  Formel  braucht  die  Ordinate  nicht  gerade  von  der  Absctsaenaxe 
sog  gemessen  zd  werden,  sondern  y  kann  die  Länge  eein ,  «reiche  durch  die  Fläche 
ii^endwo  aar  der  Ordinate  aosgeachnilteD  wird.  Diese  Willkür  ist  nicht  mehr  ge- 
staltet, wenn  es  eich  um  die  Ordinate  !/i  des  Schwerpnukte  handelt,  man  hat  dam 

fSRn^Fy,  ==  ^^ydxdy=^^dx^ydy^  '/,J(/*  -s'')dx, 
oder  WHB  dasselbe  ist : 

aSy  =  Fy,  =  i/s  {y>  dx, 
utn  den  ganzen  Umfang  hemm  genommen.  Im  ersten  Fall  sind  die  QreBzen  von  x 
die  Abscissen  der  Endpnnklc  der  Projeclion  der  Figar  anf  die  x-Aie.  Im  zwäteo 
Fall  Bind  die  Orenzen  der  Integrale  nicht  yon  einander  verschieden ,  allein  Jedem 
Werth  von  z  entsprechen  twel  Werthe  von  y,  van  denen  die  einen  den  wachsenden, 
die  andern  den  abnehmenden  x  zuzuweisen  sind,  oder  umgekehrt. 
HnIlipUcirt  man  aßji  mit  2  n ,  so  erhält  man : 

den  Cubikinhalt  des  KSrpers ,  der  dnrch  Kolation  um  die  x-Aie  enengt  wird ,  in 
Uebereinslimmung  mit  Nr.  30  S.  139. 

Wallte  man  die  Fliehe  mit  einem  Radinsvector  vom  Urspmng  aun,  statt  mit 
parallelen  Ordinaten  bestreichen ,  so  wäre  das  Moment  in  Being  auf  die  x-Axe  bei 
cartesiacben  Coordinaten ; 

a»i,  —  Fy.  =-  '/,  J  jf  (I  dp  -  y  Jx). 

Hit  diesem  Integral,  das  ebenTalls  über  deo  ganzen  Band  ta  nehmen  ist,  ist 
aber  nicht  viel  anzufangen.  Diese  Uethode  Ist  eben  nur  bei  Polarcoordionten 
prsktiBch.     Für  solche  ist  der  Aosdrack  des  Momentes  in  Beiug  an!  die  Axe 

Tl„  =  V,  I  r^  rin  (<p  —  o)  dip. 

Die  Formeln  zur  Beatimmung  der  Momente  von  RSrpern  nnteraeheidpn  Mch 
von  den  bisherigen  eigentlich  nnr  dadurch ,  dasa  an  die  Stelle  der  Ordinalen  y  die 
QnerschnittsflJUhe  parallel  mit  einer  Coordinalenettene  tritt. 

Das  Uomeut  in  Bezog  anf  die  xy-Ebene  ist  gleich : 

8»  ="  JJJ  z  dx  dy  dz  =  V.  SJ  (^''^  -z^)dxdy  =  \z  F,^  dz 

Dia  erste  dieser  Integrale  Ist  dae  allgemeine,  das  zweite  stellt  die  Snmmalion 
der  Momente  aller  aber  dem  Flächenelement  dx  dy  stehenden  prlBmatischen  Mo- 
mente dar,  da»  dritte  das  Prodnct  aller  elementaren  xy.^cheiben  mit  ihrer  Entfer- 
nnng  von  dieser  Ebene,  das  vierte  die  Snmmation  aller  Momente  aller  zy-,  nnd  das 
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372  Momente  pnralleler  Kräfte. 

füorte  die  aller  »z-Scheiben  dar.     Fat  die  Homeute  in  Bezog  Inf  4ie  fibrigm 
Coordia&teDebenen  crbSlt  man  aymmetrlBClie  Formeln. 

Durch  Determinanten  kann  man  anch  Aaedrücke  für  die  Homente  von  Piriir- 
eleinenten  erbalten,  allein  sie  werden  so  coropllcirt,  das«  eie  nicht  mebr  praktiscli 
verwendbar  sind. 


94.  Der  Schwerpnnkt  von  Linien. 

a)   Der  Scbwerpunht  der  geraden  Lintfl 

liegt  in  ibrer  Mitte,  ^enn  man  kann  dieselbe  von  der  Mitte  ans 
nach  beiden  Seiten  bin  in  Elemente  tbeilen,  von  denen  je  zwei 
gleicb  lang  und  scbwer  sind  und  von  der  Mitte  gleicbwcit  ab- 
stehen; es  liegt  daher  der  Schwerpunkt  jeder  einzelnen  Gruppe 
mithin  auch  der  aller  Gruppen  zusammen,  d.  h.  der  Schwerpunkt 
der  Linie  selbst  in  ihrer  Mitte. 


b)  Den  Schwerpiukt  einer  gebrochenen  Linie 

erhält  man ,  wenn  man  alle  Mitten  der  einzelnen  Linien  als  An- 
griffspuukte  von  Kräften  betrachtet,  die  diesen  Linien  proportional 
sind.  Liegen  alle  StUcke  in  einer  Ebene,  so  genügen  zwei  ErSße- 
polygone  den  Schwerpunkt  zu  bestimmen;  ist  dies  jedoch  nicht 
der  Fall,  so  braucht  man  deren  drei  nach  Fig.  121  S.  213. 

Besteht  die  gebrochene  Linie  aus  einer 
Zahl  von  Seiten  eines  um  einen  Kreis  be- 
schriebenen  Polygons  gleicher  Seitenlangen, 
bei  dem  also  die  Schwerpunkte  aller  Linien 
auf  einem  Kreisbogen  liegen,  so  gelangt 
man ,  in  Berlleksicbtigung ,  dass  laut 
Fig.  156 

r  "^  p 
ist,  wo  s  die  ganze  Länge  der  gebrochenen 
Linie,  As  aber  die  Länge  einer  Poljgon- 
seite  und  die  Übrigen  Buchstaben  die  IJnien 
bezeichnen ,  auf  denen  sie  stehen ,  zum  Uo- 
menle  der  gebrocheoen  Linie 

an  =  SpAs  =  SrAh  =  rh  =-^*-, 
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94.  Der  Schwerpunkt  von  Lipien. 
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ergiebt. 

In  Fig.  156  wurde  y  conetruirt,  indem  man  von  A  aus  auf 
einer  zu  h  parallelen  Tangente  die  gestreckte  Länge  s  des  Poly- 
gons abschnitt,  und  auf  demselben  s  auch  h  auftrug,  dessen  End- 
punktsordinate  gleich  y  sein  muss.  Eine  Parallele  durch  ihn 
schneidet  dann  auf  dem  das  Polygoa  halbirenden  Radius  den 
Schwerpunkt  S  ah;  denn  dieser  liegt  auf  diesem  Radius,  weil  der 
Schwerpunkt  der  mittelsten  Seite  und  je  zweier  von  diesen  gleich- 
weit abstehender  Seiten ,  mithin  auch  der  aller  Seiten ,  auf  ihm 
liegt  (Nr.  59  S.  215). 

o)  Der  Soliwerpiinkt  eines  Ereiabogena. 

Den  Kreisbogen  kann  man  als  regelmässiges  Polygon  von 
unendlich  vielen  Ecken  betrachten,  und  bestimmt  dann  den 
Schwerpunkt  desselben  genau,  wie  wir  eben  den  des  regel- 
mässigen Vielecks  bestimmt  haben;  dieGonstructionenvonFig.157 
Dnterscheiden  sich  von  denen  in  b,  nur  durch  andere  Anordnung. 


flg.  157. 
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Der  Schwerpunkt  S  liegt  auf  dem  den  Bogen  halbirenden  Radius 
OS,  streckt  man  dann  den  Bogen  auf  die  Mitteltangente  nach 
BB  =  s,  so  schneiden  Parallele  durch  die  Bogenenden  zumRadius 
OS  auf  den  Linien  OB  Punkte  CC  ab,  die  mit  dem  Schwerpunkt  S 
auf  einer  Geraden  liegen. 
Denn  man  hat 
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Homente  paralleler  Kräfte. 


ÖS  = 


cc 

BB  ' 


/ 


wo  /  die  Sehnen  und  s  die  Bogenlänge  bezeichnet. 

Ein  anderer  Punkt  dieser  Linie  CSC  wird  erbalten,  indem 
man  von  0  aua  auf  der  Hitteltangente  BB  die  Bogenlänge  s  ab- 
schneidet,  und  auf  derselben  Linie  die  Sehnenlange  /  aufträgt, 
deren  Endpunkt  in  CiSCIiegt. 

Der  uilyHBChe  Ansdrnck  für  du  Momeot  eines  KreiebogeoB  In  Being  ul 
die  Ase  7  ist: 


Ma  ^  \  1^  ein  ip  dgi  =•  f*  (cod  tp'  —  cog  <p") , 

-.är>BiDi/,(7."— ^■)Bi.iVj(i/."  +  5p')  — rsinVi('qo"+7>').r(p.— "^ 


d)  Don  SohwsrpuQkt  beliebiger  krummen  Linien 

erhält  manwoblam  einfachsten,  indem  man  dieseLinieo  in  gleich- 
lange  StDcke  theilt,  die  so  kurz  sind,  dass  sie  als  gerade  Linien 
betrachtet  werden  kSnnen,  und  dann  Parallele  durch  ihre  Mittel- 
punkte durch  zwei  oder  drei  Seilpolygone  verbindet,  die  den 
Schwerpunkt  geben. 


Kie.  1S8. 


95.  Der  Schwerpunkt  gerttdlinig  begrenzter  Fignren. 

a>  Der  Schwerpunkt  eines  Dreieoks. 

Denkt  man  sich  die  Fläche  des  Dreiecks  (Fig.  158)  durch 
Parallellinien  zur  Grundfläche  ^C  in  Elemente  zerlegt,  von  denen 
eins  schraffii-t  wurde,  vso  liegen  die 
Schwerpunkte  aller  dieser  Elemente 
auf  der  geraden  Linie /f/>,  die  sie  alle 
und  daher  dieGrundlinic^C  halbirt; 
aus  demselben  Grunde  liegt  er  auch 
auf  der  Linie  CE,  welche  ^B  halltet, 
und  auf  der  Linie ,  welche  j4  mit  der 
Mitte  von  BC  rerbindet. 

Zur  genaueren  Bestimmung  des 
Schnitt-  und  Schwerpunktes  S,  der 
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95.  Der  Schnurpunkt  {[eriidliiiig  besrouEter  Figuren.  375 

übrigens  sm  leichtesten  durch  Ziehen  der  Linien  BD  und  CE 
construirt  wird,  giebt  das  DreiecküchnittverbältDiBB  des  durch  die 
SecaDte  CSE  geacbnittenen  Dreiecks  ADB: 

VC      JE      BS 

CA  '  EB  '  SD  ~ 

Nun  ist  aber  mit  Berücksichtigung  des  Sinnes 

DC 

CA  ' 

mithin     -g^  —  +  2. 

Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  S  liegt  daher  im  Drittel  der 
Linie  DB  von  dem  Mittelpunkt  der  Basis  gegen  die  gegenüber- 
liegende Spitze  zu  gerechnet.  Da  die  Hohen  der  Punkte  B  und  S 
aber  der  Basis  AD  sich  wie  die  Längen  SD  und  BD  verhalten,  so 
kaon  man  auch  sagen,  der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  liege  im  '/t 
der  Höbe  Ober  jeder  Basis. 

Liegt  das  Dreieck  im  Baum  und  bezeicbnen  a£cf  die  Ordi- 
naten  der  Eckpunkte  und  des  Schwerpunktes  in  Bezug  auf  eine 
beliebige  Ebene,  so  ist  die  Ordinate  des  Punktes 


D  = 


a  -\-  e 
2 
und  die  des  Schwerpunktes 


oder 

s  =  Vi  (a  +  6  +  c). 

b>  Der  Sobwerpunkt  des  Parallelogramms. 

Der  Schwerpunkt  des  Parallelogramms  liegt  in  der  Mitte  jeder 
Diagonalen  und  jeder  Linie,  welche  die  Mitten  zweier  gegenüber- 
liegenden Seiten  mit  einander  verbindet.  Alle  diese  Linien 
schneiden  sich  aus  selbstverständlichen  GrUnden  im  Schwer- 
punkt, 
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Homeote  paralleler  Kräfte. 


o)  Der  Schwerpunkt  des  Faralleltrapesea, 

Der  Schwei-punkt  des  Parallettrapezes  ABCD  (Fig.  159)  liegt 
vorerst  in  der  Linie  EF,  welche  die  Mitten  der  beiden  parallelen 
Seiten  verbindet. 

Ftg.  199. 


'---IE- 


Denkt  man  sich  dann  das  Trapez  in  zwei  Dreiecke  ABD  und 
BCD  zerlegt  (die  Diagonale  BD  ist  in  der  Figur  nicht  gezogen), 
BD  sind  ihi-e  Inhalte  gleich  EB  und  FC,  multiplicirt  mit  h  uod 
ihre  Schwerpunkte  liegen  im  Drittel  der  Höhe  jede»  Dreiecks. 
Werden  daher  den  Inhalten  proportionale  zaAB  aoADC  parallele 
Kr&fte,  deren  Kichtuogen  durch  die  Schweipunkte  geben,  angenom- 
men, hieraur  nach  Nr.  83  S.  325  deren  Lage  vertauBcht  und  von  der 
Linie  EF  aus  so  aufgetragen,  dass  das  mittlere  Drittel  C,  E,  die 
dritte  Seite  des  Vierecks  (Fig.  143)  bilde,  so  fällt  FC  nach  Fi  C,, 
EB  nach  Ef  By  und  die  Verbindungslinie  By  Fy  schneidet  auf  EF 
den  Schwerpunkt  ab.  Das  Eintbeilen  der  Linie  EF  oder  der 
Höhe  des  Trapezes  in  drei  gleiche  Theile  kann  man  sich  ersparen, 
wenn  man  J?,  F^  bis  zu  den  Schnittpunkten  G  und  H  mit  den  Pa- 
rallelseiten  verlängert,  und  J\  Fy  und  HJ  parallel  zu  EF  zieht; 
dann  ist 

ByJ^JiB,^  Ft  Ci  +  ^,  Äi 
und  £i  J  =»  FH  =  f ,  C,  +  2  E^  B,  =  FC -\-  AB. 

Es  ist  daher  CH  =  AB. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  beweisen,  dass  AG  ^°  Cü  ist. 

Trägt  man  daher  von  diagonalen  Eckpunkten  ^ 
und  C  die  gegenüberliegenden  Seiten,  in  der  Ver- 
längerung der  Parallelseiten  nach  AG  und  CH  auf, 
eu  scbucidet  die  Linie  GH  den  Schwerpunkt  auf  der 
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Linie  ab,  welcbe  die  Mitten  der  Parallelseiten  mit 

einander  verbindet. 

Die  Entfernung  y  des  Schwerpunktes  von  der  einen  Parallel- 

seite  &  (Fig.  159)  ist  gleich : 

FH 

^  =  *-     FH-\-EG  ' 

NuD  igt  aber,  weno  die  Längen  derParallekeiten  mit  a  und  b 

bezeichnet  werden : 

ffl  —  o  +  V,  S 

EG—  1/1« +  4 

FH  +  BG  —  >l,  (0  +  4) 

daher  y  —  4.        )     ''-r-  —  '/,  4.  — ^ 
•I,  (n  +  4)  0  +  4 

und  die  Entfeniung  von  der  andern  Paratlelseite ; 

,/   I.  "+24 
'J'  -  '/.  4-  7^- 

Die  UlDgc  einer  Parallele  zu  a  und  b  durch  den  Schwerpunkt 
ist  gleich : 

gy  4-  Ayi  _  2(a*  -|-  aA  -j-  *») 

y-Kyr~"  "3"(«+"*r  ■ 

Die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  einer  der  schiefen 
Seiten  ist  daher  halb  so  gross,  und  das  Moment  in  Bezug  auf  eine 
dieser  Seiten  ist  gleich : 

2ß  ==  1/,  A  (ä*  ^-  a  Ä  +  **). 

Dieselben  Beanltate  in  et«u  allgemeinerer  Fonn  erbült  mao  auch,  wenn  man 
das Trapei als FlächeEwisehenziTeiauteüiaaderfolgeDden Ordinalen  z,  und  Zj,  deron 
EDtrernoDg  glelcb  ^i— ^i  ist,  («tracbtet.  Die  Coordinaten  sind  durch  die  Qleicbung 
mit  einaoder  verbunden : 

« =  „  ---  [(js-ji  —  y  +  Pi)  ^1  +  Cy— si)  ij  ' 

(*i-zi)  y  +  (yi— yO  ^  +  y.  «i  — si  zi  —  o. 

Haa  hat  nnn  y  oder  2  ata  Fanctlonen  von  z  o^er  y  in  bestimmen  und  die 
OI«icbimgen  der  t'läcben  and  Momente  zu  eubatitniren,  und  innerhalb  der  Grensen 
t  und  2  lu  integrireD,  wobei  die  allgerodne  Oleichnng : 

—^l  y«  Z"  Jj  — ^--l-l  yr«  zn  dl  _ 

y«— ffi  j,  ^~^ji 

l.i...im  +  u+  l)    *\     ff     J\      i    J'^'    •"*    ' 
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Momenle  parallelei'  KriHe. 


MigeireDdet  werden  kanD,  die  namentlich  später  bei  den  Trigheittmomeilefi 
Nr.  110  c.  dag  iDtegrireo  sehr  abkürzt.      In  dieser  Oleiolmng  muss  g  +  i=a, 
A  +  i  —  n  eein ;   (^^  "^  *^  und  (^'  "t"  *)  sind  die  BinoraUlcoeffidenten.    Und 
die  Summe  erstreckt  aich  fitier  alte  niSgiichen  Comblnntionen  von  i  und  k. 
Die  Ansfübrnng  der  sogedenteten  Oper&üoDen  giebt  für  die  Fliehe  F: 

F«l/,(y,-p,)[i,   +2,). 

Das  Homent  in  Beeng  anf  die  y-Axe: 
Dod  das  Uoment  in  Beeng  anf  die  i-Aze : 

m.  =  Vi'  J  «*  «J  y  -  '/» (y.-?i)  («■*  +  «■  ^j  +  «.')- 

Dorch  Division  dieser  Momente  mit  der  Fläche  erhält  man  die  Coordisatei 
dea  Sehwerpnnktee : 

(3  S,  +  .Vi)  I,  +  (gl  +  ^y,)Zt  (a  2,  +  a,)  y,  +  (a,  +  2  Jj)  gi 

*l'  +    «.  Sl    +  Zj» 

3  C^i  +  »l) 
Leicht  latsen  iich  ans  diesen  Werthen  such  die  auf  rein  geome Irischem  Wege 
gefnndenen  SStze  ableiten. 


d)  Der  Sohwerpunkt  elaes  unregelmBsBigen  Vierecks. 

Man  theile  das  Viereck  ^BCD  (Fig.  160)  durch  die  Diagonale 
BD  in  zwei  Dreiecke  j4BO  und  CDB,  deren  Schwerpunkte  5,  und 
S^  iD  dem  '/s  dci'  Linie  EJ 
*^K'  '*"■  und  EC  liegen,  welche  die 

Mitte  B  der  Diagonale  mit  den 
gegenüberliegenden     Ecken 
^  und   C    verbindet.     Der 
Schwerpunkt  S  des  Vierecke 
theilt  nun  die  Verbindungs- 
linie Si  St  der  beiden  Drei- 
ecksacbwerpunkte  so,   dass 
die  Segmente  5|  S  und  S  Sf 
sich  umgekehrt,  wie  die  In- 
halte der  beiden  entsprechenden  Dreiecke  verhalten.  Da  sich  nun 
diese  wegen  der  gleichen  Basis  BD,  wie  die  Segmente  w^F  und  FC 
der  andern  Diagonale  ^C  verbalten,  und  diese  Diagonale  parallel 
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ZU  ^1  S,  liegt,  90  erhält  maa  den  Punkt  5  einfacb  dadurch,  daes 

man  die  Segmente  auf  jiC  vertauscht,  d.  h.  AG  =  FC  und  GC 

■=•  AF  macht,  es  liegt  dann  S  auf  der  Linie  EC,  denn  man  bat 

S^_AG       FC        ^CDB 

SSt       GC~  AF       ^ABD' 

BemckBichtJgt  man  dud  noch,  daes  S  im  Drittel  tod  EG 
liegt,  ffeil  5}  und  5,  in  Vs  i^er  Linien  EA  and  EC  liegen,  so  kann 
man  sagen: 

Der  Schwerpunkt  S  eines  Vierecks  ABCD  liegt 
in  dem  ■/>  der  Strecke  £C,  ron  der  Mitte  £  einer  Dia- 
gonale gegen  den  Funkt  G,  den  man  durch  Ver- 
tauschen der  Segmente  auf  der  andere  Diagonale 
erhalt 

Wiederholt  man  diese  Construction  mit  VertauBchung  der 
Diagonalen  des  Vierecks.  So  liegt  auch  der  Schwerpunkt  S  im 
Drittel  der  Linie  KH,  welche  die  Mitte  A'tou  CA  mit  dem  Punkt 
H  verbindet,  der  durch  Vertauschen  der  Strecken  der  FD  und  BF 
entstanden  ist.  Bemerkt  man  nun,  dass  die  Mitten  E  und  K  auch 
in  der  Mitte  von  GF  und  HF  liegen ,  so  kann  man  auch  sagen : 
der  Schwerpunkt  eines- Vierecks  fallt  mit  dem  des 
Dreiecks  zusammen,  dessen  Eckpunkte  der  Schnitt 
F  der  Diagonalen  und  die  diTrcb  Vertauschen  der 
Diagonalsegmente  entstandenen  Punkte  H  und 
G  sind. 

Es  liegen  also  auch  die  Funkte  F,  S  und  die  Mitte  J  von  HG 
in  einer  geraden  Linie.  Werden  nun  CD  und  AB  parallel,  so 
wird  auch  HG  parallel  zu  diesen  Linien,  und  ihre  drei  Mitten  liegen 
mit  f  und  dem  Schwerpunkt  S  auf  einer  geraden  Linie,  was  mit 
dem  oben  in  c)  Gesagten  Übereinstimmt.  Auch  hieraus  lässt  sich 
leicht  der  dort  schon  gegebene  Abstand  des  Schwerpunktes  von 
einer  der  Parallelseiten  des  Vierecks  ableiten. 


e)  Dar  Sohwerponkt  mebr  als  vierseitiger  Polygone. 

Den  Schwerpunkt  von  Vielecken  mit  mehr  als  vier  Seiten  be- 
stimmt man  am  leichtesten  durch  Zerlegen  derselben  in  Vierecke, 
und  Verbindung  der  Schwerpunkte  dieser  durch  Seilpolygone 
nach:  Nr.  58  S.  213. 
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Hotnente  panlleler  Kräfte. 


Analytische  AoadrBcke  erhUt  man  t&t  die  Homente  von  Polnonen,  lad« 
man  von  dem  dee  Dreiecks  auegehl,  wie  folgt ; 

Sind  X,'  ffi  die  Coordioaten  der  Eciipunkte  eines  Polygone.  So  lat  dn 
doppelte  Inhalt  nnd  das  secbsfache  Uoment  des  Dreiecke,  welches  die  Poljgonuile 
t  k  aoa  dem  Ursprung  projicirt,  in  Being  flof  die  Abackienaxe : 


6  S?..  —  I 


I   (!'.- 


Sk)- 


Man  erhält  nnn  die  totale  Fläche  nnd  dai  totale  Uoment,  indem  man  dieK 
Determinanten  für  alte  Polygonseiten  anrnmirt,  wobei  der  Sioa  der  Fliehe  nnd  dcc 
Homentei  dnrch  die  Relhenrolge  ■  k  tm  Umfang  angedeutet  wird.  Sollen  ilso  ilie 
an  mmmirenden  Flächen  and  Momente  gleiches  Zeichen  haben,  go  mnss  der^ 
( jt  Ira  UntfaDg  derselbe  bleiben. 

Wendet  man  diese  gnmmstion  auf  ein  beliebiges  Dreieck  1  a  3  an ,  so  u- 
hältman: 


2l'~ 

^1  si  1  +    y«  y. 

+   Uj  S. 

= 

«.  y.  i   , 

«1  y.  1      1  yi  y. 

1*1  yi 

i,y,  I 

e<m- 

!  1^1  Si  ss  +  y. 
: ',  jj  j.  +  y. , 

j  ^«  y»  1 
1  ^1  ffj  1 

Vm 

wenn  man  mit  y,  13  die  Summe  der  drei  Ordinaten  JTi  +  ^i  +  St  heaxlchnet. 

Statt  dip  Fläche  vom  Uraprang  ans  au  besIreicheD,  kann  man  sie  von  einem 
Eckpunkt  I  a.  B.  aus  beschreiben,  indem  man  die  letaten  Determinanten  («r  die 
Zeiger  • 

las,  134 ,  lik,  ...  1  n— I  n, 

anrnmirt.     Wenden  wir  diese  SuromalloD  auf  das  Viereck  an,  «o  erliallen  wir: 


l  F~  ! 


i  Hl    ' 

j    *»  ?•   ' 


'  ^j  ys  I 
I       1  «.  sj  M 


i,  j,  1  0 

ar,  yi  0  1 
a;,  y,  1  0 
I,  j,  0  i 


6  SB  —  1  i,  ff,  i 

j  ^Jf)  I  San 

i^y3  1 
I  *iyi  1  yua 


«,  y,   1  y,  I  —    I  *,  y,  «      1 

*j  si  1 «  j  !  *i  y»  y»  1 

^1  yi  1  yi  I  X,  yi  1   1 

Xj  y,  I  a  I  !  X,  y,  y,  l 


worin  t  =  y,  +  yi  +  yi  +  yt  ist.  Durch  passende  Substitutionen  kann  man  leicht 
auch  die  Kesoltate  von  e  und  d  ableiten,  doch  hat  diea  keinen  besonderen  Zweck ; 
diwe  Determinanten  können  eben  nur  dasu  dienen ,  die  Fläche  nnd  das  Moment 
mehrseitiger  uoregelniesiger  Polygone  an  bestimmen. 
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96,    Der  Schwerpunkt  knmuuliiiig  begrenzter  Figuren. 

a)  Der  Schwerpunkt  eiaes  EreiMeotora. 

Denkt  man  sich  dea  Kreiesector  (Fig.  161)  in  coDcentrische 
Sectorenelemente  zerlegt,  so  liegen  die  Bcfawerpuokte  aller  dieser 
Elemente,  die  mau  als  Dreiecke  beti-achteo  kann,  von  denen  eines 


Hg.  161 


achraflirt  ist,  in  dem  Kreisbogen ,  der  mit  ^/j  r  beschiieben 

wurde. 

Da  ferner  dieser  Kreisbogen  als  Träger  dieser  Schwer- 
punkte durcb  dieselben  gleicbmässig  belastet  erscheint,  so  fällt  der 
Schwerpunkt  Si  des  Kreissectors  mit  dem  des  concentrischen 
Kreises von  */j  r  Halbmesser  zusammen. 

Nach  c)  (Fig.  157  S.  373)  erhält  man  aber  den  Schwerpunkt 
eines  Kreisbogens,  wenn  man  Fig.  IGl  die  halbe  Länge  seines 
Umfangs  auf  die  Mitteltangenle  nach/t£  streckt,  0  miiB  verbindet 
und  den  Endpunkt  A  des  Scfawerpunktbogens  parallel  zum  Miltel- 
radius  nach  C  auf  OB  projicirt.  Der  Schwerpunkt  5,  ist  dann  der 
Fusspunkt  des  Perpendikels  von  C  auf  den  Mittelradius. 


b)  Der  Schwerpunkt  eines  Erelaaegment«. 

Das  Segment  DBD  (Fig.161)  betrachte  man  alsDifierenz  des 
Sectors  und  des  Dreiecks  ODD,  dessen  Schwerpunkt  S^  mit  dem 
Fasspnnktdes  Perpendikels  von^  auf  den  Mittelradius  zusammen- 
fällt.    Dann  wird  der  Schwerpunkt  S  der  Mittelpunkt  zweier 
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Hamen te  paralleler  Kr&fta. 


paralleler  Kräfte  eein,  woron  die  eine  BB  dem  FlttcheniDlialt  des 
Sectora  proportionale  im  Schwerpunkt  dieses  5|  und  die  andere 
ED  dem  ne^tiven  Inhalt  des  Dreiecks  proportionale  im  Schwer- 
punkt dieses  S^  wirkt.  Trügt  man  daher  auf  zwei  Parallelen 
durch  St  und  S^  pach  Vertauschung  der  Lagen  mit  Berllck- 
aicbtigung  des  Sinnes  BB  nach  S^  G  und  DE  nach  FS,  auf,  so 
giebt  nach  Mr.  83  S.  325  der  Durchschnitt  der  gegenüberstehenden 
Seiten  S,  S^  und  FG  des  mit  den  Inhalten  gebildeten  Vierecks  den 
Schwerpunkt  des  Segmentes. 

Diese  Construction  ist  nur  genau ,  wenn  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks DOD  klein  im  Verhältniss  »u  dem  des  Sectors  ist,  also  nenn 
der  Winkel  DOD  gross  ist.  Ist  der  Winkel  VOD  klein,  so  ist  es 
besser  das  Kreissegment  als  Parabelsegmeot  zu  betrachten  oder  iu 
mehrere  Parabelsegmente  und  Dreiecke  zu  theilen ,  die  man  dann 
mittelst  eines  Seilpolygona  zusammensetzt. 


o)  Die  Sobwerpimkte  der  Farabelsegrmente. 


Diese  werden  i 
Parabel  Fig.  162: 


n  einfHChsten  analjtiscb  bereehnet.    Es  sei  dieOieicbangder 


Dana  ist  der  Flächeninhalt ,  das  Homent  In  Btnag 
auf  die  Bcheit«lordina(e  and  die  Abacisse  des  Schwer- 
pnoktes  i 


Das  Moment  der  halben  Paratwl  in  Beng  anC  ü 

Absei eeen ach se  und  die  Ordinate  des  Schwerpnnktea : 


■•/.Ml' 


Der  FIScheninbalt  des  1d  der  Figur  der  Parabel  an  Ihrem  Endpnnkte  mittelst 
einer  Sehne  nnd  den  Tangeoten  nmachrlebenen  Dreiecks  ist  gleich  h  l  and  die  Mo- 
mente desselben  Vj  A  P  "«d  ■/■  ^*  '•  ^'^ht  man  von  diesen  die  obigen  Homent« 
des  Parabelsegments  ab,  M  erhSIt  man  fBr  das  Knssere  PHrabeldreieck ; 
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M,  _  i'h-'U)  *>  P "  -  ■/..  *'  ';¥,■=+  'A  »■ 

Die  eben  gKriindeiien  Zahlen  «rnrüeD  in  Fig.  163  Euiammengeatellt ,  sie  siBd 
Belir  nützlich ,  nm  alio  kleinem  Uogen  nnd  Anschmiegnngen  bei  nnregelmSs^Ken 
ProSlen  «u  beriickBiclitigea,  nnd  es  künnen  n^h  denselben,  ohne  merkliche  Fehler 
sa  begeheo,  noch  ziemlich  grosse  Krelssegmenie  behandelt  werden. 


d)  Der  Sohwerpnnkt  dea  Parftbettrapesea. 

Bei  der  Summation  der  FlächeDiiihalte  Nr.  24  S.  111  haben 
wir  das  Farabeltrapez  ala  das  eigeotliche  Element  von  durch  be- 
liebige Curvea  begrenzten  Figuren  betrachtet,  deren  Flächeninhalte 
bestimmt  werden  sollen.  Eh  durfte  daher  yoq  Interesae  eein,  die 
Momente  und  denScfaweri)unkt  dea  Farabeltrapezes  zu  bestimmen, 
um  auch  diese  aummiren  zu  können. 

Han  kßnnte,  um  die- 
sen Schwerpunkt  zu  er-  ^'-  '*'■ 
halten,  den  der  Farn-  ! 
bei  und  des  Trapezes  ein- 
zeln construiren  und  die 
Entfernung  beider  umge- 
kehrt wie  die  Flächen- 
inhalte theilen.  Wenn  in 
speciellen  Fsllen  dieses 
Verfahren  vielleicht  am 
schnellsten  zum  Ziele  ftlhrt, 
80  ist  es  doch  wenig  Über- 
sichtlich, und  es  ist  zweek- 
mäsBig,  Formeln  fUr  die 
Momente  aufzustellen  und 
Dach  diesen  dann  den 
Schwerpunktzuconatmiren. 

Man  gelangt  rasch  zu 
diesen  Formeln  durch  Addi- 
tion der  Momente  des  Tra- 
pezes  und  des  Parabelseg- 
mentes;  der  spätem  Be- 
rechnung der  TrfigheitsmomeDte  wegen  wollen  wir  sie  aber  ana- 
lytisch hier  durch  Integration  bestimmen. 
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Da  die  Homente  darch  die  Flächen  divldirt  werden  luBaseii,  »o  ist  ei  tweck- 
mSstig,  die  auf  die  horizontal  genieBBeae  Doppel  breite  red  ncirte  FiScbe  dntuffibreo. 
Wir  bexelcbnen  daher  Fi^.  163  die  Mittellinie  weDiiter  Vi  des  Pfeiies  mit  3 /,  eo 
dass  der  Flächeninhalt  F  ^^  4  fl  ist.  Ferner  i/s  dee  ParatielprelleB  mit  g  und  die 
DlffereDi  der  änssersteii  Ordinalen  mit  !  d,  endlich  dieAlMCisae  der  Ordinate  y  mit 
U,  wie  die  Figar  ea  seigt.     Dann  ist: 

»—2/+  'hg  +  iiz  —  'Uti'!'- 

Denn  der  nnendlloli  Terae  Punkt  dieser  Parabel  liegt  in  der  Richtung  der  Oi^ 
dinatcD,  ßir  :  ^  o  erhält  man  die Mittelotdinate  s/+  Vt  ?  nndfSr  z  —  ±  I  wird 
y  ^  if —  g  -^d  gleich  den  Eadordinaten,  wie  es  sein  soll. 

Man  listJeUt: 


3-—'/,    Jj/W.= 


2/+'/.?  -Vj-V.J^a/. 


+  2  7^  ■ '/.  5'  -'  2  /'  +  '/.  ''=  +  7..  y'- 

Werden ,  wie  bisher  übiicb  ,  die  Coordinaten  des  Schwerpunkte«  mit  Iz^  uAd 
y,  bezeichnet,  so  erbRIt  man  rar  dieselben : 

"'  ~~  ~l  F     "      G  f  ' 

Um  niitlrUt  dieser  Coordinntcn  den  Schwerpunkt  au  conetmiren ,  verbinden 
wirdenFusspunktvon  2y  mit  di^rUittc  von  d  auf  der  grösaernTrapezseile  (siehe  die 
Figar).  Darcli  die  Mitte  von  S/ liehen  wir  eine  Parallele  za  dieser  Verbindangsljnie, 
tragen  von  ihr  aus  auf/dia  Länge  '/i  d  ab  und  ziehen  durch  den  Endpunkt  der- 
setben  eine  zweite  Parallele  zur  Linie,  die  den  obom  Endpunkt  von  s/ mit  der 
Mitte  von  d  verbindet.  Sie  schneidet  auf  der  ersten  Parallelen  einen  Punkt  ans, 
dessen  Abscissc  gleich  der  des  Sehwerpanktes  Iz^  ist,  denn  man  bat: 

t'.  l       ,  d 

v;d=  ,/'"'"■-- \f- 

Die  Ordinate  dieses  Endpunktes  aber  ist  gleich  f  +  '/]  dz^  wie  ein  Blick 
auf  die  Plgnr  zeigt.  Der  Schwerpunkt  selbst  liegt  daher  in  der  gleichen  Ordinale 
Dm  ~-f  höher.  Diese  Distanz  wird  mittelst  eines  reeht winkeligen  Dreiecks  con- 
etniirt,  dessen  H5he  giräeh  </i  9i  dem  Drittel  dee  ParBbelpfeiles,  und  dessen  spitzer 
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Winkel  in  der  EntferDDDg  s/onter  dem  Fnnkte  liegt,  wie  die  FIp»  es  lelgt.     In 

den  in  eisten  FiUen  ist  —  — r  ao  klein,  daas  es  nicht  mehr  conatniirt  werden  kann; 
20/  ' 

darf  aber  diese  Qr5ese  venuuiblässigt  werden ,  so  ist  die  Bestimniiing  des  Schwer- 
punkte« naeh  oUgea  Begeln  gar  einbeli- 

Hittelsl  des  Momentes  Mg  gelangt  man  aacb  auf  die  einfachste  Welee  zur 
BeetlnimünK  des  Cabikinhalles  von  Geßssen,  die  darcb  die  Rotation  paraljoli scher 
Linien  (Fig.  164)  entstanden  sind.  Lant  Gtildin't  Begel  ist  der  Inhalt  eines 
solchen  KotationakBrpers : 

3  -  2  n  üfj,  -  [(s/)>  +'UiP  +  'U  g^iil.n. 

Bei  E^ssem  ist  d^o,  kann  dann  auch  noch  '/■  ^'  den  Sbrlgen  QrOssen 
g^enBber  Teniachlisslgt  werden ,  so  Ist  2  /  einfach  als  mittlerer  Dnrchmesser  de« 
Fasses  EU  betrachten. 

Ist  der  UogeDSchnltt  de«  Qefissea  als  Zeichnung  gegeben,  so  kann  man  die 
Gräaseo  s/,  2  d,lDB.i  g  geradem  abgreifen;  tat  aber  das  nicht  der  Fall,  sorafissen 
aie  in  der  Begel  ans  dem  gemesaeneD  obem, 
Dutera  nnd  mittlem  Radlna  oder  Dnrchmesser 
berechnet  werden.     Man  hat  in  diesen)  FftUe 
wenn  a,  b  nnd  c  diese  drei  Badien  bexelchnen : 

ia/=  a  +  Ab  +  e,  1    ,_a 

ag^2b-~a  —  e.  ^~     .^ 

Anch    lor    genaoen    Berechnung   von  T 

Baumstämmen  können  diese  Formeln  verwen-  \ 

det  werden.  ' 

Deberbanpt,  die  Formeln  für  die  FIScben- 
inbalte  nnd  die  Momente  des  Parabel  trapezes 
rind  sehr  allgemeiner  Natar,  ond  dnrch  Snb- 
etitnUon  spedelier  Wertfae  tür  a,  b  nnd  c  kSnncn  alle  Flieh enmomente ,  die  wir 
bisher  bestimmt  hal>en,  mit  Ausnahme  derjenigen,  die  sich  anf  Kreise  belieben,  er- 
halten werden. 


e)  Der  Schwerpunkt  uuTegelm&flalger  Figuren. 

Um  den  Schwerpunkt  unregelmäBBiger  Figuren  zu  bestimmen, 
thetle  man  dieBelben  durch  ParallellJDien  in  trapezförmige  Lamel- 
len, die  so  schmal  sind,  daas  ihr  Schwerpunkt  in  der  halben  Breite 
angenommen  werden  darf.  Bestimme  man  den  Inhalt  derselben, 
der  laut  Nr.  24  S.  111  der  mittlem  Höhe  einfach  proportional  ist, 
wenn  die  Breite  der  Lamellen  constant  ist,  dagegen  durch  Reduc- 
tion  auf  die  gemeinschaftliche  Basis  erhalten  wird,  wenn  z.  B- 
bei  den  Endlamellen,  oder  bei  aonatigen  ÜDregelmäsaigkeiten  des 
Querschnitt^  eine  abweichende  Lamellenbreite  angenommen  werden 
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mfiBste.  Endlich  betrachte  man  diese  Inhalte  als  parallele  Kräfte, 
die  in  dem  Schwerpunkt  jeder  Lamelle  wirken,  setze  sie  zu  einem 
ErAftepolygon  zusammen  und  constmire  mittelst  desselben  ein 
Seilpolygon,  dessen  Ecken  auf  Parallellinien  zur  Richtung  der 
Kräfte  durch  die  Schwerpunkte  der  einzelnen  Lamellen  liegen :  so 
giebt  der  Schnitt  der  Üussersten  Polygonseiten  die  Parallele  an, 
auf  der  der  Schwerpunkt  liegt. 

Diese  Operationen  sind  auf  Taf.  12i  an  einem  SchieoeOprolil 
durchgeführt  worden. 

Der  Querschnitt  der  Schiene  ist  symnietriseh  bezüglich  der 
VerticalliDie ,  welche  alle  Horizontallinien  in  derselben  halbiit 
Der  Schwerpunkt  des  Querschnittes  liegt  daher  laut  Nr.  933.369  in 
dieser  Verticalen,  und  es  ist  nur  noch  seine  Hfihenlage  in  ihr  zu 
bestimmen.  Wir  theilen  den  Querschnitt  durch  Horizontallinien  in 
19  Lamellen,  von  diesen  haben  dieLamellen  4  10  11  12  13  14  die 
normale  Breite  von  1  Gtm.  Um  sie  auf  die  zu  a  =^  3  Ctm.  ange- 
nommene Basis  zu  reduciren,  hat  man  daher  nur  die  Höhe  der- 
selben in  3  Theile  zu  theilen.  Die  Lamellen  2  3  5  6  7  9  15  17  18 
19  haben  die  halbe  normale  Breite  von  5  Mm.,  ihr  Inhalt  wird 
daher  durch  t/,  ihrer  Länge  dargestellt.  Die  Lamellen  8  und  16 
haben  die  Breite  von  8  Mm.  und  die  Ite  die  von  3%  Mm.  erhalteo. 
Ihre  Inhalte  wurden  durch  directe  Flächenverwandlung  auf  die 
Basis  a  :^  3  Ctm.  bestimmt.  Bei  diesen  Lamellen  wurde  von  der 
normalen  Breite  abgewichen,  damit  in  ihren  seitlichen  Begrenzungen 
keine  allzu  auffallenden  Ecken  entstehen.  Auf  derMittellinie  jeder 
Lamelle  wurde  noch  vom  linken  Rand  ab  ihr  Inhalt  aufgetragen, 
ausgezogen  und  mit  der  Lamellen-Nummer  verseben. 

Indem  wir  den  Ort  des  Profils  auf  der  Längenase  der  Schiene, 
welche  durch  den  Schwerpunkt  geht,  mit  x,  die  Höhe  der  Mitte  der 
Iten,  2teD,3ten  etc.  Lamelle  über  dem  Schwerpunktmityiyj^i  etc., 
die  Breite  derselben  Lamellen  mit «,  «j  «3 . .  und  den  Inhalt  der  ersten, 
der  zwei  ersten,  der  drei  ersten  Lamellen  mit  Fi  F^  Ft  ■■  bezeich- 
nen, kann  man  den  Inhalt  der  iten  Lamelle  mit  ii.Fi  bezeichnen. 
Dieser  Inhalt  wird  nun  durch  die  reducirte  Höhe,  die  wir  mit 
i^z'i  bezeichnen  können,  in  der  Art  dargestellt,  dass 

AF,  =  o  Ajb', 
ist.     Die  Inhalte  dieser  einzelnen  Lamellen  denken  wir  uns  hori- 
zontal wirkend,  und  summiren  sie  auf  der  horizontalen  Linie  der 
s',  welche  dem  Eräftepolygon  entspricht.  Die  einzelnen  Segmente 


D.gitizecbyG00glc 


96.  Der  Schwerpunkt  krammllnifc  begfreniter  Elgnrfn,  f^f 

derselben  sind  dem  As' in  jeder  Lamelle  gleich;  wie  es  bei  der 
secfaBteo  Lamelle  aDg;edeutet  iet.     Der  Inhalt  der  ersten  fünf  La- 
mellen z.  B.  Fs  wird  daher  durch  x's  in  der  Art  dargestellt,  dass 
F,  =  a  a'j  ist. 

Der  Inhalt  des  ganzen  Schienenqnerschnitts  ist  gleich : 
Fit  •=  ffl*'»  =-  3  .  15,92  =  47,76  DCtm. 

Die  verticale  Entfernung  des  Eräftepola  von  dieser  Kieh- 
tungslinie  der  Erä^  wurde,  weil  die  Momente  häufig  durch  den 
Inhalt  zu  dividiren  sind ,  gleich  '/s  ■  ^^'i«  =  7,96  Ctm.,  gerade  der 
Hitte  von  V,,  gegenüberliegend,  angenommen,  sodass  die  äusser- 
sten  Strahlen  des  Poles  einen  rechten  Winkel  mit  einander  bilden, 
und  die  mit  ihnen  parallel  laufenden  äusBerstenPolygonaeiten  einen 
guten  Schnitt  geben.  Mit  den  Strahlen  dieses  BUschels  laufen  die 
SeilpolygonseitendesdemSchienenproßl  nächsten  parabelfbrmigge- 
krtlmmten  Polygons  parallel,  und  zwar  derart,  dass  die  Seite  zwischen 
der  fünften  und  sechsten  I^amellenmitte  z.B.  mit  dem  Strahl  parallel 
läuft,  welcher  den  Punkt,  in  welchem  die  ftlnfte  und  sechste  La- 
melle zusammen stossen,  projicirt. 

Die  äussersten  Polygonseiteo  schneiden  sich  auf  der  Horizon- 
talen durch  den  Schwerpunkt 

Werden  alle  Seilpolygonseiten  bis  zu  dieser  Horizontalen 
verlängertj  so  schneiden  sie  auf  derselben  Segmente  As"  ab,  welche 
nach  Nr.  85  S.  331  dem  Moment  der  Kräfte,  d.  h.  demProduct  des 
Inhalts  einer  Lamelle  mit  ihrem  Abstand  y  Tom  Schwerpunkt  in 
der  Art  proportional  sind,  dass  sie  mit  '/a  "tt  multiplicirt  werden 
müssen,  um  dieses  Moment  zu  geben.     Es  ist  also  z.  B. 

y« Ä ^«  =■  y«  « Ä  i't  =  */a  oa',9  A s"t  =  '1^  Fa x\ 

und  *'„  ^y  A  f  —  Vs  ^»'V 

Da  ax'jg  "-  F  Quadratctm.  ist,  so  bedeutet  diess,  dass  das  Mo- 
ment der  obersten  fUnf  Lamellen  gerade  so  gross  ist,  als  ob  die 
ganze  Fläche  von  F  Quadratctm.,  am  Hebelarm  Vi  ^\  wirkte.  Die 
äuBsersten  Polygonseiten  schneiden  auf  jeder  Horizontalen  ein 
Segment  aus ,  das  dem  Moment  der  ganzen  Fläche  in  Bezug  auf 
diese  Horizontale,  diridirt  durch  die  Poldistanz  also  gleich: 
y>  ^i>:Vs^i9  =  '>  i^^  ^0  '  dieses  Segment  undy.  die  Entfernung 
der  Horizontalen  Tom  Schwerpunkt  d.  h.  den  Hebelsarm  an  dem 
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die  gtuize  Fläche  s'i«  wirkt,  bezeichnet  Es  ist  also  fttr  jede  Hori- 
zontale dieses  Segment  doppelt  so  gross,  als  wie  sein  Hebeleann. 
Dieses  Verhältniss  geht  Übrigens  auch  unmittelbar  daraus  hervor, 
dasB  die  äusserten  Polygonseiten,  deren  Schnitt  den  Schwerpunkt 
bestimmteD,  mit  jeder  Horizontalen  ein  Dreieck  bilden,  dessen 
Hohe  gleich  der  doppelten  Basis  ist 

Mit  der  Schwerpunktslamelle  ändern  die  A  s  ihr  Zeichen, 
die  s"  nehmen  ab,  und  werden  fttr  das  ganze  Profil  =  0,  wie  es 
für  jede  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Aze  sein  soll. 


97.  Der  Schwerpunkt  von  Körpern. 

a>  Der  Schwerpunkt  der  Polyeder. 

.  Wir  beginnen  mit  der  Bestimmung  des  Schwerpunkt  eines 
Tetraeders.  Theilt  man  ein  Tetraeder  durch  Ebenen,  die  zu  znei 
gegenüberliegenden  Kanten  AC  und  BD  (Fig.  165)  desselben 

Fig.  165. 


parallel  laufen ,  so  sind  die  Schnitte  Parallelogramme,  deren  anf- 
einanderfolgeoden  Seiten  gleiche  Winkel  mit  einander  bilden  und 
deren  Schwerpunkte  alle  auf  der  Linie  liegen ,  welche  die  Mitten 
£  und /"dieser  beiden  Kanten  mit  einander  verbindet;  denn  die 
Ebene  AEC  bälftet  alle  zu  BD  parallelen  Parallelogrammseiten 
und  EF  halbirt  alle  Linien ,  welche  diese  Schnitte  mit  einander 
verbinden.    Da  sich  femer  die  Inhalte  der  Parallelogramme  wie 
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die  Producte  ihrer  Seiten  HG  und  GJ,  diese  sich  aber  wie  die  ent- 
sprecheudeu  Segmente  DG  and  GC  der  Linie  CD  verhalten,  indem 

HG        DG       ,    GJ         GC  .  ^ 
-^--^-^-und-g-^  =  g-^i8t, 

ao  verhalten  sich  auch  die  Producte  dieser  Seiten,  d.  h.  die  Pa- 
rallelogramme HJ  und  H^  J,,  wie  die  entsprechenden  Producte  der 
Segmente  von  DC,  nämlich 


(HJ)          flC 

.    GJ        DG 

■    GC         y> 

(B,  J.)  ~  WS[ 

.  G,J,       DG, 

.  irc";/,' 

wenn  man  mit  t/  und  ^t  die  auf  G  und  Gi  errichteten  Ordinaten 
des  Uher  DC  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  bezeichnet. 
Da  nun  je  zwei  von  der  Mitte  DC  gleich  weit  entfernte  Ordinaten 
gleich  lang  sind,  so  sind  auch  die  Flächeninhalte  je  zweier  von 
der  Mitte  S  der  Linie  EF  gleichweit  abstehende  Parallelogramme 
gleich  gross. 

Man  kann  daher  die  Elemente  des  Tetraeders  zu  je  zweien 
voD  der  Mitte  S  von  EF  gleich  weit  abatehendeu  so  gruppiren, 
dass  alle  Gruppen  ihren  Schwerpunkt  in  S  haben.  S  ist  daher 
der  Schwerpunkt  des  Tetraeders.  Betrachtet  man  jiBC  als  Basis 
des  Tetraeders,  so  liegt  E  in  der  halben  Höhe  desaelbeo,  und  S  in 
der  U&lfte  dieser  halben  Höhe  demnach  im  '/<  ^^^  ganzen  Hdhe. 

Bezeichnen  abcds  die  Ordinaten  der  Ecken  des  Tetraeders 
und  seines  Schwerpunktes  in  Bezug  auf  irgend  eine  Ebene,  so  ist 
die  Ordinate  von  F=*j^  («  +  c)  und  die  von  E*^*l%  (4-|-d)  da- 
her die  von  S,  das  in  der  Mitte  von  E  und  F  liegt: 
*  =  1/,  (fl  -f  ft  -h  c  +  rf). 

Wenn  man  durch  den  Schwerpunkt  S  eines  aolchen  Tetrae- 
ders eine  Ebene  parallel  zu  den  gegenüberstehenden  Kanten  AC 
und  BD  legt,  und  diese  Ebene  als  Diametralebene  eines  Ellipsoi- 
des  betrachtet,'  in  der  die  parallel  liegenden  Längen  AC  und  BD 
coDJugirte  Durchmessei' ,  und  die  Verbindungslinie  EF  der  Mitten 
dieser  Kanten  der  dritte  conjugirte  Durchmesser  wären,  so  würden 
sich  in  allen  Farallelschnitten  zu  AC  und  BD  die  Querschnitts- 
fläch«n  des  Tetraeders  zu  denen  des  EUipsoides  wie  1  :  n  verbal- 
ten, denn  da  die  Schnitte  durch  die  Mitte  S  sieh  so  verhalten,  und 
sieh  alle  Schnitte  des  Eilipsoides  gegenseitig  wie  die  Quadrate  der 
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Ordioaten  einer  Ellipse  oder  auch  eines  Aber  CD  beBchriebeneD 
Halbkreises,  also  gerade  so  wie  die  einzelnen  Schnitte  des  Tetra- 
eders verhalten,  so  folgt  das  eben  Gtesagte. 

Da  alle  Farallelschnitte  in  diesem  Verhältniss  1  ',n  steheD,  so 
verhalten  sich  auch  die  Cubikinhalte  beider  KSrper  zwischen  zwei 
beliebigen  Parallelebenen,  und  auch  die  ganzen  Körper  so.  End- 
lich fallen  in  Folge  dessen  die  Schwerpunkte  der  Körper  zwischen 
zwei  gleichen  Parallelebenen  zuBammen. 

Ist  ein  Körper  von  ebenen  Flächen  begrenzt,  so  zerlege  man 
ihn  in  Tetraeder  und  denke  sich  im  Schweipunkt  derselben  eine 
ihren  Inhalten  propoitionale  Parallelkraft  wirksam ,  so  kann  man 
den  Mittelpunkt  dieser  nach  Nr.  58  S.  213  bestimmen. 

Der  analytiBObe  Anidnicfe  fQr  das  Moment  3R  eines  Tetraeden  in  Being  anF 
eine  Coordinatenebene,  dtederyxi.  B.  iet: 


fii  4-^  +  1«  -^I0- 


1^1  y,  2i.. 

'.S.  «1.« 

J^ffs^... 

Xt  St  ^» 

I.  J.  ^  1 
'» y*  '4 1 

wenD  man  z,-  -|-  x^  +  Xj  mit  z,'^^  beEeicbnet.  Die  Detennlnante  ist  gleich  dt^ 
sechsfacliea  Inhalt ,  ond  die  Klammer  gleich  der  vierfachen  AbaclBse  des  Scfawer- 
pnnktee.     Der  zweite  Ausdrack  aber  iet  eine  unmittelbare  Folge  des  ersten. 

Da  Jedes  FoI;eder  in  Tetraeder  «erlegt  werden  kann ,  so  kann  aucb  mittelst 
dieser  Formeln  der  Inhalt,  das  Homent  und  der  Schwerpunkt  eines  jeden  Polyeders 
bestimmt  werden. 

Ist  das  Polyeder  ein  convexes,  deeeen  Oberfliche  also  ron  einer  geradsB 
linlfl  aar  in  Ewei  Punkten  geschnitten  werden  kann  ,  nnd  hält  man  irgend  einen 
Punkt  im  Innern  oder  auf  dem  Umfang  bei  der  Tetraederbildong  fest,  so  sind  lUe 
Tetraeder  roll,  man  bat  sich  daher  nqr  um  den  absoluten  WerÜi  der  Inhalte  und 
der  Homente  zu  kümmern.  Ist  dies  aber  niclit  der  Fall,  so  hat  man  bei  der  Bei- 
henfolge  derZeliendaranf  zu  achten,  daas  alle  vollen  nnd  alle  Lnfttetraeder  gliche 
Zeichen  erhalten.  Durch  das  AnBchreilien  der  Determinante  eines  Tetraeders  ist 
das  Zeichen  d.  b.  die  Keihonfolge  der  Punkte  aller  übrigen  bestimmt. 

Wird  ein  Punkt  als  gemeinechartllche  Spitze  aller  Tetraeder  festgehalten,  bo 
mässen  in  zwei  anliegenden  Baien  die  gemeiuscbaftlicbe  Seite  in  Jedem  der  Tetra- 
eder in  entgegengeaetztem  Sinn  beaSglicb  des  Sinnes  der  Basis  befkbren  erscheinen, 
E.  B. :   023  4,  Ob*  S,  0^6*. 

Hat  ihan  bei  nicht  conveien  Polyedern  keineu  Pol  festgehalten,  am  LsK- 
nnd  sich  durchdringende  Tetraeder  la  vermeiden ,  so  werden  die  Spitzen  Je  iweier 
Tetraeder  mit  gemeinschaftlicher  Basis,  auf  entgegengesetzten  Seiten  derselbes  lie- 
gen, und  diese  Basen  daher  ebenfalls  in  entgegengetsetztem  Sinn  amfahren  erutiei- 
nen  müssen,  z.  B.  13  3  4  und  3  !  1  5. 
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b)  8ohwerpiu>U  eines  aohief  BbgeBobnittenen  dreiseitlgeii 
FrlsniBS. 

Bei  Ermlttlnng  der  «tatiachen  Homente  *on  Körpern,  die  vonEbeoen  begrentt- 
atiid,  kann  man  aacb  dae  Bchief  abgeschDJtteDe  Priama,  welches  ein  Drdeck  der 
BeKTCDEDiig  des  Körpern  rar  Bule  bat,  ab  Element  betrachten,  wir  wollen  deshalb 
hier  anch  du  Moment  diese«  ESrpers  noch  berechnen. 

Es  mögen  die  parallelen  Kanten  des  Prismas  mit  der  Aie  der  z  parallel  lau- 
fen .  dann  kann  man  e«  in  drei  Tetraeder  zerlegen  ,  deren  Eckpnnktcoordlnaten  <n 
den  folgenden  Determinanten  caaammen gestellt  sind ,  deren  Sarnme  gleich  dem 
sechsfachen  Inhalt  des  Prismas  ist,  uimlich : 


63- 


x^■^^t^\ 

+ 

«■  y.  e  1 

+ 

I,  p,  0    l 

^yi«ii 

«iy»ii  1 

I,  ffi  0  i 

S^V*>*1 

r,  ff,  E,  1 

is  ffi  a,  1 

I,  y,  0    I    1 

iiylO   l    1         1  i,y,  0    1 

F  =  1    a:,  y,   l 

^y«  1 

1  ^ 

yi  ' 

■  f  (itl  +  *t  +  ^, 


der  doppelte  Inhalt  der  Basis  des  Priamaa  bezeichnet  wird. 
Man  erhSIt  non : 

2  43»,=  [(BS,  +  «i  +  I,)2,  +  (i,  +  2i,  +  Ij)z,  +  (l,  +1,  +  3ii)l,]F, 
2  «an^  =  [(2y,  +  y,  +  Sa)  i|  +  (y.  +  a  s,  +  y,)  I,  +  (y,  +  y,  +  2y,)  «,]  F, 
2  *  3H,  —  [{s,  +  I»  +  la)  z.  +  (Js  +■  äa)  *i  +  ^iS  F. 

BeieicbQet.nan  femer  t^  die  Summe  der  drei  Abscdsaen  x,  +  Zi  +  X),  and 
divldirt  dann  die  obigen  Momente  durch  3  t  so  erhält  man  die  Coordloaten  des 
Schwerpnnktea; 

-     ,    ii  «1  +  ^  =1  +  »1  ^ 


yi  =1  +  y»  'i  +  y»  zj 


Ans  der  Form  dieser  Gielcbangen  geht  hervor,  dass  die  Coordinaten 
't  ^t  ^  ^i  ''^'  Oleichmig  der  ebenen  EndOäche  I  a  S  genügen,  nnd  dass  demnach 
der  SchwerpQDkl  in  der  Ebene  liegt,  welche  alle  z  halbirt. 

l^  versteht  sich  auch  ganz  von  selbst,  denn  zerlegt  man  das  Prisma  in  Eie- 
meotarpHsmen,  so  li^eo  die  Schwerpunkte  derselben  alle  in  dieser  Ebene. 
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o)  Sobwerpnnkt  onregelm&sslg  begrenzter  Körper. 

Ist  der  Kürper  von  krummen  Flächen  begrenzt,  so  theile  man  ihn 
durch  parallele  Ebenen  in  Prismatoide,  deren  gleich  grosse  Höhen  so 
klein  angenommen  werden  mOssen,  dass  läan  annehmen  darf,  es  liege 
ihr  Schwerpunkt  im  Schwerpunkt  des  Schnittes,  der  sie  haibirt, 
Dud  es  sei  ihr  Inhalt  diesem  Schnitte  proportional.  Dann  kann 
man  an  diesen  Schwerpunkten  parallele  Kräfte,  die  diesen  Schnit- 
ten proportional  sind,  wirken  lassen,  und  ihren  Mittelpunkt  eben- 
falls nach  Nr.  58  S.  213  bestimmen. 

Am  äussersten  Ende  solcher  Ettrper  erhält  man  häufig  eine 
Haube.  Nimmt  man  an ,  die  Schnitte  derselben  senkrecht  zu  deo 
Schnittehenen  seien  Parabeln ,  so  darf  man  den  Schwerpunkt  die- 
ser Haube  im  Querschnitt  des  Schnittes  annehmen ,  der  durch  das 
Drittel  ihrer  Höhe  geführt  wird.  Der  Inhalt  der  Haube  kann, 
wie  wir  schon  Nr.  31  S.  141  bemerkten ,  ihrer  Orundfläcbe  mal 
ihrer  halben  HOhe  gleich  gesetzt  werden. 


Drittes  Kapitel. 
Das  Trägheitsmoment. 


98.    Höhere  Momente  im  Allgemeinen. 

In  Nr.  4  S.  28  wurde  angedeutet  wie  Summen  von  der  Form 
Sxi  y„  s„  ..  P,  die  in  der  Mechanik  bisweilen  vorkommen,  und 
wo  P  parallele  Kräfte,  at,  y,  z  die  in  beliebiger  Richtung  gemesBe- 
nen  Entfernungen  ihres  Angriffspunktes  von  drei  beliebigen  Ordi- 
naten-Ebenen  bezeichnen,  gebildet  werden  kOnnen. 

In  der  Statik  werden  wir  nie  Kräfte  zu  summiren  haben,  die 
mit  mehr  als  zwei  Längen  multiplicirt  sind,  doch  wollen  wir  hier 
noch  etwas  ausführlicher  angeben,  wie  solche  Summen  zu  con- 
stniiren  sind. 
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Mao  erhält  das  einfache  statiBche  Moment  paralleler  Kräfte 
nach  Nr.  58  S.  214,  io  Bezug  auf  irgend  eine,  die  angenommene 
Richtung  der  Kräfte  projieirende  Ebene,  als  Segmente  ihres  Schnitt 
tes  mit  der  Projectioneebene,  in  der  das  Seilpolygon  coDStruirt 
wird,  zwischen  den  entsprechenden  Strahlen  des  Seilpol;gons ; 
und  es  sind  diese  Momente  gleich  der  Basis  des  Kräftepolygons  H 
multiplicirt  mit  diesen  Segmenten. 

Mao  erhält  dud  ein  Moment  zweiten  Grades  dieser  Kräfte, 
indem  man  mit  den  obigen  Segmenten  gerade  so  als  ob  sie  selbst 
die  Kräfte  wären  ein  neues  Polygon  mit  einer  neuen  Basis  k  con- 
struirt.  Die  neuen  zweiten  Segmente  sind  dann  offenbar  den 
Momenten  der  ersten  als  Kräfte  betrachteten  Segmente,  d.  h.  in 
der  Art  den  Producten  der  ersten  Segmente  mit  ihrer  Entfernung 
TOD  der  angenommenen  projicirenden  Ebene  proportional,  dass  sie 
mit  k  multiplicirt  werden  mUssen,  uro  diese  Producte  zu  geben. 
Da  nun  die  ersteu  Segmente  dem  Product  der  Kräfte  mit  ihrer 
Entfernung  tod  der  angenommenen  projicirenden  Ebeije  propor- 
tional waren ,  so  sind  die  zweiten  den  Producten  der  Kräfte  mit 
dem  Quadrat  dieser  Entfernungen  proportional;  da  eich  femer 
diese  Segmente  ebenso  wie  diä  ersten  mit  Berücksichtigung  des 
Sinnes  aneinander  reihen*,  so  ist  ihre  Summe  proportional  der 
Summe  der  Producte  jeder  einzelnen  Kraft  mit  dem  Quadrat  ihrer 
Entfernung  von  der  angenommenen  projicirenden  Ebene,  und 
zwar  muss  diese  Segmenten-Summe  mit  Hh  multiplicirt  werden, 
um  S^^  P  zu  erhalten. 

Wir  wiederholen  kurz  die  Torzunehmeoden  Operationen  mit 
Zuhalfenahme  algebraischer  Zeichen,  um  die  Gedanken  zu  fixiren. 
Es  seien  die  Ebene  E,  in  Bezug  auf  welche  das  Moment  zweiten 
Grades  bestimmt,  und  die  Richtung  der  Ordinalen  if,  mit  deren 
Quadrat  die  Kräfte  P  multiplicirt  werden  sollen,  gegeben.  Nimmt 
man  die  Richtung,  in  der  man  sich  die  parallelen  Kräfte  P  wir- 
kend denkt,  willkürlich  an,  so  ist  dadurch  auch  die  Stellung  der 
Projectionsebene  S,  in  der  man  das  Seilpolygon  construiren  will, 
gegeben ,  weil  diese  Stellung  die  Richtungen  von  P  und  y  enthal- 
ten muss.  Man  kann  auch  umgekehrt  die  Projectionsebene  S 
zuerst  willkürlich  annehmen,  dann  hat  man  sich  aber  die  Kräfte  P 
parallel  mit  dem  Schnitt  der  Ebenen  E  und  S  wirkend  zu  denken. 
Constrnirt  man  nun  in  der  Ebene  S  ein  Kräftepolygon,  in  dem  die 
Entfernung  des  Poles  0  von  der  Linie  der  P  parallel  zu  y  gemes- 
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seo  =  H  ist,  und  mit  dieBem  ein  Seilpolygon,  so  sclmeiden  die  Po- 
lygoDseiten  desselben  auf  dem  Schnitt  (ES)  Segmente  ab,  welche 
mit  H  muldplicirt,  dem  Product  Py  gleich  Bind.  Bezeichnet  man 
ihre  Summe  oder  die  Länge  des  Abschnittea  der  Linie  (£  S)  zwi- 
schen den  äusaersten  Polygonseiten  mitp,  so  ist 

SPif=p.ff. 

Es  ist  das  eben  Gesagte  nichts  anderea  als  die  wiederholte 
Beschreibung  des  Verfahrens  von  Kr.  58  S.  213.  Wir  fahren  nnn 
in  derselben  Weise  fort 

Betrachtet  man  die  Längen  ;>  als  zweites  Eräftepoljgon,  dessen 
Pol  Oj  in  einer  parallel  zu  y  gemeBsenen  Entfernung  h  angenommen 
wird,  und  conBtruirt  man  mit  Hülfe  desselben  ein  zweites  Seil- 
polygon ,  80  werden  die  einzelnen  Segmente  des  ersten  Polygons 
auf  der  Linie  (ES)  ganz  an  die  Stelle  der  P  in  obiger  Gleichung 
treten ;  die  Segmente  des  zweiten  Polygons  werden  mit  h  multi- 

plicirt,  dem  Product  der  Segmente  d^  ersten  mit  tf,  also     f, 

gleich  sein.  Bezeichnet  man  ihre  Summe,  d.  h.  wieder  die  Länge 
des  Abschnittes  der  Linie  ES  zwischen  den  äussersten  Polygon- 
seiten mit  ^1 ,  Bo  wird  man  allgemein  haben 

pyhH  =  Sy^P 

Es  besteht  daBselbe  aua  dem  Product  einer  Kraft  mit  zwei 
linearen  OimeDsiooen;  man  hatdahereioe  der  drei  Längen  pt,k,H, 
allein  nach  Nr.  50  S.  186  ganz  einerlei  welche,  auf  demselben  Maass- 
stab der  Kräfte,  in  welchem  zuerst  die  P  aufgetragen  wurden,  und 
die  beiden  andern  auf  dem  Maassstab  der  Längen  abzugreifes. 

Häufig  druckt  man  £y^P  durch  das  Product  des  Quadrats 
einer  Linie  k  mit  S  P  aus.  Um  zu  diesem  k  zu  gelangen,  hat  man 
nur  eine  der  beiden  Längen  kH  z.K  H  =  2P  anzunehmen,  dann 
ist  offenbar  k  ==  Ypi  K  denn  man  hat 

p,  hH  =  k^SP^2y^P. 

Wenn  man  die  eben  beschriebene  zweite  Operation,  in  welcher 
die  yP  gerade  so  wie  in  der  ersten  die/*  behandelt  wurden  statt  in 
derEbene£  mit  den  Richtungen  y  za  wiederholen,  in  einer  andern 
Ebene  Ei  mit  den  Riehtungen  z  wiederholt,  so  erhält  man  statt  Sy^  P 
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und  auf  diese  Weise  im  Raum  diese  Operatioa  mit  dem  Seilpolygon 
wiederholend,  wie  wir  es  schon  Nr.  58  S.  212  gezeigt  haben,  kann 
man  ganz  allgemein 

bilden. 

Bisher  ist  immer  vorausgesetzt  worden,  dass  die  lUchtungen 
TOD  P  congtant  seien,  und  dass  die  verschiedenen  Ebenen  EEi  ... 
von  welchen  aus  die  y  x  ...  gemessen  werden,  constant  seien; 
allein  diess  ist  keine  die  Construction  beschränkende  Bedingung, 
und  man  kann,  sobald  es  die  Aufgabe  verlangt,  z.  B.  wenn  P 
kleinere  oder  grossere  Hassen  darstellen ,  welche  in  allen  Rich- 
tungen den  auf  sie  wirkenden  ErSften  zu  folgen  trachten,  die  Rich- 
tung der  P  mit  der  Stellung  von  E,  die  jedoch  jene  Richtung  je- 
weilen  enthalten  muss,  ändern. 

Das  Zeichnen  des  letzten  Polygons  kann  man  bei  der  Bestim- 
mung höherer  Momente  durch  die  Flächenverwandlung  des  vorletz- 
ten Polygons  also  durch  Umfahren  mittelst  des  Planimeters 
ersetzen,  weil  die  von  einem  Theil  des  öeilpolygons,  den  beiden 
äuBsersteD  Seiten  desselben ,  und  einer  Parallelen  zu  den  Kräften 
begrenzte  Flächen  dem  nächst  höheren  Moment  proportional  sind. 
Zerlegt  man  nämlich  die  von  den  Seilpolygonseiteu  bestrichene 
Fläche,  die  wir  mit  dem  Wort  Momentenfläche  bezeichnen  wollen, 
in  die  von  zwei  aufeinander  folgenden  Seiten  gebildeten  Elemen- 
tardreieeke,  siehe  Fig.  24  S.  22,  so  ist  die  Fläche  des  ersten  Drei- 
ecke gleich : 

Vi  <•»..  —  ^i)  ■  C^»  —  ^i)  -j/^  =  Va  i^n  —  -^l)*  -jj^- 

Während  also  die  beiden  auf  einander  folgenden  ersten 
Seilpolygonseiteu     auf    der     verticalen     rechts     das     Moment 

(jr„  —  xO  -ji-^  ausschneiden,  ist  die  Fläche,  die  sie  einschliesBen, 

"\ 
gleich  der  Hälfte  des  nächst  höheren  Momentes ;  die  Summe  aller 
dieser  Flächenelemente  daher  gleich  der  halbenSumme  der  nächst 
höheren  Momenten  aller  A  P. 

Poncelel  hat  früher  seine  Momente  durch  Flächen  bestimmt, 
allein  es  entspricht  dieses  Verfahren  kaum  mehr  dem  jetzigen 
Standpunkt  der  graphischen  Methoden.  Das  Zeichnen  eines  neuen 
Seilpolygons  geht  rascher  von  Statten  und  ist  allgemeiner  als  die 
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Verwandlung  der  Flächen ;  will  man  aber  Flanimeter  ^brauchen, 
BO  verwendet  man  sogleich  das  Momentenplanimeter,  das  wir  spä- 
ter io  Nr.  114  beschreiben  werden,  und  das  gar  kein  Zeichnen 
erfordert. 


99,  Aendenmg  der  Trt^eitsmomente  in  Folge  paralleler 
VerscMebimg  der  Coordinatenebenen. 

8ehr  wichtig  sind  die  Momente  zweiten  Grades,  die  wir  mit 
dem  Namen  Trägheitsmomente  auch  dann  bezeichnen  wollen,  wenn 
die  Entfernungen  der  Angriffepunkte  der  Kräfte  nicht  von  einer 
Axe,  sondern  von  einer  Ebene  parallel  zu  irgend  einer  Richtung 
gemessen  werden;  und  wir  wollen  daher  hier  einige  Eigenschaften 
derselben  entwickeln. 

Die  Bestimmungen  der  Trägheitsmomente  würden  sehr  com- 
plicirt,  wenn  man  sie  für  irgend  ein  beliebiges  im  Raum  gegebe- 
nes Punktsystem,  in  welchem  jeder  Punkt  als  Angriffspunkt  einer 
parallelen  Kraft  gedacht  wird,  bestimmen  wollte.  Diese  Bestim- 
mungen vereinfachen  sich  in  der  Regel  bedeutend,  sobald  man 
Über  die  Lagen  und  die  Richtungen  der  Axen  verfügen  kann,  z.  B. 
Symmetrieaxen  wählen  darf.  Um  dies  zu  dürfen,  muss  man  von 
den  fttr  .solche  Coordinatenasen  ermittelten  Trägheitsmomenten 
auf  die  Momente  fUr  ein  beliebiges  anderes  Coordinatensystem 
abergehen  können.  Hier  soll  nun  die  Aenderung  des  Trägheits- 
momentes zunächst  bei  dem  Uebergang  auf  parallel  verschobene 
und  später  erst  aaf  Axen,  die  um  den  Ursprung  gedreht  wurden, 
untersucht  werden. 

Da  ein  Moment  2ter  Ordnung  nie  mehr  als  das  Product  von 
2  Coordinaten  enthalten  kann,  so  genügt  es,  diese  Äenderungen 
für  S  xy  A  P  durcbzufllhren ;  die  Resultate  gelten  dann  auch  fUr 
2  xx  AP,  und  Sys  AP,  und  wenn  man  die  zwei  Ordiuaten  gleich 
setzt  auch  für  die : 

2  j^^  A  P,  2 y^  A  P  uad  2  s'  AP. 

Es  sei  nun  a;  =  a;  -\-  x,  und  y  =  y  +  Ji ;  worin  die  con- 
stanten  xi  und  y^  die  Coordinaten  des  neuen  Ursprungs  sind,  so 
dass  ;r  und  x  und  y  und  y'  die  von  einem  A  P  zum  andern  varia- 
beln  Coordinaten  sind.  Setzt  man  dann  noch  2  AP  ^  P  so  wird : 
2a;yAP^2a^-yAP^^i  2  y  AP -\- y^  2  af  A P -\- ^t  y,  P. 
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Dieser  letzte  Auadraek  vereiofacht  sich,  wenn  der  2te  Ur- 
spning  mit  dem  Schwerpunkt  des  Systeme  zusammenfitllt,  dann 
sind  ^x  A  P,  2y'  A  P  gleich  0  and  setzt  man  Qherdies  das  Mo- 
ment 2  x'y  4  P  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  =>  CyP  so  erhält 
man  einfach: 

Diese  Gleichung  giebt  auch  C,  P  wenn  man  das  Moment 
2  ary  A  P,  und  die  Coordiaaten  x^  y,  des  Ursprungs  gegeben  sind. 
Also: 

Die  Differenz  zwischen  den  Momenten  3ter 
Ordnung  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt,  und  in 
Bezug  auf  irgend  einen  andern  Punkt,  ist  gleich 
dem  Product  der  Seh  werpunktscoordioaten  mit  der 
Summe  aller  Kräfte. 

Es  ist  Üblich,  und  wie  wir  in  der  nächsten  Nummer  auch 
sehen  werden  sehr  yortheilbaft,  die  quadratischen  Momente  durch 
die  Wurzel  aus  dem  Moment,  getheüt  durch  dieSumme  der  Kräfte 
darzustellen,  d.  h.  zu  setzen: 

Saß^P=^a'^P,     2xy  i:LP=  CP,     2y*SLP~b^P; 
2x'^£i.P=  k^P,    Sw'y  i>.P=CiP,    Sy*AP=~k^P. 
-  Dann  hat  man  die  drei  einfachen  Beziebungen: 
a>  =  xt*  4-  k\ 

wo  die  erste  und  letzte  Gleichung  dadurch  aus  der  mittelsten 
hervorgehen,  dass  mau  xy  x^  und  yy  y<  einander  gleich  setzt. 

Häufigist  naan  in  dem  Fall  ganze  Gruppen  von  APzusammenzu- 
setzen.  EskanndasjetztmitBerUcksichtigungder  eben  erhaltenen 
Resultate  geschehen.  Etezeichnes  wir  die  Goordiuaten  des  Schwer- 
punktes der  Iten  Gruppe  mit  Xi  y,-;  die  Summe  der  bezQglichen 
A  P  mit  Pi  und  behaften  die  zu  dieser  Gruppe  gehörenden  k  C  h 
ebeufalls  mit  dem  Index  i,  so  ei^iebt  dieSummirung  derGruppen: 

2  X*  CiP  ^  a^P  =  2  {xi^  -^  A,«)  Pi, 
2xyAP=  CP^S  (Xiy,  -\-  C.)  Pi, 
Sy^  A  P  =  Ä^y  =  2  (y,^  +  A,3)  Pi. 

Wir  haben  schliesslich  die  Momente  bezilglieh  des  Schwer- 
punktes aller  Gruppen  zu  ermitteln.    Bezeichnen  wir  die  Goordi- 
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Daten  desselbeD  mit  x,y,,  und  die  entepreehenden  Momente  mit 
a,^P,  C,P  und  b,*P,  80  erhält  man  fUr  das  zweite  Moment,  bei 
Beachtung  der  eben  entwickelten  Beziehungen : 

C.P^  Siaayi  +  CO  Pi  -  w.y.  P. 

=  50.^,+  p  [(5*iy,P^  (JPd  -  i^^sPd  (2t,iPd]. 

Multiplicirt  man  die  Productengummen  aus,  so  sieht  man  so- 
fort, dass  alle  Producte,  welche  gleiche  Indexe  haben,  alaoTon 
der  Form  ^,^tF?  sind,  sich  gegenseitig  aufheben. 

Die  Producte  mit  P,/*«  ungleicher  Indexe  haben  den  Coef- 
ficienteo: 

i*^.y. -|-^*y*  —  ■avy*  —^iyi=^  (^i  —  ar*)  {y,  —  y*); 

Es  ist  also : 

C,P=  JCiPi  +  -p-  2  (:r,  _  X,)  (y,  -  y,)  P.Pi. 

Durch  weiteres  Ausmultipliciren  von  SC,Pi  mit  P='SP,, 
erhält  man  auch  noch  die  folgende  jedoch  weniger  einfacheForm: 

DlsBt  man  wie  oben  die  Axen  zusammen&llen,  so  erhält  man 
auch  die  Werthe  fUr  a,^P  und  £«>/>,  nämlich : 

«,«  P  =  2  ki'Pi  +  -^-  S  (;r,  —  J7i)  >  />,.  Pi 

=  1-  j  Ski'  P.»  +  2[  A.«  +  A*«  +  C^.  -  ^*)»]  P.  P*  |. 

C.P=  C,  P,  +  -i-  5  (^^  -  xt)  (t/i  -  yt)  P.-  P. 

-  -Lj  j(;.p.i+5[C..f  Ca+  (:r,-^*)  (yi-y*)]  P,P*|, 

b.'P  ^  ih'P,  +  A-  (y,  -  y*)»  P,-  P* 

=  1- j  2Ä,«P,»+I[A,»  +  Aa»  +  (y,-y*)*]  P^Pm  j. 

In  diesen  Gleichungen  beziehen  sich  S  hinter  denen  nur  ein 
Index  vorkommt,  auf  alle  vorhandenen  Gruppen;  dagegen  S  mit 
zwei  verschiedenen  Indexen  t  und  A  auf  die  Vi  "  (" — ^)  mögiicben 
Gruppencombinationeu  zu  je  zwei  verschiedenen  Indexen. 
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Ednneii  die  ^A,'P,-  vernachläBsigi  werden,  so  reducirt  sich  das 
Trägheitsmoment  a,^  P  auf  die  Summe 

sind  nur  zwei  Kräftegruppen  P^  und  P^  Törhanden,  so  ist  wegen 

worin  d  die  Distanz  der  beiden  Gruppenschwerpunkte  bezeichnet. 
Reducirt  man  das  Moment  auf  die  Distanz  d  so  erhält  man  die 
Mittelkraft: 

^^  =P    =.^Vj^ 

rfi  ^^  P,  +  P,  ' 

siehe  Nr.  2  S.  14. 


100.  Die  Trägheitsellipse. 

Kachdem  wir  die  Aenderungen  ermittelt  haben ,  welche  die 
Momente  2ter  Ordnung  erleiden,  wenn  die  Axen  parallel  verscho- 
ben werden,  wollen  wir  noch  untersuchen,  welche  Aenderungen  die 
Drehung  herrorbringt.- 

Suchen  wir  zunächst  das  Moment  Sq*AP=^h*P  bezüglich 
einer  durch  den  Ursprung  gebenden  Axe  q,  durch  die  als  bekannt 
anzusehenden  Momente  Sx^AP,  SxyAP,  und  2y^Ap,  resp. 
durch  a*  Cund  b'^  auszudrucken.  Dann  wollen  wir  in  den,  in  der  Rich- 
tung der  q  gemessenen  Entfernungen  A,  Parallele  zu  q  ziehen  und 
ermitteln ,  welches  geometrische  Gebilde  alle  diese  Parallellinien 
umhüllen. 

Vor  allem  mfissen  wir  darauf  aufmerksam  machen,  dass  die 
Lage  dieser  Parallellinien  ganz  unabhängig  Ton  der  Richtung  ist, 
in  welcher  die  q  und  k  gemessen  werden.  Denn  durch  Aendemng 
dieser  Richtung  werden  beide  Tfaeile  der  Gleichung  2q*A  P=3  h^  P, 
mit  einem  and  demselben  Factor  multiplicirt ,  was  an  der  Gleich- 
heit nichts  ändert. 

Wir  können  also  die  EntfemuDgen  der  Angriffspunkte  der 
einzelnen  A  P  von  der  Axe  q  in  jeder  beliebigen  Richtung  messen. 
Indem  wir  ans  die  neue  q  Axe  als  eine  etwas  gedrehte  x  Axe 
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deDkeo,  megsen  wir  die  Entfemnngen  von  ihr  in  der  Richtung  der 
y,  uad  erhalten  dann  einfach : 

q=,y  —  tx 
worin  %  den  Richtungscoeflicienten  der  q  Axe,  (siehe  Fig.  166), 
bezeichnet.    Die  Substitution  dieses  Werthes  von  q  giebt  un- 
*  mittelbar : 

oder: 

,  +  s._(.._4)'+*«-5^. 

Fig.  166. 


A»  =  «sr»—  •i.Cf- 


Um  A  zu  constmiren,  führen  wir  in  den  Entfemnngen  +  a,  i 
Parallele  zu  den  Äxen,  dann  schneiden  w  und  q  die  Länge  ai  auf  ^ 
der  Parallelen  zuybeiar  =  -|-o  aus;  femer  tragen  wir  auf  dieselben 

Parallelen  von  x  aus  —  auf,  und  errichten  dort  einen  Perpen- 
dikel. Auf  dieeem  Perpendikel  schneidet  ein  vom  Punkt  x  mit 
dem  Radius  h  beschriebener  Halbkreis  die  Länge  1/  i' j-ab- 

Die  Entfernung  des  Endpunktes  dieses  Perpendikels  vom  Punkt ; 
ist  demnach  gleich  dem  gesuchten  k.  Mittelst  eines  Halbkreises 
schlagen  wir  diese  Länge  auf  a  herunter,  und  ziehen,  wie  im  Ein- 
gang gefordert  wurde,  durch  die  Endpunkte  die  Parallelen  zn  ?■ 
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Alle  für  verEichiedene  Bichtungeii  von  q  ao  construirten  Pa- 
ralleleo  umtattUeo  eine  Ellipse,  die  TrägfaeitaellipBe, 
welche  den  Üraprang  0  zum  Mittelpunkt  hat,  die  Parallele  +  a 

-    £ 

im  Punkt  y  —  +  —  ,  mithin  auch  die  Parallele  +  ä  im  Punkt 


nungen  y  ^  y  b* — j  nnd  x  ^  u  a* 7^  Bchneidet,  wo- 
durch diese  Ellipse  mehr  als  bestimmt  ist. 

'Denn  je  zwei  parallele  Tangenten  dieser  Ellipse  schneiden 
die  Tangente  a  in  einer  Involution ,  deren  Mittelpunkt  im  Berflh- 

£ 

rungspunkty  =      -  liegt,  und  deren  Potenz  gleich  dem  Quadrat 

des  conjugirten  Durchmessers  gleich  b*  - 

der  mit  den  Tangenten  parallel  laufende  Durchmesser  mit  q  zu- 
sammenfällt, indem  er  durch  0  geht  und  die  Strecke  zwischen  den 
beiden  Tangenten  auf  -{-  a  halbirt,  so  folgt,  dass  die,  so  wie  oben 
angedeutet  construirten  Parallellinien,  die  oben  definirte  Ellipse 
umhüllen. 

Das  Prodact  der  Coordinaten  der  Bertthrungspunkte  anf  den 

C  C 

Parallelen  +  a  und  +  *  ist  gleich  b  .  —r-  =  a  .  —  =  C.     Da 

durchaus  keine  Voraussetzungen  über  die  Lage  und  Richtung  der 
Coordinatenazen ,  und  Über  die  Richtungen  in  der  die  Coordinaten 
gemessen  werden  sollten,  gemacht  wurden,  so  gilt  das  gewonnene 
Resultat  allgemein,  und  man  kann  sagen : 

Das  Moment  Spq  AP,  in  Bezug  auf  zwei  belie- 
bige Axen  ist  gleich  dem  Product  der  Coordinaten 
des  Endpunktes  eines  der  p  oder  q  in  der  Träg- 
heitsellipse conjugirten  Durchmesser. 

Fallen  die  beiden  Axen  zusammen,  so  Terwan- 
delt  sich  das  Product  der  Coordinaten  in  dag  Quad- 
rat Ai  der  Entfernung  der  q  parallelen  Tangente 
von  j. 

Sind  die  Axen  p  nnd  q  conjugirt,  dann  ist 
2  p  7  A  P  =  0.  Denn  eine  Ordinate  des  Endpunktes  eines  der 
Durcbmesser  p  oder  q  ist  in  diesem  Fall  immer  gleich  0. 
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Das  Product  bleibt  das  gleiche,  welches  auch  der  conjn^rte 
Darchtneaser  sei;  denn  aus  der  obigen  ÄbleituDg  geht  hervor,  dass 

C  C 

eatüta;,  sowiefUr^  gleich  a.-und£.  7-  =  Cgieich  dem  doppelten 

Flächeninhalt  der  in  Fig.  16C  schraffirten  Dreiecke  sei.  HierauB  folgt 
weiter,  dasB  die  beiden  Endpunkte  auf  einer  Parallelen  zur  Diago- 

C         C 

naie  des  Vierecks  aa^,by  liegen,  denn  —  und  -7-  verhalten  sich  wie 

b:a,  demnach  werden  die  Tangenten  -^  a  and  -|-  b  durchs 

C  C 

und  — ,  danndarch^und  y  in  proportionale  Theile  getheilt    Es 

kano  dies  auch  daraus  geschlossen  werden,  dass  alleVerbindnnp- 
linien  von  Berührungspunkten  eines  umscbriebeneaVierseitsdurcb 
einen  Eckpunkt  seines  Polardreiecka  gehen ;  fUr  das  vorliegende 
Parallelgramm  aber  wird  dieses  Polai-dreieck  aus  den  zwei  Diago- 
nalen und  der  unendlich  fernen  Geraden  gebildet  Alle  Verbin- 
dungslinien von  BerühruDgBpunkten  laufen  demnach  entweder  mit 
einer  Diagonalen  parallel  oder  gehen  durch  den  Mittelpunkt  0. 

Dieses  Verhältniss  bietet  uns  ein  einfaches  Mittel,  den  Se- 
rUhrungBpunkt  auf  irgend  einer  neuen  Tangente -|-A  zu  bestimmen. 
Die  Verbindungslinie  der  beiden  Berührungspunkte  auf  den  Pa- 
rallelen -\-a  und  -\-h  läuft  parallel  mit  der  Diagonale  ay,  i/i. 
Die  Verbindungslinie  dieses  Bertlhrungspunktes  mit  0  ist  der  q 
coDJugirte  Durchmesser.     Die  Schnittpunkte  dieser  coojngirten 

Durchmesser  mit«  und  der  Endpunkt  von  Üb* ^^bildeneinrecht- 

winkeliches  Dreieck,  was  noch  ein  Mittel  darbietet,  diesen  Be- 
rtthrungspunkt  zu  constniiren. 

Um  den  Endpunkt  des  Durchmessers  g  zu  erhalten,  kann  man 
entweder  vom  Schnitt  des  g  coujugirten  Durchmessers  mit  a  ans 

mittelst  eines  Halbkreises  die  Endpunkte  von  if  &* — '-r  auf  o  her- 
unterschlagen und  erhält  dadurch  2  Punkte  der  mit  jenem  Durcii- 
messer  parallel  laufenden  Tangenten  an  den  Endpunkten  q;  oder 
man  kann  auch  durch  den  Berührungspunkt  auf -f-  a  eine  Parallele  m 
jenem  Durchmesser  ziehen;  die  Parallele  und  a  schneiden  ;  in  con- 
jugirten  Punkten ;  demnach  ist  die  Länge  des  halben  Durehmeesers 
f  gleich  der  mittlem  Proportionale  zwischen  den  Gntfemangen 
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jener  Pankte  von  0.  Dieae  ConetractiDn  wurde  Fig.  166  nicbt 
ausgeftlhrt,  weil  sie  zu  klein  geworden  wäre. 

Die  Schnittpunkte  der  Äsen  der  Ellipse  mit  o  giebt  derjenige 

Ereis,  der  durcli  die  Endpunkte  von  y  b^ und  durch  0  geht. 

Die  LUDgen  derselben  können  nach  irgend  einer  der  eben  er- 
läuterten Methoden  construirt  werden;  oder  man  kann  auch 
einen  Durchmesser  um  90  ■>  drehen ;  seinen  Endpunkt  mit 
dem  Endpunkt  des  Cöi^ngirten  Durchmessers  verbinden;  Ober 
der  Verbindungslinie  als  Durchmesser  einen  Ereis  beschreiben: 
dann  sind  die  Entfernungen  der  dem  Mittelpunkt  0  am  nächsten 
und  fernsten  gelegenen  Kreispunkte  gleich  den  Axenlfingen.  Die 
Cnnstruction  ist  die  umgekehrte  der  allgemein  flblicheo  einer 
Ellipse  mittelst  zwei  concentrischen  Kreisen,  deren  Durchmesser 
gleich  den  Ax^nläogen  sind,  und  bedarf  daher  keiner  weitem  Er- 
läuterung. 

In  den  bisherigen  Constructionen  haben  wir  vorausgesetzt,  es 
sei  die  Ellipse  mittelst  a,  C  and  b  zu  constniiren.  Statt  nun  C  -= 
{Sxy  äP)  :  P  zu  construireo,  kann  noch  das  Trägheitsmoment 
2q^  ^P  =  k^P  täT  eine  dritte  Axe  construirt  werden,  und  man 
hat  dann  die  Ellipse  aus  a  b  und  k  zu  coustruiren.  Dieser  Fall 
wird  sofort  auf  den  vorigen  zurtlckgefBhrt ,  wenn  man  über  den 
Sefanittpunkten  der  ParalleltaDgenten  +b  und  +A  zu  ^  und  q 
mit  der  Tangente  +a  zu  y  Halbkreise  beschreibt  Der  Schnitt 
dieser   beiden  Halbkreise  ist  der  Endpunkt  des  Perpendikels 

y  b^ :,  durch  dessen  Fusspunkt  also  der  Berährungspunkt  auf 

a  und  die  GrSsse  -  gegeben  sind ,  von  denen  wir  eben  ausge- 


101.  Die  Centralellipse. 

Die  in  der  vorigen  Nummer  entwickelten  Constructionen 
gelten  allgemein  fdr  alle  Punkte;  sind  sie  aber  speciell  für  den 
Schwerpunkt  ausgeführt,  so  kann  man  zuerst  fUr  beliebige  durch 
ihn  gehende  lUchtangen  die  Momente  bestimmen ,  und  dann  nach 
Kr.  99  auf  einfache  Weise  auf  andere  parallele  Äsen  übergehen. 
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Wegen  der  Leichtigkeit  der  BestimniuDg  beliebiger  Homenle, 
voD  dieser  Trägheitsellipse  aus,  wird  man  also  immer  diese 
Ellipse  zuerst  construiren ,  sie  trügt  den  besondem  Namen  Cen- 
Jralellipse. 

Bezeichnet  man  femer  mit  Antipol  einer  Linie  den  Po)  einer 
vom  Mittelpunkt  der  Ellipse  entgegengesetzt  gleich  weit  entfemten 
Parallellinie,  so  ist  das  Moment  2iry&P  eines  Systems 
Yon  aP  he"zttglich  zweier  beliebigen  Axen  gleich 
P  mal  dem  Product  der  Entfernung  x,  des  Schwei' 
panktes  von  einer  der  beiden  Axen  multiplicirt  mit 
der  Entfernung  y^  des  Antipola  derselben  Axe  Ton 
der  andern  Axe,  oder  man  hat:  Smy  ii^P  ^  a?,tfpP;  aocli 
=  Xpy,P,  wenn  y,  und  Xp  die  Entfernungen  des 
Schwerpunktes  von  der  x  Axe  und  die  des  Anti- 
pols  derselben  Axe  von  der  y  Axe  bezeichnen. 

Laut  Nr.  99  ist  2xyAP=  (.x.y,  +  C)P  =  x.  (y,  +  -)p. 
Die  Entfernung  des  Pols ,  also  auch  des  Antipols ,  der  y  Axe  vom 
Schwerpunkt  ist  gleich —,  wenn  k  die  Entfernung  der  Parallel- 


tangente zur  y  Axe  Yom  Schwerpunkt  bezeichnet.     Fahrt  man 
durch  den  Schwerpunkt  eine  Parallele  zura?  Axe,  so  ist  (s.  Fig.  IGT) 
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C  C    k*        C  C 

bat  r  =  *  =  ~  = ""  =■  ti>  mithin  ißty.H ""Vpt  die  in  der  Rich- 
tung der  y  gemessenen  Entfernung  des  Antipols  Ton  der  x  Axe,' 
woraus  die  Behauptung  folgt 

Die  Construction  tou  x,  yp  P  bietet  das  beste  Mitlei  dsrGrup-  • 
pen  von  AP,  z.  B.  eine  grossere  Fläche  mit  anderen  Gruppen  oder 
Flächen  zusammenzusetzen.  Bei  der  Construction  der  Seilpolygone 
denkt  mau  sich  für  das  erste  Polygon  die  Massen  im  Schwerpunkt, 
und  fHr  das  zweite  Polygon  im  Antipol  der  ersteo  Axe  vereinigt. 
Bisweilen  aber,  wenn  der  Schwerpunkt  nahe  bei  den  Axen  liegt 
und  z.B.  ar,  sehr  klein,  oder  gar  gleich  0  iat,  ist  diese  Construction 

k* 
nicht  mehr  wohl  ausRlfarbar,  weil  dann  —sehr  oder  oo  gross  wird. 

^' 
Man  kann  sich  in  diesem  Fall  auf  verachiedcnartige  Weise  durch 
directe  Construction  der  CP  helfen.    Sehr  gute  Dienste  kann  auch 
der  folgende  Satz  leisten : 

Man  erhält  (^,>  +  fr»)  />  und  (.r,  ^f.  +  C) /*,  indem 
man  sich  je  '/ji*  in  den  Endpunkten  des  Dnrch- 
messers  vereinigt  .denkt,  welcher  der  Axe  conju- 
girt  ist,  von  der  aus  die  x  gemessen  werden.  Denn 
man  hat: 

(».+*)(y.+^'/.''+(«'.-*){y.-^'/.''-tey.+e)P. 

Ist  die  Centralellipse  eines  Systems  von  A  P  gegeben ,  so  ist 
es  jetzt  sehr  leicht,  die  Trägbeitseliipse  fUr  einen  beliebigen  Punkt 
zu  construiren  und  umgekehrt. 

-  Wir  verbinden  den  Punkt  0  mit  dem  Mittelpunkt  S  der  Cen- 
tralellipse, dem  Schwerpunkt  des  Systems,  und  nehmen  die  Ver- 
bindungslinie als  Axe  der  w  au.  Die  Axe  der  y  laufe  parallel  mit 
dem  conjugirten  Durchmesser  der  Centralellipse.  Dann  ist  in  der 
Gleichung : 

SxyAP=ix,y,-^C.)P, 
C,  =  0,  weil  die  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Parallelen  zu 
den  Axen  conjngirte  Durchmesser  sind ,  femer  ist  y,  ■=  0,  mithin 
auch  S wy  aP  •=0.     Die  so  gewählten  Axen  sind  also  in  der 
TrSglieitsellipBe  conjugirt. 
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Ferner: 

A«  =  ^  Sy*  AP  -  y.s  +  A«  =  A*. 

Die  beiden  der  x  Axe  conjugirten  Durchmesser  Bind  gleich 
lang,  oder  die  zwei  Paar  der  x  Axe  parallelen  Tangenten  an  beide 
Ellipsen  follen  zusammen. 

Endlich  bat  man  noch : 

Die  CoDstruction  von  a  ist  in  Fig.  168  angegeben,  es  muss 
immer  grßsser  als  x,  sein.     Wäre  die  IVägheitsellipse  und  der 

Fig.  168. 


Schwerpunkt  gegeben,  so  könnte  ebenso  leicht  *>=  o* — j;,"cod- 
gtrnirt  werden. 

Die  (puoktirten)  Diagonalen  des  der  Trägheitseltipse  om- 
scbriebenen  Parallelogramms  sind  conjugirte  Durchmesser,  sie 
schneiden  offenbar  die  Centralellipse;  da  nun  zwei  beliebige  Paar 
conjugirte  Durchmesser  sich  gegenseitig  trennen ,  somussTonje 
zwei  conjugirt«n  Durchmessern  einer  zwischen  diesen  Diagonalen 
durchgeben  und  demnach  die  Centralellipse  schneiden.  lieber- 
haupt  kann  man  sagen,  von  zwei  conjugirten  Durchmessern  muss 
einer  die  verschiedenen  A  P  trennen,  denn  lägen  alle  A  Pin  einem 
und  demselben  Winkel  conjugirterDurcbmesser,6o  wären  auchalle 
xyA  Pgleichen  Zeichens  und  die  ^^ry  A  Pkönnte  nicht  gleich  0  sein. 

Das  eben  Entwickelte  fassen  wir  nochmals  wie  folgt  zu- 
sammen : 
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Die  Centralellipse  eines  Systems  von  aP  bat 
mit  allen  Trägbeitsellipsen  ein  gemeinsames  Paar 
paralleler  Tangenten. 

Die  dem  gemeioschaftticben  Durcbmesser  in 
beiden  Ellipsen  conjugirten  Durchmesser  laufen 
parallel. 

Der  Schwerpunkt  liegt  im  Innern  aller  Ellipse D. 

Alle  aP  können  nicht  in  demselben  Winkel 
zweier  conjugirten  Durchmesser  liegen,  and  von 
zwei  conjugirten  Durohmessern  schneidet  min- 
destens einer  die  Centralellipse. 

Die  Differenz  der  Quadrate  der  Längen  des 
gemeinschaftlichen  Durchmesser  der  Centralellipse 
und  einer  Trägheitsellipse  ist  gleich  dem  Quadrat 
der  Entfernung  der  beiden  Ellipsenmittelpunkte. 

Entfernt  sich  der  Mittelpunkt  der  Trägheitsellipse  in  irgend 
einer  Richtung  vom  Schwerpunkt,  dem  Mittelpunkte  der  Central- 
ellipse, so  bleibt  der  dieser  Richtung  conjugirte  Durchmesser  con- 
stant,  während  der  in  dieser  Richtung  selbst  liegende  Durchmesser 
stets  gleich  Y^t'^  -\-  ^^  ist,  wo  ;r,  jetzt  die  Entfernung  des  neuen 
Mittelpunktes  Tom  Schwerpunkt,  und  k  wie  früher  die  Länge  des 
in  der  Richtung  ron  x,  liegenden  Halbdurchmessers  der  Central- 
ellipse bezeichnet.  Bei  wachsender  Entfernung  des  Schwerpunktes 
S  vom  Mittelpunkte  der  Centralellipse  nähert  sich  der  Schwer- 
punkt asymptotisch  dem  Umfang  der  Trägheitsellipse. 

Wird  Irgend  eine  gegebene  Linie  alsAxe  der^  angenommen, 
und  soll  die  andere  Axe  der  x  durch  den  Schwerpunkt  geben  und 
so  liegen,  dass  -y»  P  gleich  0  ist,  so  ist  die  letztere  der  der  Rich- 
tung dery  conjugirte  Durchmesser  der  Centralellipse. 

Können  alle  Kräfte  so  gruppirt  werden,  dass  die  Yerbindungs- 
linien  aller  Angriffspunkte  einer  Gruppe  parallel  laufen  und  dass 
die  Angriffspunkte  der  Mittelkraft  einer  jeden  Gruppe  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen ,  so  sind  die  mit  diesen  beiden  Linien  parallel 
laufenden  Durchmesser  der  Centralellipse  conjugirt;  ebenso  die 
parallelen  Durchmesser  aller  Trägheitsellipsen,  deren  Mittelpunkt 
auf  einem  jener  Durchmesser  der  Centralellipse  liegen. 

Können  alle  Kräfte  so  gruppirt  werden,  dtus  die  Mittelpunkte 
der  Centralellipsen  jeder  einzelnen  Gruppe  auf  einer  Geraden 
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liegen,  und  dass  die  dieser  Geraden  coDJugirten  DurchmesBer  in 
allen  EllipseD  parallel  laufen,  so  ist  auch  der  Paralleldurehmesser 
der  Centralellipse  des  ganzen  Systems  der  CeDtrumlinie  conjngiit 
Alles  eben  Gesagte  gilt  nattirlich  aach,  wenn  die  conjugirten 
Durclimesser  senkrecht  aufeinander  stehen,  d.h.  Hauptaxendes 
Systemes  sind. 


103.  Das  Trägheit»-  und  das  Centralellipsoid. 

Da  2  xy  AP  nur  das  Product  von  zwei  Coordioaten  eothält, 
so  können  die  gewonnenen  Resultate  unmittelbar  auf  den  Raam 
ausgedehnt  werden.  Projicirt  man  parallel  zur  xAxe  die  Angriffs- 
punkte aller  aP  in  die  Ebene  .ry,  so  wird  man  in  dieser  Ebene 
eine  Centralellipse  und  beliebige  TrägheitsellipBeu  constmiren 
können.  Betrachtet  man  alle  diese  Gurven  als  die  Leitlinien  tdd 
Oylinderfiächen ,  deren  Erzeugungslinien  parallel  mit  der  s  Axe 
laufen ,  so  wird  das  in  den  drei  vorigen  Nummern  bezüglich  der 
Momente  2  xy  A  P  (worin  auch  a.-  ^=  y  sein  kann)  Entwickelte 
allgemein  räumlich  gelten,  wenn  man  an  die  Stelle  der  Ellipseu 
die  oben  erwähnten  Cyiinder  setzt.  Da  bezüglich  der  Stel- 
lung und  Lage  der  tv  s  und  ys  Ebenen  durchaus  keine  be- 
stimmten Voraussetzungen  gemacht  wurden,  so  gilt  dieses  R^ultat 
allgemein :  Wenn  man  in  Bezug  auf  alle  Ebenen  eines  Strahlen- 
bttschelslter  Ordnung  die  Sp*  AP  bildet  und  zu  jeder  Ebene  zwei 

Farallelebenen'  in  den  Entfernungen  +  \/-=Sp*AP  zieht,  so  um- 
hüllen alle  diese  Ebenen  einen  elliptischen  Cylinder,  dessen  Axe 
mit  der  des  EbenenbUschels  zusammenfällt.  Bestimmt  man  die 
beiden  Erzeugungslinien,  welche  in  der  Diamentralebene  liegen, 
welche  der  Ebene  conjugtrt  ist,  von  der  aus  die  p  gemessen 
werden,  so  ist  2  pq  APgleich  dem  Product /»i^,  der  Entfernungen 
dieser  Erzeugungslinien  von  den  Ebenen  der;»  undymultiplicirtmit 
P.  Beschreibt  der  Schnittpunkt  der  beiden  Ebenen  einen  Strahlen- 
bttschel  in  der  xy  Ebene  um  den  Ursprung  der  Coordinaten ,  so 
haben  alle  diese  Cylinderflächen  zwei  gemeinschaftliche  Tangen- 
tialebenen ,  nämlich  die ,  welche  mit  der  Ebene  der  xy  parallel 
laufen.  Femer  bat  jeder  dieser  Cylinder  zwei  gemeinschaftliche 
Tangentialebenen   mit  dem  zuerst  erwähnten  Cylinder,  der  die 
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IS  Axe  zur  Axe  faatte.  AIbo  utuhtttlen  alle  diese  Gylinderflftchen 
ein  Ellipsoid.  Nimmt  man  töd  deo  durch  die  Cylinderaxen  gehen- 
den Ebenen  irgend  eine^  heraas,  und  bestimmt  die  Erzeugungs- 
linie,  welche  in  der  conjugirten  DurchmeBserebene  liegt,  so  wird 
diese  Erzeugungslinie  das  Ellipsoid  am  Endpunkte  des  auch  im 
Ellipsoid  jener  Ebene  conjugirten  Durchmessers  berühren.  Wird 
daher  noch  irgend  eine  zweite  Ebene  angenommen,  tos  der  ab  die 
j  gemessen  werden,  so  ist  2pq  AP  gleich P mal  demProduct/*,  q, 
der  Abstände  eines  der  Endpunkte  der  DurchmeBser,  welche  einer 
dieser  Ebenen  conjugirt  sind,  ron  denselben  Ebenen. 

Enthalt  eine  der  Ebenen  den  conjugirten  Durchmesser  der 
andern, so  iBt^,  oder  qi  =^  0,  alBO  auch  S pq  AP  ^  0.  Auf  diese 
Weise  können  also  mittelst  des  Trägheiteellipsoids  alle  Momente 
S  pq  AP  bezflglich  zweier  beliebigen  durch  den  Ursprung  gehen- 
den Ebenen  bestimmt  werden. 

Das  TrägheitBellipsoid  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  heisst 
Centraletlipsoid.  Ist  dieses  gegeben ,  so  kann  man  auf  einfache 
Weise  von  zwei  Ebenen,  die  den  Schwerpunkt  enthalten,  auf  zwei 
Parallelebenen  Übergeben,  die  durch  irgend  einen  andern  Punkt 
gehen.  FUr  diesen  Uebergang  gelten  ohne  irgend  eine  Aenderung 
die  Formeln  von  Nr.  US,  demnach  auch  die  aus  diesen  Formeln 
gezogenen  Schlüsse  in  Nr.  101.  Die  Formeln  nochmals  hier  zu 
wiederholen,  halten  wir  fUr  überflüssig,  dagegen  müssen  wir  die 
Schlüsse  mit  den  durch  die-  Erweiterung  auf  räumliche  Gebilde  ' 
bedingten  Abänderungen  wiederholt  aussprechen.  Dabei  ver- 
stehen wir  dem  frühern  entsprechend  unter  dem  Wort  An ti pol 
einer  Ebene ,  den  Pol  der  vom  Mittelpunkt  entgegengesetzt  gleich 
weit  abstehenden  Ebene. 

Das  Moment  S  j:y  AP  eines  Systems  von  AP  be- 
züglich zweier  beliebigen  Ebenen  ses  und  t/s,  ist 
gleich  P  mal  dem  Product  der  Entfernung  .^i  des 
Schwerpunktes  von  einer  dieser  Ebenen  multipli- 
oirt  mit  der  Entfern  ung^p  des  Antipols  derselben 
Ebene  von  der  andern;  oder  man  hat  2 a;tf  AP  =  ir,yyP, 
auch—  a^pif,  P,  wenn  y,die  Entfernung  des  Schwer- 
punktes von  der  xs  Ebene  und  ccp  die  des  Antipols 
derselben  Ebene  von  der  andern  ys  bezeichnen. 
Es  ist  also  gleich  0  für  c^njngirte  Durchmesser. 

D.gitizecbyG00glc 


410  Uomeaic  pu-alleler  Erifte. 

Man  erb  alt  aucb  S  x'*  ^P  und  2xy  AP,  wenn  man 
sich  die  HasseB  von  Vi^  ^^  jedem  Endpunkt  des 
DurchmeBserB  rereinigt  denkt,  der  der  Ebene  conjn- 
gift  ist,  Ton  der  aus  die  a:  gemessen  werden. 

Eine  und  diesflbe  Cylinderfläche  nmbttllt  das 
Centralellipsoid  und  irgend  ein  anderes  Trägbeita- 
ellipsoid. 

Die  dem  gemeinscbaft liehen  Durchmesser  in 
beiden  Ellipsoiden  conjugirten  DiamentralebeneD 
laufen  parallel,  und  schneiden  die  Ellipsoide  uod 
die  Cylinderflächen  in  den  zwei  congruenten  Be- 
rtthrungsellipsen. 

Die  Differenz  der  Quadrate  der  Längen  des  ge- 
meinschaftlichen Durchmessers  des  Trägbeils- 
und  des  GeotralellipBoids  ist  gleich  dem  Quadrat 
der  Entfernung  der  Ellipsoiden-Mittelpunkte. 

Der  Schwerpunkt  liegt  im  Innern  aller  Ellip- 
soide. 

Alle  A/>  können  nicht  in  demselben  Winkel 
zweier  bezaglJcb  eines  Trägheitsellipsoids  conju- 
girten Diamentralebenen  liegen,  und  von  zwei  sol- 
chen Ebenen  schneidet  mindestens  eine  das  Cen- 
tralellipsoid. 

Hier  Bind  unter  conjugirten  Diamentralebenen  solche  Terstan- 
den,  die  den  conjugirten  Durchmesser  der  andern  enthalten. 

Denkt  man  sich,  der  Mittelpunkt  0  falle  zuerst  mit  dem 
Schwerpunkt  S  zusammen  und  entferne  sich  dann  in  irgend  einer 
Constanten  Richtung  5  0  von  demselben,  so  bewegt  sich  mit  ibm 
die  dieser  Richtung  conjugirte  Ellipse,  je  zwei  conjugirte  Durch- 
mesBer  derselben  bleiben  parallel,  conjugirt  und  gleich  gross,  und 
nur  der  Durchmesser  in  der  Richtung  0  S  der  Bewegung  ^er- 
grOssert  sich  so,  dass  seine  Länge  Y  x,^  -\-  Ä*  ist. 

Trotzdem  dass  der  Durchmesser  sich  beständig  vergrfissert, 
nähert  sieh  sein  Endpunkt  doch  mehr  und  mehr  dem  Schwerpunkt 
S;  denn  Y^i*-\-  **  —  ^*  nimmt  ab  mit  wachsendem  x,. 

Die  Tangentialebenen  an  den  Endpunkten  dieses  wachsen- 
den Durchmessers  schneiden  den  Gylinder,  der  alle  Trägbeits- 
ellipsoide  utaibullt,  die  bei  dieser  Bewegung  erzengt  werden,  in  einer 
Ellipse,  die  ebenfalls  der  Reihe  der  dich  gleichgross  bleibenden  und 
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den  Cylinder  erzeagenden  Ellipeeo  angehört  Projicirt  man  diese 
Ellipse  auB  dem  Mittelpunkt  desEllipBoide,  so  enthält  der  entstehende 
WiDkelrautt)  jederzeit  einen  von  allen  möglichen  Gruppen  conjugir- 
ten  Durchmesser,  ea  können  sogar  deren  zwei  in  der  den  Winkel- 
raum  umhüllenden  Winkelfläche  liegen;  da  ferner  diese  Winkel- 
fläcbe  das  Centraletlipsoid  in  zwei  ähnlichen  Ellipsen  schneidet, 
also  ganz  durchdringt,  so  folgt  noch,  dass  von  je  drei  conjugirteo 
Darchmeasero  eines  Trägheitsellipsoids  immer  mindestens  einer 
durch  das  Gentralellipsoid  durchgeht. 

Sollen  drei  conjngirte  Durchmesser  so  bestimmt  werden,  dass 
einer  durch  den  Schwerpunkt,  den  Mittelpunkt  des  Centralellipsoids 
gehe,  und  die  zwei  andern  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen,  so  ist 
der  erste  der  der  Stellung  der  gegebeneu  Ebene  conjngirte  Dureh- 
messer des  Centralellipsoids,  und  die  zwei  andern  laufen  parallel 
zu  zwei  conjugirten  Durchmesaem  desselben, 

Kfinnen  alle  Kräfte  A  />  zu  je  zweien  so  gruppirt  werden,  dass 
alte  Verbindungslinien  der  Angriffspunkte  parallel  laufen  und  dass 
alle  Angriffspunkte  der  Mittelkräfte  der  Gruppen  in  einer  Ebene 
liegen,  so  sind  die  Richtung  der  Faralleilinien  und  die  Stellung  der 
Ebene  in  allen  Trägheitsellipsoiden  conjugirt,  deren  Mittelpunkte 
in  der  durch  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  gehenden 
Parallelen  zu  obigen  Verbindungslinien  liegen —  Es  gentigt  diese 
für  das  Gentralellipsoid  nachzuweisen,  denn  dann  gilt  es  auch, 
laut  dem  eben  Bewiesenen,  fUr  jedes  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt 
in  der  eben  erwähnten  Parallelen  liegt. 

Wird  die  Ebene ,  in  der  die  Angriffspunkte  der  Mittelkräfte 
Jeder  Gruppe  wirken ,  zur  Ebene  der  of  y  und  die  durch  den 
Schwerpunkt  gehende  Parallele  zu  der  Verbindungslinie  zweier, 
eine  Gruppe  bildender  Kräfte  zur  Ase  der  s  gewählt,  so  ist  fltr  je 
zwei  Kräfte  P  und  P|  einer  Gruppe  x  und  y  constant,  s  i*  -|-  ä,  P, 
aber  gleich  0 ,  weil  der  V^oraussetzung  gemäss  der  Angriffspunkt 
der  Mittelkraft  in  der  Ebene  der  x  y  liegt ,  mithin  ist  fUr  jede 
Gruppe  xsP  -\-  X!s,Pi  und  ysP-\-ys,P,  gleich  0 ,  also  auch 
SxsP  und  SyzP  für  das  ganze  System  gleich  0,  woraus  laut 
obigem  folgT,  dass  die  diesen  beiden  Summen  gemeinschaft- 
liche Ordinate  s  der  Ebene  der  x  y  conjugirt  ist,  aus  denen  das 
dritte  Product  JxyP  gebildet  ist. 

Können  alle  Eiilfte  so  gruppirt  werden,  dass  die  Angriffe- 
punkte aller  zu  einer  Gruppe  gehöriger  Kräfte  in  Parallelebenen 
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und  die  Angriffspunkte  der  Mittelkräfte  einer  jeden  Gruppe  in 
einer  geraden  Linie  liegen,  so  ist  diese  Gerade  der  der  Stellung 
der  Farallelebene  conjugirte  Durchmesser  des  Centralellipaoids. 
Denn  wählt  man  diese  Linie  zur  Axe  der  s  und  nimmt  man  die 
Ebene  der  xy  parallel  zur  Stellung  der  Übrigen  Farallelebenen  an, 
so  ist  der  Voraussetzung  gemäss  für  jede  Gruppe  Saj'P  und  2yP 
gleich  0;  da  aber  x  fUr  jede  Gruppe  constant  ist,  so  ist  auch 
SxvP  und  SysP  im  Ganzen  gleich  0,  mithin  die  Axe  der  x,  die 
auch  durch  den  Schwerpunkt  geht  (Nr.  51)  S.215)  der  der  Stellung 
der  Ebene  der  icy  conjugirte  Durchmesser  des  Centralellipsoida. 

Können  endlich  die  Kräfte  so  gruppirt  werden,  dass  die  Mittel- 
punkte der  Gentralellipsoide  aller  Gruppen  auf  einer  Geraden 
liegen,  and  dass  irgend  zwei  dieser  Geraden  conjugirte  Durch- 
messer in  allen  Gruppen  parallel  laufen,  so  sind  auch  im  Central- 
ellipfioid  des  ganzen  Systems  die  Paralleldurchmesser  der  Ver- 
biodungslioie  tdler Mittelpunkte  conjugirt;  dieses  wird  ebenso  wie 
oben  bewiesen. 

Alles  bisher  Gesagte  gilt  allgemein,  welches  auch  die  Stellung 
und  Richtung  der  vorkommenden  Ebenen  und  Linien  sei ;  es  gilt  also 
auch  dann,  wenn  sie  rechtwinkelig  auf  einander  stehen.  Die  drei 
rechtwinkelig  auf  einander  stehenden  Durchmesser  des  Trägbeits- 
ellipsoids  heissen  die  Hauptaxen.  Die  Richtungen  der  Hauptaxen 
des  Centralellipsoidssind  in  jedem  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunktauf 
einer  dieser  Hauptaxen  liegt,  conjugirt  (sind  Hanptaxenrichtungen). 

Können  die  Kräfte  zu  je  zweien  so  gruppirt  werden,  dass  die 
Verbiedungsliaie  ihrer  Angriffspunkte  senkrecht  auf  einer  gegebe- 
nen Ebene  steht,  und  dass  der  Angriffspunkt  ihrer  Mittelkraft  in 
dieser  Ebene  liegt,  so  ist  die  durch  den  Schwerpunkt  gebende 
Parallele  zur  Verbindungslinie  der  Kräfte  eine  Hauptaxe  des 
Syatemes. 

KSnneD  die  Kräfte .  so  gruppirt  werden ,  dass  die  Angriffs- 
punkte aller  zu  einer  Gruppe  gehörigen  Kräfte  in  Ebenen  liegen, 
die  senkrecht  auf  einer  geraden  Linie  stehen,  welche  gleichzeitig 
auch  die  Angriffspunkte  der  Mittelkraft  einer  jeden  Gruppe  enthält, 
so  ist  diese  Gerade  eine  Hauptaxe  des  Centrale!  lipsotds. 

Wenn  endlich  die  Kräfte  so  gruppirt  werden,  dass  die  Ver- 
bindungslinie der  Mittelpunkte  in  den  Centralellipsoiden  aller 
Gruppen  eine  Hauptaxe  ist,  so  ist  sie  es  auch  im  Centralellipsoid  des 
ganzen  Systems;  laufen  zudem  noch  die  beiden  übrigen  Hanpt- 
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azen  in  alleo  Partialellipsoiden  parallel ,  so  laufen  auch  die  des 
Centralellipeoids  mit  ihnen  parallel. 

Die  zaletzt  anugesprocbenen  Sätze  redaciren  sich  auf  die  fol- 
genden, wenn  die  Angriflgpunkte  aller  A  P  in  einer  Ebene  liegen, 
es  tritt  dann  natttrlich  eine  Trägheita  -  und  eine  Centralellipse  an 
die  Stelle  der  EUipsoide. 

.  Können  alle  Kräfte  AP  so  gruppirt  werden,  dass  die  Schwer- 
punkte  aller  Gruppen  in  einer  geraden  Linie  liegen  und  dase  dieser 
Linie  als  gemeinscbaftlicbem  Durchmesser  aller  Gruppen  parallele 
Durchmesser  conjugirt  sind,  so  ist  auch  in  der  Centralellipse  dem 
gemeinschaftlicheu  Durchmeflser  der  eine  parallele  Durchmesser 
conjugirt,  mithin  auch  inallen  denjenigen  TrS^heitsellipsen,  deren 
Hittelpunkte  in  dem  gemeinaehafllichen  oder  in  dem  durch  den 
Schwerpunkt  gehenden  parallelen  Darchmesser  liegen. 

Können  insbesondere  alle  Kräfte  A  P  zu  je  zweien  so  gruppirt 
werden,  dass  die  Angriffspunkte  aller  Kräfte  parallel  laufen  und 
die  Angriffspunkte  der  Mittelkräfte  jeder  Gruppe  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  sosind  die  mitdiesen  Linien  parallel  laufenden  Durch- 
messer all  jener  Trägheitsellipsen  conjugirt,  deren  Mittelpunkte  in 
einer  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Parallellinien  liegen. 

An  den  obigen  Aussagen  ändert  sieh  nichts,  wenn  die  beiden 
RichtuDgen  senkrecht  aufeinander  stehen ;  die  cotyn^rteo  Durch- 
messer sind  dann  die  Axeo. 


103.   System  von  parallelen  Kräften,  deren  Intensit&t 

der  Entfernung  ihres  Angriffspunktes  von  einer  Ebene 

proportional  ist 

Das  bisher  Entwickelte  wollen  wir  an  dem  hier  in  derUeher- 
Bchrift  gegebenen  System  von  Kräften  erläutern,  indem  wir  den 
Angriffspunkt  dieser  Kräfte  bestimmen. 

Es  seien  A  P  Gonatanten,  die  erat  noch  der  Multiplication  mit 
dem  in  irgend  einer  Richtung  von  einer  Ebene  gemessenen  Ab- 
stand bedürfen ,  um  zu  Kräften  zu  werden.  Behandeln  wir  diese 
Gonatanten  schon  wie  Kräfte,  so  mttssen  wir  sagen:  die  Mittelkraft 
des  ganzen  Systems  ist  gleich  dem  Moment  jener  Constanten  in 
Bezug  auf  die  gegebene  Ebene.  Bestimmt  man  daher  den  Schwer- 
punkt derselben  nach  Nr.  97  c  S.  393 ,  so  ist  die  Intensität  der 
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Hittelkraft  gleich  x,  P,  wo  x,  die  io  der  gegebenen  Richtung  ge- 
messene Entfernung  dieses  Schwerpunktes  von  der  gegebenen 
Ebene  £  ist;  dabei  ist  dieBichtung  der  Kiilfte  ganz  willkürlich, 
nur  muse  dieselbe  für  alle  einzelnen  Kräfte  die  gleiche  bleiben. 

Zur  Bestimmung  des  Angiiffspunktes  der  Mittelkraft  denken 
wir  uns  diesen  mit  dem  schon  bestimmten  Schwerpunkt  dea  Sy- 
stems verbunden  und  nehmen  diese  Verbindungelinie  als  Ase.der 
X  und  die  gegebene  Ebene  E  als  die  der  xy  an.  Dann  ist  die  In- 
tensitSt  jeder  einzelnen  Kraft  dem  Product  zA/'  auch  dann  pro- 
portional ,  wenn  s  mit  der  die  Intensität  der  Kräfte  bestimmenden 
Entfernung  nicht  parallel  läuft.  Da  nun  der  Angriffspunkt  der 
Mittelkraft  der  Voraussetzung  gemäss  in  derAxe  der  s,  also  gleich- 
zeitig in  der  Ebene  der  xz  und  der  ^z  liegt,  so  mllssen  2y  .  zAP 
und  2x.sAP  gleich  0  sein.  Laut  Nr.  102  S.  410  ist  also  die  Bich- 
tung  der  X  im  Trägheitsellipsoid  des  Ursprungs  der  Coordinaten, 
and  weil  s  durch  den  Schwerpunkt  geht,  auch  im  Centralellipsoid 
der  Stellung  der  Ebene  E  conjugirt,  und  dadurch  Tollständig 
bestimmt 

Wir  haben  jetzt  noch  die  Lage  des  Angriffspunktes  in  diesem 
der  Stellung  der  Ebene  E  conjugirten  Durchmesser  des  Central- 
ellipsoids  zu  bestimmen.  Da  das  Moment  der  Mittelkraft  gleich 
der  Summe  der  Momente  aller  Einzelkräfte  bezüglich  der  Ebene  £ 
ist,  so  gelangen  wir  zu  dieser  Entfernung,  indem  wir  diese 
Homenteo-Summe  durch  die  Mittelkraft  diyidiren. 

Die  Momenten-Summe  ist: 

2z^AP  =  z,ZpP, 
wenn  Nr.  101  S.  404  entsprechend,  mit  z,  Xp  die  Entfemongen  des 
Schwerpunktes  und  des  Antipoles  der  Ebene  E  im  Gentralellipsoid 
von  dieser  Ebene  bezeichnet  werden. 

Wir  denken  uns  dabei  z,  und  Zp  in  der  Bichtnng  der  z  ge> 
messen ,  ohne  dadurch  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  weil 
diese  Entfernungen  den  in  jeder  andern  Sichtung  gemessenen 
Entfemungen  proportional  bleiben. 

Die  Intensität  der  Mittelkraft  ist  gleich  der  G-rSsse : 

2zAP^Z,SP; 

demnach  die  Entfernung  ihres  Angriffspunktes  vom  Ursprung  in 
der  Ebene  B  gleich : 
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gleich  der  Entfernung  der  Ebene  E  von  ihrem  Antipol  im  Polar- 
system, desaen  OrdnungBfläche  das  Centralellipsoid  ist 
Wir  wiederholen : 
Wenn  in  einem  System  von  parallelen,  sonst 
aber  in  jeder    beliebigen  Kichtuog   wirkenden 
Kräften,  jede  einzelne  Kraft  ihrer  in  beliebiger 
Sichtung  gemessenen  Entfernung  von  einer  Ebene 
£mnltiplicirt  mit  einer  Constanten  AP  (die  auch 
negativ  sein  kann)  gleich  ist,  and  man  die  Gon- 
stanten    wie  Kräfte    behandelt,    ihren    Schwer- 
punkt und  ihr  Centralellipsoid  bestimmt:  ao  ist 
die  Intensität  der  Mittelkraft  dieses  Systemes 
gleich  der  Summe  allerConatanten  P,  multipli- 
cirt  mit  der  Entfernung  ihres  Schwerpunktes  von 
der  Ebene  £,  und  ihr  Angriffspunkt  istimPoIar- 
system,     dessen    Ordnungsfläche    das    Central- 
ellipsoid  ist,  der  Antipol  der  Ebene  £. 
Dadie  statischen  und  die  Trägheitsmomente  jetzt  an  die  Stelle 
der  Kräfte  nnd  Momente  getreten  sind,  so  können  sie  auch  gruppen- 
weise nach  den  Regeln  der  vorigeo  Nummern  mit  Hülfe  der  Cen- 
tralellipsen  der  einzelnen  Gruppen  zusammengesetzt  werden. 


104.  Der  Kern  eines  Körpers. 

Da  Bber  die  Zahl  und  GrSsse  der  AP  durchaus  keine  Voraus- 
setzungen gemacht  worden  sind,  so  können  wir  uns  die  Zahl  der- 
selben OD  gross  und  die  A  P  selbst  unendlich  klein  deijken,  und  es 
werden  die  in  der  vorigen  Nummer  abgeleiteten  Sätze  noch  volle 
OUltigkeit  haben,  z.  B.  sie  werden  unmittelbar  angewendet  werden 
können  auf  KBrper,  deren  Elemente  Kräften  ausgesetzt  sind,  die  dem 
Inhalt  des  Elementes  multiplicirt  mit  seiner  Entfernung  von  einer 
Ebene  E  proportional  sind.  Man  wird  dann  das  Centralellipsoid 
gerade  so  bestimmen  kSnneu,  wie  das  von  .ZA/*  bestimmt  wurde. 

Denkt  man  sich  femer  die  Ebene  £  der  vorigen  Nummer  nicht 
mehr  fest,  sondern  veränderlich,  so  wird  sich  auch  der  Angriffs- 
punkt der  Mittelkraft  der  Kräfte  nach  den  Gesetzen  der  reciproken 
Verwandtschaft  im  Folarsystem  verändern,  dessen  Ordnungsfläche 
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das  Centralellipsoid  derConstanten  P  ist,  indem  der  Angriffspunkt 
immer  der  Pol  der  zu  E  symmetrischen  Ebene  bleibt 

Beschreibt  also  die  Ebene  E:       so  beschreibt  der  Angriffspunkt 
der  Mittelkraft: 
Einen  EbenenbQschel  1.  Ord-      Eine  gerade  Linie. 

nung,  indem  sie  sich  am 

eine  gerade  Linie  dreht. 
Einen  Ebenenbflschel  2.  Ord-       Eine  ebene  Curre  2.  Ordnung. 

nuDg, indem  sie  eineEegel- 

fiäche  amhUllt. 
-    Einen  Ehenenbandel  1-  Ord-       Eine  Ebene,  in  der  er  immer 

nnng,    indem   sie  immer  bleibt. 

durch  einen  festen  Punkt 

geht 
Einen  Ebenenbündel  2.  Ord-       Eine  Fläche  i.  Ordnung,  aas 

nungiindem  sieeineFläcfae  der  er  nicht  heraustritt 

2.  Grades  umhüllt. 
Irgend  einen  E&rper,  TOn  dem       Irgend  einen  Kern,  in  dem 

sie  ausgeschlossen  ist.  er  bleibt. 

Wir  wollen  die  Bedeutung  dieses  Kernes  durch  ein  Beispiel 
klar  zu  machen  suchen. 

Gesetzt,  es  seien  die  einzelnen  Theilchen  eines  EOrpers  An- 
ziehungskräften ausgesetzt,  die  von  einer  Ebene  ausgehen,  deren 
Intensität  der  Entfernung  von  dieser  Ebene  proportional  ist,  und 
es  können  die  anziehenden  Ebenen  nie  in  das  Innere  des  Efirpers 
dringen,  sondern  ihn  höchstens  berühren,  seien  also  von  ihm  aus- 
geschlossen, so  ist  der  Kern  dieses  Körpers  derOrt  aller  Lagen  des 
Hittelpunktes  der  Anziehung,  Über  den  dieser  nie'heraustreten  wird. 

In  der  Folge  werden  wir  es  zwar  nie  mit  einem  System  von 
Kräften  zu  tbun  haben,  bei  welchem  deren  Angriffspunkte  im  Raum 
zerstreut  sind,  dagegen  sehr  häufig  mh  solchen,  deren  Angrifis- 
punkte  alle  in  eine  Ebene  fallen.  Gerade  so  wie  wir  uns  oben  die 
KOrperelemente  alsTHlger  von  Kräften  dachten,  die  der  Entfernung 
von  einer  Ebene  E  proportional  waren,  eben  so  können  wir  uns 
auch  ebene  Flächenelemente  als  Träger  von  Kräften  denken ,  die 
den  Entfernungen  TonAxen  in  der  Ebene  proportional  sind.  Dahin 
gehören  z.  B.  die  Spannungen  der  Fibern  in  dem  eben  roraus- 
gesetzten  Querschnitt  eines  gebogenen  Balkens,  indem  diese  Span- 
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DUDgen  jederzeit  den  EntfernaDgen  von  der  neutralen  Faser  pro- 
portional angenommen  werden.  Wir  scMieeseii  daher  mit  An- 
wendung des  Entwickelten  auf  die  Ebene  und  insbesondere  auf 
das  eben  berührte  Beispiel. 


105.   System  paralleler  an  einem  ebenen  Unersclmitt 

wirkender  Kräfte,  deren  Intensität  ihrer  Entfernung  von 

einer  neutralen  Äxe  proportional  ist    Der  Kern  des 

Qaerschnitts. 

Um  die  Resultate  dieser  Nummer  später  unmittelbar  bei  der 
Widerstandsfähigkeit  der  Balken  verwenden  zu  können,  wollen 
wir  hier  schon  die  zur  Ermittelung  derselben  passende  Bezeich- 
nung einföbren.  Wo  es  möglich  ist,  nehmen  wir  die  Axe  des  Bal- 
kens als  Abscissenaxe  an,  die  demnach  ganz  ia  der  Ebene  der  n'f/ 
liegt.  FUr  den  Querschnitt  bleibeo  uns  dann  die  Ordinalen  t/  und  s 
Übrig.  Den  Ursprung  der  Coordinaten  verlegen  wir  in  den  Schwer- 
punkt und  nehmen  als  ^Axe,  von  der  aus  die  y  gemessen  werden, 
die  Parallele  zur  neutralen  Faser  ao  ,  und  als  y  Achse  den  dieser 
s  Achse  in  der  Centralellipse  conjugirten  Durchmesser.  Ferner 
sei  y^  die  Ordinate  der  neutralen  Faser  und  der  Widerstand  für 
ein  Flächenelement  A  F,  dessen  Ordinate  y  =^  c  ist,  gleich  q.  Dann 
wird  der  Widerstand  der  Faser,  deren  Entfernung  von  der  neu- 
tralen Axe  gleich  y«  -^-  y  ist,  gleich  -£^-~J~-^  p  A  F  sein,  weil  die 

Widerstände  der  einzelnen  Fasern  sich  wie  ihre  Entfernungen  von 
der  neutralen  Axen  verhalten  sollen. 

Der  totale  Widerstand  ist  daher  gleich : 

y-  +  <'  Vn  +  C    "^ 

Wir  bemerken,  dass  der  Widerstand  der  Schwerpunktsfaser 

eleich  — — — -  0  ist.  Man  kann  daher  sagen :  derWiderstand 
*  y-  +  "  "^ 

in  der  Parallelen  zur  neutralen  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  ist  so  gross,  als  ob  der  totale  Wider- 
stand^ Über  den  ganzen  Querschnitt  gleichförmig 
ver  tbeilt  wäre. 
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DsB  Moment  der  Wideretfinde  m  Bezug  auf  die  xAseistgleieli: 

■^     ?"  +  "''  y-H-«* 

wo,  wie  in  Nr.  99  S.  397,  A»  fi  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  in 
Bezug  auf  die  durch  dea  Schwerpunkt  gehende  s  Axe  bezeichneL 
Durch  DiTision  des  Momentes  durch  die  Kraft  erhalten  nrir 
die  Ordinate  des  Angriffspunktes  dieser  letztem : 

ä'«  =  -Q=-^  •   woraus 

jr»y,  =  A»  folgt. 

Das  Moment  S  s  .  ^' /  ^-  e  a  F  der  Widerstände  in  Being 

auf  die  ff  Axe  ist  gleich  0,  weil  wir  vorausgesetzt  haben,  sie  gebe 
durch  den  Schwerpunkt ,  woraus  2  x  A  F  =0,  und  sei  der  s  Aie 
conjugirt,  worauB  ^  y  3  A  F '==  0  folgt.  Der  Angriffspunkt  liegt 
also  Inder  s  Axe  selbst,  d.h.  indem  der  neutralen  Axe  conjugiiten 
Durchmesser;  da  nun  auch  die  Ordinate  ^^  desselben  gleich  der 
des  Antipols  ist,  so  folgt:  der  Angriffspunkt  des  Wider- 
standes ist  der  Antipol  der  neutralen  Axe  bezfig:- 
lich  derCeotralellipse  des  Querschnitts.  Wodurch 
dieser  Wideretand  vollständig  bestimmt  ist. 

Sehr  häufig  ist  der  Widerstand  und  sein  Angriffspunkt  ge- 
geben, und  es  handelt  sich  dann  darum,  die  Maximalspannung  in 
der  Faser  c  zu  bestimmen.     Aus  dem  gegebenen  AngriffspuDkl 

V,  findet  man  zunächst  die  Ordinate  der  neutralen  Faeer  y,  = 

y» 

und  dann  aus  der  ersten  der  entwickelten  Gleichungen : 


der  symmetrisch  zur  neutralen  Axe  gelegenen  Linie 
ist  doppelt  Bo  gross  als  wie  die  im  Schwerpunkt. 

Ist  y,  =  0,  80  wird  y„  =   oo  und  ^  constant  =    ^  ■    Wenn 

also  9  im  Schwerpunkt  angreift,  oder  was  dasselbe 
ist,  wenn  dicneutrale  Axe  mit  den  unendlich  ferne« 
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Geraden  zuBammen fällt,  so  rertheiltaich  ^gleich- 
förmig ttber  den  ganzen  Qnerscbnitt. 

l8tyy=  CO,  y„=0,  d.  b.  ist  ß^Oeine  unendlich 
kleine  und  ferne  Kraft,  so  geht  die  neutrale  Axe 
durch  den  Schwerpunkt;  sie  theilt  die Querschnittsfl&che  in 
zwei  Theile,  deren  statische  Momente  gleich  gross  sind,  und  Q 
reducirt  sich  auf  ein  Eräftepaar. 

Die  Spannung  in  der  Faser  c  ist  gleich : 

Construirt  man  für  jeden  der  beiden  durch  die  neutrale  Axe 
getrennten  Flächentheile  die  Centralellipse,  so  sind  die  Antipole  der 
neutralen  Faser  in  jeder  der  beidea  Centralellipsen  die  Angriffs- 
punkte der  spannenden  und  druckenden  Q ,  aus  welchen  sich  das 
Kräftepaar  zusammensetzt.  Das  Momeät  £^,  getheilt  durch  die 
Entfernung  der  Aotipole,  giebt  die  Grösse  der  Kräfte. 

Sind  zwei  Querschnitte  affin  verwandt,  so  sind  es  auch  alle 
Constructionslinien ,  welche  zur  Bestimmung  der  Centralellipse 
dienten.  Verwandten  Axen  werden  daher  auch  verwandte  Pole 
entsprechen  und  umgekehrt. 

Fig.  169  ist  der  besondere  Fall  der  affinen  Verwandtschaft 

Kig.  169. 


dargestellt,  wo  die  beiden  Systeme  einen  unendlich  fernen  Funkt 
OD  und  die  gerade  Linie  h  entsprechend  gemein  haben. 

Alle  entsprechenden  Punkte  0  P  S  T  und  0,  P.  S,  T,  liegen 
auf  den  Parallelen ,  die  durch  den  Punkt  ao  gehen,  und  alle  ent- 
sprechenden Linien ,  wie  die  Tangenten  .S  P  und  S,  P,,  TP  und 

a;* 
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T,  P„  80  wie  die  Verbiodungalinien  irgend  zweier  enteprecbeuden 
Punkte  scbneideu  sich  auf  h. 

I>a  Aehnlichkeit  nur  ein  besonderer  Fall  von  Affinitfil  ist,  sn 
gilt  daa  eben  Gesagte  natürlich  auch  von  ähnlichen  Syetemeu. 

Denkt  man  sich  die  neutrale  Axe  nicht  mehr  fest,  so  rer- 
äDdert  sich  auch  die  Lage  des  Angriffspunktes  der  Mittelkraft. 

Beschreibt  die  neutrale  Axe :         so  beschreibt  der  Angriffspunkt 
der  Mittelkraft : 
Einen  StrahlenbUscbel  l.Ord-       Eine  gerade  Linie. 

nung,  indem   sie  sich  um 

einen  Punkt  dreht. 
Einen  StrablenbUHcbel  ä.Ord-       Eine  Curt^e  2.  Ordnung. 

nung,  indem  sie  immer  eine 

Gurre  2.  Ordnung  umkUUt. 
Den  Umfang  des  Querschnitts,       Den  Kern  des  Querschnitts, 

indem  sie  von  ihm  ausge-  in  dem  er  eingeschlossen 

schlössen  ist.  bleibt. 

Die  Bedeutung  dieses  Kerns  erlAutem  wir  an  folgendem  Bei- 
spiel. Es  giebt  Constructionstheile,  wie  z.  B.  Mauern,  die  nur  io 
einer  Richtung  widerstehen  sollen  und  können.  Mauern  solleo 
z.  B.  keinen  Spannungen,  sondern  nur  Pressungen  ausgesetzt  sein : 
damit  nun  die  einzelnen  Mauerschichten  nur  solchen  auch  wirk- 
lich ausgesetzt  seien,  darf  der  Mitteldi-uck  der  Belastung  nicht  aus 
dem  Kern  heraustreten;  findet  diess  aber  dennoch  statt,  indem  die 
Mauer  z.  B.  zu  nahe  am  Rand  belastet  wird ,  so  kann  sie  auf  der 
andern  Seite  Risse  bekommen. 


106.  Die  Formeln  des  Trägheitsellipsoids. 

Es  sei  ein  Sjatem  von  oonatanten  pttraileltiii  KrSRen,  Odwlchten  oder  Hittei 
A  P^  gegeben ,  mit  denen  die  Ponlite  x,  y,  2,.  1  liehaRet  «lud ,  nnd  «■  Mi  die 
Summe  der  Prodncte  alter  A  P  mit  den  Entreniaiigeii  p  g  der  Pnnicte  tm  tnei 
Ebenen,  die  dnrch  einen  festen  HittetpiiDkt  x^  y^  «^  1  gehen,  %a  ermittelD;  >!«> 
Zp  q  AP,  d.  h.  das  Mgenaonte  Centrirugalelement  Id  Beiog  aof  di«  tw>- 
den  Ebeoen,  lu  bilden.  —  Es  geecbleht  die»,  Indem  wir  die  Lage  tm  i*H 
Ebenen  £  q  £  I  und  f  q'  f  l,  parallel  in  Jeder  der  gegebenen  so  bestimnen,  da» 
das  Prodnct  ihrer  Entfemaogen  vom  Hitteipnnlct ,  mnltipliclrt  milfAP-  A 
gleich  der  geirtnecbten  Soinme  sei. 
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Die  Boifeniung  eines  Punktes  x,-  t/^  z.  )  von  der  Ebene  i  n  i  \  ist  gleich : 

'■7  -(.'iS +  „,  +  ',:+  1)^-1 

die  des  Uittelpunktes  von  derselben  Ebene : 

««  y  -  (*„  f  +  y„  >)  +  ^.  f  +  1)  ~. 

demeacb  die  Enirernung  des  Pnokles  von  der  Kegebeoen  Ebene,  mit  der  n  parallel 

läuft,  gleiuh:  (o,.  —  o_)   -—. 
Q 
Id  gleicher  Weise  erhSit  man  die  Entfernungen  der  iireiten  gegebenen  Ebene 

durch  den  Mittelpunkt,  von  der  geitnchtei]  Psrallelebene  f'  7'  ('  1  gleich  i  a        *" 

"■     q 

und  von  dea  Punkten  i,  gleioh :  {a^  —  «'^)  — .- ,   iDdem  man  in  n  die  (  i?  f  > 

durch  f '  7'  C'  1  ersetzt.     Die  £  q  (  I  nnd  ('  ti\  ('  1  der  beiden  gesuchten  Ebenen 
haben  diiber  der  BedinguDgegleichnng  m  genOgen: 


In  dieser  Oleiohuns  hellen  sich   die  Prodncte  ~ — .- 1  08  istalsogloich- 

gültig.  In  neluhen  Riebtungen  dieji  und  g  gentesBOn  werden; 
BUi  mQssen  sie,  einmal  rür  Jede  Ebene  angenommen,  constant 
bleiben. 

Die  Gleichung  rednolrt  sich  daher  auf: 

~  X  («,-  -  «„)  (a-,  -  o  „)  A  P  -  „„  «„, 

oder  -^  X  tt^  a\  AP  —  «„  b',  +  o,  a'^, 

wenn  mit  o'^  und  «^  ^  x^  i  +  y,  ij  +  «,  f  +  1  die  Entfemungen  desSehwer- 
pnnktes  von  den  Ebenen  a  und  a  heieichnet  werden. 

Diese  Oletchongeo  andern  sich  nicht,  wenn  n  und  «',  d.  h,  i  i)  C  l  nnd 
{'  ■;'  C  1  vertauscht  vrerden.  Es  haben  demnach  S  und  {  if'  dieselben  CoeftlcienteD 
als  wie  £'  und  f  >; ;  da  ferner  Jede  dieser  OrOssen  nnr  in  der  ersten  Polens  vor- 
kommt, so  ist  sie  die  Polarglei chuag  der  Fläche  sweiter  Clasea  und  Ordnung, 
deren  Gleich  nng  man  erhält,  indem  f,  q,  (,  I  =  f',  q',  (',  i  gesetzt  wird,  oSmlicb: 


-p-  2   («^  -  «J^^P- 


Betrachten  wir  Eunächst  diese  Fläche  etwas  genauer. 
Nimmt  man  eine  zweite  Ebene  parallel  au  {  q  (  I  soan,  das«  -|-  «^  — 
wird,  so  wird  auch  +  (o,  —  o^  —  —  (o,.  —  n^) ,   d.  b.  verschiebt  n 
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Ebene  f  i  S  \  purollel  mit  sieb  aelbat  so  Ober  dea  Mltttrlpunkt  biaüber,  dsM  ditoer 
Id  der  Hitle  zwiachen  den  Leiden  Ebenen  sich  befindet ,  so  genÖKuii  die  ncacn 
Coordinatcn  ebenratls  Doch  der  obigen  Gleicliuni;.  Da  dies  nun  für  jedes  £  i  £  I 
gilt,  HO  ist  der  Uittelpuokt  der  Homente  '^mUm^m  '  ""^^  ^^'  Mittelpunkt  der 
Fläche  zweiter  Ctasae. 

Die  Eweite  Oleicbung  stellt  eine  Fläche  dar,  die  den  iweiKegeln  clnbescbrlv- 
ben  ist,  deren  Spitzen  Im  Hittclpnakt  a^  —  0  und  im  Scbwerpnnkt  r,  =  0  liegts 
und  welche  die  Fläche  S  a*  A  P  umhüllen.  Da  nun  die  Uleicbung  dieser  letilem 
ein  Aggregat  von  Qnadrsten  Ut ,  eo  kann  Ihr ,  wenn  alte  A  P  positiv  sind ,  dnrdi 
keinen  reellen  Werth  von  f  q  £  l  genügt  werden ;  die  beiden  Kegel  alnd  demnacb 
imaginär,  und  sowohl  der  Mittelpunkt  alti  auch  der  Schnerpunkt  liegua  im  lonem 
der  Fläche.  Sie  iat  also  ein  Ellipaoid.  Dieses  Ellipsoid  beitwt  das  Träg- 
heltsellipsoid,  wenn  der  Mittelpunkt  m  beliebig,  und  Ceotralellipsoid, 
wenn  er  im  Schwerpunkt  angenommen  wurde.  Die  Gleichung  des  Centraleltip- 
soidea  Ist: 

-^  Xa^  AP  —  2  o,'. 

Die  Gleichung  eines  andern  Ellipsoids,  daa  eeinen  Uittelpnnkt  in  z^  #,  z^  I 


Zieht  man  diese  von  der  des  ElIrpsoidB  m  ab,  so  erhält  man  die  Gleichung 
einer  Fläche  iweiter  Claes«,  die  alle  gemeinacbart liehen  BerQhruageebeneD  der 
Ellipaoide  >n  und  n  auch  berührt,     Sie  ist 

und  zerßllt  in  die  Gleichung  des  Schwerpunktes  und  dee  unendlich  fernen  Punktes 
der  Verbindungslinie  der  zwei  Mittelpunkte,  weil  aua  "  „—  "„  i^as  constante  GUed 
auüfällt.  Dass  alle  Trngheitsellipsoide  eine  und  dieselbe  imaginäre  Kegelfläche 
berühren ,  welche  Im  Schwerpunkt  ibre  Spitze  bat ,  wuasten  wir  acbon ;  aber  aas 
B^  —  «^  =  0  ersehen  wir  noch:  Je  «wel  Trägheitsellipsoide  des- 
selben Syatams  von  Constanten  AP  werden  von  einer  reellen 
Cylinderriäche  umhüllt,  deren  Erzengenden  mit  der  Verbin- 
dungslinie Ihrer  zwei  Mittelpunkte  parallel  lau  ten.  Diesezwei 
Ellipsoide  durchschneiden  sich  immer  nur  in  einer  reellen 
Curve  iweiter  Ordnung. 

Das  eben  Gesagte  gilt  natürlich  auch  vom  Central  eil  ipsoid  und  Jedem  uidern. 

Wir  kehren  tur  Froductensumme  S p  q  A  /'zurück.     Da  die  Gleichung: 

-i^i.,  .-,- AP  _»,..•,  +  a,  „■, 

die  PolargleichuDg  des  Trägheitsellipsolds  Ist,  so  wird  eie,  wenn  in  ihr  die  Coordi- 
naten  der  einen  Ebene  £7(1  fest  angenommen  werden,  die  der  andern  aber  alt 
Variabein    betrachtet  werden,   die  Olfichnng  des  Poles  der  festen  Ebene  dv- 
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Das  C^Dtrirucalmoment  eines  SrateniB  von  ^  P  in  BeiDg 
auf  ■« ei  dnrcb  den  Mi ttelpunktdf-eTrggbeitxcIlipBoidB  gehende 
[J^beDen  ist  gleich  P  multipücirt  mit  der  Katrernung  irgend 
einer  Ebene,  die  man  parallel  tu  einer  der  beiden  gegebenen 
Ebenen  gefahrt  hat,  und  der  Ed tfernong  des  Poles  dieser  Pa- 
rallelebene von  der  snderD  gegebenen  Ebene. 

Da  die  Lage  derParalleleb«newlllkQrilcb  ist,  so  Ist  man  imstande,  XpgAP 
mit  jeder  beliel»gen  Entfempng  tu  dividiren.  Wird  diese  Knlfernang  insbeeondere 
so  gewShlt,  data  die  Farallelebene  das  Triglieiteellipsoid  tuigirt,  to  ist  der  in  ibr 
liegende  Beruh rungaponkt  selbst  ihr  Pol ; 

DasCentrifugsimomest  ist  also  aocli  gleich  P,  mnltiplicirt 
mitden  beiden  Entteroangen  eineajeden  der BerObrungsponkte 
der  Tier  Parallelebenen,  von  den  beiden  Kegebenen  Ebenen. 

Sind  die  beiden  angenommenen  Ebenen  ooejugirt,  so  geht  jede  derselben 
durch  die  Pole  aller  Parallelebenen  der  andern: 

Das  CentrirugalmonieDt  in  Being  auf  conjngirte  Ebenen, 
die  dareh  den  Hlttelpaokt  geben,  ist  gleieb  null. 

In  den  meisten  Fällen  begnügt  man  sich  damit,  das  Centrslellipsoid  m  COD- 
Htruiren,  und  es  ist  dann  das  Centrifugatmoment  In  Bezug  auf  Irgend  awei  Ebenen, 
die  uicht  durch  seineo  Mittelpunkt  gehen,  au  bestimmen.  Wir  nehmen  an,  die 
erste  Ebene  £  i;  (  I  gehe  durtb  den  Sehnerponkt ,  dann  ist  n,  =  0,  and  die 
Gleichung  des  Poles  dieser  Ebene  in  Bezug  auf  das  TrSgheitsellipeoid  wird ; 
£a.  a'i  AP—a^a\. 

Diese  Gleivhong  ist  identisch  mit  der  des  Antipols  der  gegebenen  Ebene  in 
Besug  auf  das  Central ellipsoid.     In  der  That,  die  PolargleicbuDg  desselben  ist ; 
X  c,.  a\  A  r  "-  a  Bj  a\. 

Nimmt  man  nun  f  >)  f  1  so  au,  dass  der  Scbwerp unkt  mitten  airiechen  Ihr  und 
der  gegebenen  Ebene  liegt,  so  hat  man  offenbar: 
a  «j  —  o„, 

wodurch  die  beiden  Olelchaugeo  identisch  werden  : 

Das  Centrirngalmoment  eines  Systems  von  A  /•  in  Bezutr 
auf  Rvrei  beliebige  Ebenen  im  Raum  ist  gleich  P  multipücirt 
mit  der  Entfernung  des  Schwerpunktes  der  A  P  von  der  einen 
Ebene  und  der  des  Antipols  dieser  Ebene,  besagliob  des  Cen- 
tralelllpsoids,  von  der  andern.  Qeht  die  eine  Ebene  durch  den 
Antipol  der  andern  und  umgekehrt,  so  ist  das  Cenlrifnga]- 
'  moment  gleich  nnll. 

Endlich  geht  auch  noch  aus  der  Formel : 

welche  mit  den  von  Nr.  99  S.  397  Identisch  ist,  hervor,  daas: 

das  Centrifugalmoment  in  Beaug 'auf  beliebige  Ebenen 
){leioh  sei  P,  multiplleirt  mit  den  Entfernungen  de«  Schwer- 
Punktes    von    den    gegebenen    Ebenen,    plus    dem    Centrifugal- 
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nomeDt  derselbea  APiaHeiugauf  parallele  Ebenen  darch  itt 
Schwerpunkt, 

Nichts  Sndert  Biob  an  dem  bisher  Bewleienen ,  wenn  die  beiden  gegeba  et 
Kbenen  iiuanimeiirallen.  Xp  g  AP  wird  dann  gleich  £  j>>  A  F  nnd  hetHet  Ttig- 
beitenoment.     Wir  wiederholen  knn : 

Das  Tr&gheltsmoment  eines  Systemi  von  A  Pin  Beingsii 
eine  darch  den  Uittelpnnkt  eines  Trighelteelllpsolds  gebendci 
Ebene  ist  gleioh: 

P  mal  dem  Prodncte  der  EntternDRgen  einer  Parallelebeie 
und  Ihres  Poles  beiaglloh  des  TrlgheitselHpsoids,  Ton  der  gs- 
gehenen  Ebenei 

oder:  P  mal  dem  Qaadrat  der  EntfernnDg  der  parallelen 
TangeDtlalebeaen  an  da«  TrSgheltsellipsoid; 

oder:  P  mal  dem  Product  der  Entfernungen  des  Sohner- 
ponktes  von  der  einen  Ebene  und  des  Antipols  dieser  Ebne 
beanglicb  des  CentraleDipsoidB  von  der  aadero; 

oder:  gleich  der  8tiinme  der  Pioducte  toq  P  in  die  Qu- 
draten  der  Entfernongen  des  Schwerpanktes  von  der  gegebeiei 
Ebene  und  von  einer  parallelen  Tangentialebene  an  das  Cen- 
tralellipsoid. 

Zam  Gebranch  mOssen  die  obigen  Formeln  entwickelt  werden ;  wir  dirldiren 
sie  durch  P  nnd  setaen : 

o>  —  ^  J  Ä,^  A  P,    ^  «  -^  Z  y,  *,.  AP,    I,  —  -^  2  X,  A  P, 

6i„_LfjJAP,     fi  =  -^£2.i.AP.    »,  =  -^2!,,- AP. 

c>=^2,SAP,     C  — -^-  Z I.  y,- A  P,    I,  - -^  2- 1,- A  P. 

Dann  Ut  die  Polarglelchnng,  von  der  wir  ansg^angen  sind : 

+  (.B-x,„z^-x,z„)  ff  —  i^f + 
(C  —  y„  x^  —y,  »„)  ^  f  +   (f  —2y,  y„)  n  n 

+  (-^  —  Vm  ^,  —  V,  2«)  'S  f  —  !/„  1  + 
Cü  _*„«, -*,!„){{-  + U-i;„-y,  -z,ff^)f,' 

Hat  man  alle Coefdcieulfin  berechnet,  und  bandelt  es  sieh  darum,  dasGentri- 
fDgalmomeut  In  Bezug  auf  Ebenen ,  die  durch  einen  Punkt  x^  y„  z„  i  gebea,  '■ 
iiestimmen ,  so  subsütuire  man  alle  diese  Werthe  In  die  obige  Glelchnng  nad  das 
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Prodnet  der  Absl&iide  des  angeDommenen  Hörnen tenraittelpaabteB  von  i<rel  Ebenen, 
deren  f  q  (  1  nnd  {'  17'  j^  1  d«r  oblgeo  Glelohang  Oenüge  leiilen,  also: 

(^«  f  +  s»  fl  +  '«  f  +  0  (^m  f  +  y«  1'  +  '-  i'.  +  0  -^'-  P 

M  dai  gefachte  Moment,  wenn  die  Abstände  senkrecht  gemesieti  irerdeii  BOlleii. 
Wird  x^  y^  2^   1  gleich  z^  g^  z^  1  gesellt,  so  erbilt  man  die  Polargleicbnng 

d«T  CenlnleUipee,  nämlich. 

(a.  _  ,  ,^.    ){f  +  (C  -  !  z,  i/,)  f-r'  +  (B  -  a  i^  ;«,)  if  -  I,  E  + 
(C  —  ay,i,).jf  +  (4»-2tf,>  )7'!'  +  C'i-2y,iJif'-y,i  + 

—  ',      f  -  S,      9'  -         2,        f  —       I  -  o. 

Ist  die  Lage  des  Schirerpankts  tod  vorn  herein  bekannt,  ond  ist  es  mOglich, 
den  Anfangspunkt  der  Coordlnalen  dortbin  zu  verlegen,  so  hat  man  z  </,  z^  1  -•  0 
und  die  Gleichung  des  TrfigheltsellipBoids  wird : 

-*mf— »«'»'—    '■?'  —       >— 0. 
Sind  endlich  nur  Momente  in  Beaug  aaf  den  Ursprung  an  bettimmen ,  s»  ist 
^„  Sm-'m^  "^  au  Sekten ,  und  man  erhält  die  einfachste  Form  des  Trisheits- 
ellipsoids ; 

«»ff  +  C  ti,'  +  B  {f'  + 
C,r+  t'M'  +  'i  9f  + 
ß  ff  +  ^  ffl'  +  c»??'      =- 1- 
Da  diese  Gleichong  die  CentrJfngalmomente  In  Bexag  auf  Ebenen  giebt,   die 
darch  den  Ursprang  gehn  also  «„  Hm'm  "^  ^  *''"^  >  ^  redncirt  sich  dieses  Ho- 
ment  einfach  nnf: 

77' 

Da  aar  Bestiinmiuig  des  Centrifugalmomentes  dne  du  beiden  Ebenen  f  1;  fl 
gasa  wlllkSrlicdi  angenommen  werden  kann ,  und  van  der  andern  die  Verhältnisse 
der  Coordlnalen  gegeben  dnd,  bo  nehme  man  anch  dies«  wllikfiilich  an  nnd  substi- 
tnire  Af  Suf  IC  statt  f*  i;'  f'  in  die  Olelchangen  ;  ans  der  atelehnng  ersten  Grades 
\a  Bezug  auf  X  lÜsal  sich  dieses  dann  laicht  besUmmen ,  Dud  damit  hat  man  awei 
Paar  Coordiaaten,  welche  den  Gleichungen  genSgen. 

Handelt  es  sich  um  ein  Trägbeitsmoment ,  und  will  man  daaeelbe  dnrchaas  in 
der  Form  eines  Abstände«  von  eioer  Tangentialebene  das  Trägheltselllpsoids  erhal- 
ten, BO  nehme  man  aach  drei  Coordinaten  derart  an,  dass  sie  die  Stellang  der 
Ebene  angeben,  subsUtuire  Xi  —  Ig^,  X^  -^  l^\  X^—  X^  sUtt  £qf  und  f  q'f' 
in  die  Oleicbnngen ,  und  man  erhält  eine  Olelchnog  aweiten  Grades  in  Beiog  auf  X, 
wodurch  dieses  nnd  damit  die  wlrkliohen  Coordinaten  berechnet  werden  können. 

Hat  man  aaf  diese  Welse  die  Coordinaten  einer  Berühnugsebene  bereehnet, 
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UDd  »abBÜtuirt  man  sie  in  eiae  der  PolarKlniohongen  ,  m  stellt  diese  dua  die 
QIeJchuDg  di-8  BKrührnngspunktes  dar,  whb  bereits  Bchon  weiter  oben  bemerlit  wurde. 
Soil  mittelst  der  Olelchungen  eines  der  Eilipaoide  cocstruirt  werden ,  ao  Ihiri 
■nan  am  besten  die  Gleichungen  der  BerQhrongepunkte  der  drei  mii  di-o  Coordiu- 
tenebenen  parallel  laufcndro  Tange otialebeae  tu  bf  rechnen.  Für  die  mit  der  ji: 
Ebene  parallele  Tangentialebene  ist  q  und  (  gleich  0,  und  f  bestimmt  tdoh  ans; 

worin  W^  für  die  posiU*«  «der  negative  WunelgrSsse  gesetit  wurde ;  substilutn 
man  diesen  Wfrth  und  ^  ^  {  ^  o  ip  die  allgemeine  Polargleichong,  so  erhält 
man  die  Gieichnng  den  Berübrungspanktes : 

+  [(ß  -*«  ^,  -  ''.'m  >  ('-    +    »'«'  ~  ^™   (°*  -  ^  ^.^^B.  ']  f 

In  gleicher  Weise  erhält  man  die  OlelchuDg  des  Berührungspunktes  der  Tan- 
gentialebene parallel  lur  zx  Kben«: 

»V  -  ±  Z*^^^'^».  +  fZ^ 

[(''-».»,-!'.».)'!/„+  »',)-i,<»'-8»,y„>lä'+(»'-SM.)  »',<■  + 

i*-ll.'.-V.ns,.*W^-,-.,(b>-i,,,y^)\!-(.S.+  Ifp  If,  -0. 
Und  die  des  Berührungspunktes  der  x^  Ebene: 

Nur  wenig  vereinfacheD  sich  diese  drei  Olelcbnngen  von  BerfibruBgspnnktrD 
für  das  Centralellipsoid ,  und  wir  kfinnen  uns  daher  enthalten,  diese  Ol eiehongn 
nmiUEcb reiben ;  dagegen  vereinrachen  sie  sich  bedeutend  für  das  Trjftbeltsellip- 
soid  des  Coordinatenursprungs.  Für  dicaea  sind  die  Gleichungen  der  Berührunea- 
pimkte  Ton  Ebenen  die  mit  den  CoordlnSten  parallel  lauren : 

Da  wir  in  diesen  Gleichungen  daa  letite  Glied  auf  ±  1  gebracht  haben ,  m 
sind  die  Coefflcienten  von  f  i/  (  die  positiven  oder  Degativen  Goordinaten  diewt 
DerQhningBpnnkte  selbst. 
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Di«  reeiprokcD  Gebilde  darEMIpsoide  in  CHrtüaiHhenCoordiDnleD  braucht  mnn 
nie,  wir  betcnüiii  n  nos  daher  darauf  die  Formeln  dnfsch  hier  anEaachreitipii.  Uie 
(ileichuag  für  das  allgenielue  Ellipgoid  bentirbt  aus  der  Ueterminflnle : 


B  A    c'    i,  z. 


Die  besondere  Form  rSr  daa  CenIralelUpMfd ,  die  eicb  aui  x^  y^  z^ 
r^  y^  z^  I  ergiebt,  wollen  wirniohtaiuGbreibeD  ;  dag^en  ist  die  einfachste  Foi 
dasl'rägbeititellipsoid  des  UrBprungs,  die  man  dnreb  SttbEtltution  von  z„  y^  z, 
erbält: 

0  =  +       OS  C  ß  *     . 
C  b*  A  y 
BA   e^   z 


107.  Die  Formeln  der  Trägheitsellipse. 

Wenn  man  Hieb  auf  die  Ebene  beschrSnki ,  ho  ändert  sich  an  der  ganien  Be- 
weiarührnng  dieser  Nummer  durchaus  nichts ,  man  hat  nur  statt  Ellipsoid,  Ellipse 
DDd  statt  TiLDgentlalebene ,  Tüngente  zu  setien.  Wir  dürfen  uns  daher  wohl  ent- 
halten, die  allgemeinen  SStie  hier  zu  wiederholen,  dagegen  wollen  wir  doch  die 
•  ■nt wickelten  Formeln  anHcbreiben ;  sie  eDtalehen  aus  den  (Qr  deu  Baum  dadurch, 
dass  man  alle  i  und  e  gleich  0  aetit. 

Alle  Momente  In  der  Ebene  können  durch  die  folgenden  5  Conatanten  dv< 
ifes teilt  werden. 

a»=  ^SxfAP,  C--J;  i'a.y,.  AT-,  i>  - -j;  JEy,"  A T; 

«,-  -^  Ji,.  A/-,  3,  -  -^iy,  AP.  • 

Die  PoUrglelchong  der  TrSgbeitgelllpee  In  Beiag  auf  den  Hitlelpunkt 
X  ^  y„  i  ist  1 
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{«' 

- 

3X 

"« 

)ir  +  (c- 

-I„ 

P. 

- 

X,  y,)U 

(C- 

"^m 

*j 

— y. 

'm 

)  5l'  +  (*' 

_ 

"s.y«)^-!' 

Bat  man  irtrend  inel  LiDieo  gefondeo,  deren  Coordinaten  dieser  Polu- 
Iflelcbung  genügen ,  so  iat  das  CentrifugatmoiDeDl  in  Bezug  aar  die  ParalidlinlM 
dorob  den  Hittelpankt  x^  y^   1 

(^«,  f  +  y™  9  +  0  i^m  *'  +  i*™  fl'  +  '«  f )  -^'  ^■ 
Die  FolsrgieicbuDg  der  CeotralellipBe  ist: 

(flS  -  S  I,')    ff  +  (C  -  S  I,  y^)  f  ,■  -  i^  { 

(C  —  ay,  2,)i,£' +  {6>  — 2y/)     11  —  i/,  1 

—        I,        f  —      ff,  5'  —        I  =  0. 

Wenn  der  Schwerpunkt  mit  dem  Coordinatenureprung  zuBammenfällt,  bt  di« 
Qleicbnng  einer  beliebigen  TrigfaeitaeiKpse ; 

a'  f  f  ■  +  C  ({  i'  +  t  ,)  +  *■,,-  x„  (f  +  f )  _  y^  (,  +  ,,')  —  1 
Endlich  ist  die  PolargleicbuDg  einer  Tr&gh^taelHpBe,  deren  Hittelpnakt  nül 
dem  Ureprang  auMmmeußllt : 

a'  f  £'  +  C  «  i'  +  f  fl)  +  fr*  fl  ^'  —  l- 
Hat  man  zwei  Linien  geAinden,  deren  Coordinaten  dieoer  Olücbuog  gcongen, 
so  beschränkt  sich  das  Centrirugalmomeal  anf : 


ee 


-±/oi 


n',-±K**-äy.^«  +y».*' 

io  .Bind  die  Qlsichuugen  der  4  BerQhrangiipdnkte   der  mit   den  CeerdmaleiuieB 
paraiteiiauienden  Tangenten  an  die  allgemeine  TrSgiieitaelllpBe : 

Kc  — ».»,-».  ».)(!,  +  »'.)-».  (o'-s»,  «,)J«-» 

Die  tileicliungeo  dieser  BerflhruDgepuDicte  für  die  Ttfigiieitaelilpeti,  die  iiuen 
Uitteipunkt  im  Ursprung  liat, 

Die  Gleichung  der  allgemeinen  Trägheltsellipse  in    cu^esiscben  Coordi- 
naten ist: 
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^  —  y«  ^5  ~  y,  ='»•  *'  —       * ».  J*!.'  —  'i 


0- 

o' 

C    *,    *„    r 

0    »■  S,  ».  » 

•.».'■      1 

».!<->»      « 

11/10       1 

die  TrisheitBellipse  fQr  den  UrepraDg  Uti 

0-  + 

a»     C     a: 

C     6'    y 

X      y      1 

^-^ 

r^+l--' 

Viertes  Kapitel. 

Oonstmction  der  Centralellipse  and  des 
Kerns  von  ebenen  Figaren. 


108.  Construetion  der  Centralellipse  und  des  Central- 
ellipsoids  im  ÄUgeffleinen. 

Da  graphiech  durch  die  Centralellipse  und  analytisch  durch 
die  statischen  und  die  CentrifugalmomeDte,  das  CaDtralellipsoid  und 
alle  HomenteuTerhältDiBse  eines  Querschnitts  oder  eines  Körpers 
gegeben  sind,  so  wollen  wir  sie  hier  fUr  die  einfachsten  Quer- 
schnitte und  KOrper  bestimmen  und  dann  zeigen,  wie  sie  für  un- 
regelmässige Querschnitte  and  KOrper  coostruirt  werden  kUnnen. 
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Unter  einfachen  Linien,  Körpern  und  Querschnitten 
verstehen  wir  solche ,  an  denen  von  vornherein  die  Lage 
zweier  coDjugirter  Elemente,  welche  durch  den  Schwerpunkt 
geben,  angegeben,  und  die  Länge  oder  der  Flächeninhalt 
der  Parallele lemente  durch  eine  einfache  Funktion  ihrer  senk- 
rechten Entfernungen  von  einander  auggedräckt  werden  kann.  In 
dieBcm  Fall  ist  die  Rechnung  oder  vielmehr  das  Auftragen  der  ein 
fUr  allemal  berechneten  Resultate  einfacher  als  die  graphische 
Methode. 

Wählt  man  daher  den,  den  Parallelelementeo  conjug^rten 
Durchmesser  als  Axe  der  y  und  bezeichnet  man  das  Parallelele- 
ment mit  3 ,  durch  das  hier  eine  Länge  oder  eine  Fläche  darge- 
stellt wird,  so  ist,  je  nachdem  es  sich  um  eine  Fläche  oder  einen 
Kürper  handelt,  innerhalb  der  Grenzen  des  Körpers  oder  Quer- 
schnittes 

Der  Inhalt  ^  ( s  d  y 

Das  statisehb  Moment  =  {ysdy 

Das  Trägheitsmoment  (y,>-|-i')fÄrfy  =  \y*sdy 

\y  s  dy    , 
undweily.  =  "TSdy     "*' 

so  wird  das  Quadrat  des  senkrecht 
zu  y  gemessenen  halben  Duroh- 
messera ' 

],d,j        VJ.dy   J 

Wird  zum  Ursprung  der  a  das  durch  den  Schwerpunkt 
gehende  Paratlelelement  gewählt,  so  wird  das  letzte  Glied 


=  0. 


Sind  endlich  zwei  von  diesem  Parallelelement  gleichweit  ab- 
stehende s  gleich  lang  oder  gleichen  Flächeninhalts,  so  kann  man 
die  Integration  auf  die  eine  Hälfte  des  Querschnitts  oder  Kürpers 
beschränken,  weil  es  genau  auf  das  Gleiche  herauskommt,  wenn 
man  das  halbe  Trägheitsmoment  mit  dem  halben  Inhalt,  als  wenn 
man  das  ganze  Trägheitsmoment  mit  dem  ganzen  Inhalt' dividirt. 
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109.   Tr^heitsmomente  von  Linien. 

ft)  Das  Trfigheitsmoment  einer  germden  Linie. 

Wir  setzen  voraus,  die  gerade  Linie  sei  gleichmäSBig  belastet, 
dann  wird  ihr  Gewicht  ihrer  Länge  proportional  sein ,  und  es  sei 
diese  das  Gewicht  mit  inbegriffen  =  l.  Der  Schwerpunkt  der 
geraden  Linie  liegt  in  diesem  Fall  in  ihrer  Mitte,  und  ihr  Trttg- 
heitsmoment  bezüglich  eines  Perpendikels  auf  ihrer  Mitte,  wird 
sein ; 

Die  in  der  Richtung  liegende  Axe  der  Centralellipse  ist: 


Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Gerade  selbst,  ist  =  0, 
also  reducirt  sich  die  Centralellipse  auf  zwei  Punkte  in  der  Linie 

selbst,  deren  Entfernung  von  ihrer  Mitte  gleich  t>-=  ist.      Jede 

Tangente  an  die  Centralellipse  geht  durch  einen  dieser  beiden 
Punkte,  und  bei  allen  Momenten- Bechnungen  kann  man  sich  das 
Gewicht  von  Vs  ^  in  einem  derselben  vereinigt  denken. 

Etj  sei  nun  die  Linie  beliebig  in  der  Ebene  gegeben  und  die 
Coordinaten  ihrer  Endpunkte  y^  s,  und  y^  s^,  dann  ist  das  Centri- 
fagalmoment  in  Bezug  auf  Parallele  zu  den  Coordinatenaxen  durah 
ihre  Mitte  gleich : 

und  in  Bezug  auf  die  Axen  seibat  gleich : 

['/<  iSi  +  ?■)  (*!  +  at)  +  Vis  (3's  -  y^)  (ss  -  *.)]  '  = 

—  Vs  (2  yi  «1  +  yt  »a  +  ya  *i  -h  2  y»  «j)  /. 
Hieraus  ergeben  sich  die  Trägheitsmomente  dadurch,  dass 
man  y  =•  s  setzt  und  man  hat  BchlieBslich : 

*'  =  V.(y.''  +  yiya  +  ya'), 

^  =  V«  (2  yi  =1  +  yi  2j  +  yi  =1  +  2  y*  =t)> 

e^-=  Vs  (=.»  +  *.  3.  +  V)- 
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b>  Die  Trtlgbeitgmomente  des  UmfangB  einea  Dreiecks. 

Der  Schwerpunkt  dieses  Umhngs  kann  auf  zweierlei  Weise 
bestimmt  werden ,  indem  man  sich  entweder  das  Gewicht  jeder 
Seite  in  ihrer  Mitte,  oder  das  halbe  Gewicht  zweier  Seiten  in  ihrem 
Schnittpunkt  vereinigt  denkt.  Bei  der  letzten  Annahme  könnte 
man  direct  nach  Fig.  Iti  S.  13  jede  Seite  des  Dreiecks  so  theileD, 
dass  sich  die  Abschnitte  umgekehrt  verhalten,  wie  die  an  ihren 
Enden  vereinigten  Gewichte,  die  den  Summen  der  ajistossenden 
Seiten  also  a~\-byb~\-c,  c  -^  a,  proportional  sind.  Die  drei  LinieD, 

Flg.  170. 


welche  diese  Theilpunkte  mit  den  gegcDilberliegenden  Ecken  verbin- 
den, schneiden  sich  im  gesuchten  Schwerpunkt  S.  Die  Annahme, 
dasB  das  Gewicht  jeder  Seite  in  ihrer  Mitte  vereinigt  sei,  fuhrt 
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jedoch  ZU  einer  einfacheren  und  eleganteren  GouBtruction.  Verbindet 
man  die  drei  Seitenmitten,  in  welchen  man  sich  die  Gewichte  abc 
rereinigt  denkt,  durch  Linien,  so  bilden  diese  das  Fig.  170  Btrich- 
pnnktirte  Dreieck,  dessen  Seiten  halb  so  gross  als  wie  die  des  ganzen 
Dreiecke  sind,  und  sich  demnach  verhalten,  wie  die  in  den  gegen- 
UberliegendeDEekenconcentrirterGewichte.  SetztmanzweiBolchcr 
Gewichte  an  den  Endpunkten  einer  Seite  zusammen,  so  wird  das. 
Mittelgewicht  diese  Seite  in  zwei  Segmente  theilen.die  sieh  gerade 
Bo  wie  die  anliegenden  Seiten  verbalten.  Die  Linie,  welche  den 
AngrifTspunkt  eines  solchen  Mittelgewichtes  mit  der  gegenüber- 
liegenden Seitenmitte  verbindet,  theilt  demnach  den  Winkel  des 
etrichpunktirten  Dreiecks  in  zwei  gleiche  Theile:  Der  Schwer- 
punkt des  Dreiecfcnmfangs  ist  der  Mittelpunkt  des 
dem  Dreieck  einbeschriebenen  Kreises,  dessen 
Ecken  in  den  Seitenmitten  liegen. 

Um  die  Punkte  genau  zu  erhalten,  in  denen  die  Verbindungs- 
linien des  Schwerpunktes  S  mit  einer  Ecke  die  dieser  Ecke  gegen- 
überliegende Seite  schneidet,  wurden  die  Winkelhalbirnngslinien 
nicht  durch  die  Mitte  jeder  Seite,  eondera  zu  je  zweien  durch  die 
Ecken  des  grossen  Dreiecks  gezogen.  Zwei  solche  Halbirungs- 
linien  durch  verschiedene  Dreiecksecken,  bilden  mit  zwei  Seiten 
des  ganzen  Dreiecke  ein  Viereck,  das  doppelt  so  gross  und  dem 
Viereck  ähnlich  ist,  als  wie  dasjenige,  welches  dieselben  Drei- 
eckaseiteu  mit  den  beiden  parallelen  Halbirnngslinien  bilden.  Die 
Linie ,  welche  aus  dem  Schnitt  dieser  beiden  Seiten  den  Schnitt 
der  zwei  Parallelen  zu  den  Winkelhalbirnngslinien  projicirt,  geht 
daher  auch  durch  den  Schwerpunkt,  der  in  der  Mitte  dieser  Linie 
liegt. 

Die  Parallelen  zu  den  Winkelhalbirungslinien  wurden  direct 
als  dritte  Seiten  gleichecbenkeliger  Dreiecke  construirt,  welche 
mit  jedem  Äussenwinkel  und  der  anliegenden  Seite  gebildet  wur- 
den. Die  äussersten  Eckpunkte  dieser  Dreiecke  bllen  nicht  mehr 
in  den  Rahmen  der  Figur,  am  Rand  aber  wurde  angedeutet,  welche 
Längen  abgeschnitten  worden  sind.  Diese  Construction  des 
Schwerpunktes  ist  jedenfalls  die  einfachste.  Die  sechs  Parallelen 
zu  den  Winkelhalbirungslinien  bilden  ein  Sechseck,  von  dem  je 
zwei  gegenüberliegende  Seiten  doppelt  so  lang  und  parallel  zu 
den  Linien  sind,  welche  den  Schwerpunkt  mit  den  Seiteomitten 
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verbinden.  Der  Schwerpunkt  ist  der  Mittelpunkt  des  SechseckB,  und 
seine  Verbindungslinien  mit  den  Dreiecksecken,  eind  Diagonalen. 
Die  Segmente,  in  welche  die  Seite  c  durch  die  Linie  S  (ab} 
getheilt  wird,  sind  auf  der  Seite  von  a  -. 

b  -\-  c  a  —  a 

a~\-c-\-b-\-c    '  s  ~\- c 

wenn  die  Summe  der  drei  Seiten  mit: 

f  ■=-  a  -|-  A  -|-  c, 
bezeichnet  wird. 

Und  analog  auf  der  Seite  von  b  gleich  -r—   - .  c    Die 

ähnlichen  AiudrUcke  fUr  die  Segmente  der  Übrigen  Seiten,  brauchen 
wir  nicbt  anzQSchreiben. 

Zur  Bestimmung  der  Segmente  auf  S  (a  b)  bezeicbnen  wir  die 
Länge  dieser  Linie  mit  U  und  erhalten  dann,  indem  wir  S  ab  Ur- 
sprung der  Ordinaten  auffaeeen : 
.  die  Ordinate  der  Seite  c  gleich : 


Va  (a  +  b) 


-.1  = 


die  Ordinate  des  Eckpunktes  (a  A)  gleich : 


2*       •  2*        ' 

und    die   Ordinate   der  Verbindungslinien   der  Mitten  von 
a  nnd  b  gleich : 


Das  Ti%heiiemomeBt  des  Dreiecks  in  Bezug  auf  eine  Parallele 
zu  c  durch  S  ist  gleich : 

*■■•-  [(4)'  +  '/.."](•-<»+ (-^i^  ')'« 

('-')  (»  +  3  c)    . 
12» 

Um  b|,  difl  halbe  Höhe  der  in  der  Richtung;  Tod  /  gemessene]] 
Centralellipse  zu  constiniii^D,  bringen  wir  ea  in  folgende  Form : 
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Bemerkttuaiijdaes  die  Summe  der  beiden  Factoren,  in  welche 
wir  hier  A>,  zerlegt  haben,  gleich  */g  /  ist,  so  ergiebt  sich  Ag  als 
Ordinaten  in  S  eines  Halbkreises,  der  über  den  an  c  anetossendeo 

*/s  von  /  heechrieben  wird,  weil  die  Ordinate  Ton  c  =  —^-j-  'ist. 

Die  Constmctlonen  von  k^  und  h^  wurden  in  Fig.  170  ausgeführt, 
und  die  Endpunkte  dieser  Ordinalen  mit  diesen  Buchstaben  be- 
zeichnet. Das  Herunterschlagen  dieser  Ordinalen  auf  die  betreffen- 
den /  giebt  die  Punkte,  ig  welchen  die  /  von  den  zu  den  Seiten 
parallelen  Tangenten  geschnitten  werden. 

Schneidet  die  Gentralellipse  den  Umfang  dee  Dreiecks  oder 
nicht F 

Dies  hängt  davon  ab,  ob: 

Äj  >  oder  ■<  als  — 5 /  ist. 

Und  dies  hängt  davon  ab,  ob : 

oder:  * 

c  ^  i/g  s  ist. 

Sind  die  3  Seiten  dee  Dreiecks  ungleich  lang,  so  wird  die 
längste  immer  grfiseer,  die  kürzeste  immer  kleiner  als  '/g  s  sein. 

Die  längste  Seite  eines  Dreiecks  wird  daher 
immer,  die  kürzeste  nie  von  der  Centralellipse 
aeineB  Umfangs  geschnitten. 

Ist  die  Länge  einer  Seite  gleich  Vs '■  &o  '^t  sie 
eine  Tangente  der  Centralellipse. 

Dieses  letztere  findet  in  Fig.  170  mit  der  Seite  b  statt,  welche 
demnaeh  von  der  Centralellipse  berührt  wird,  Aj  ist  in  diesem 
Fall  =*  </g  ^  und  brauchte  nicht  besonders  construirt  zu  werden. 

Die  eben  aufgestellten  Regeln  gelten  allgemein,  also  auch 
von  gleiohachenkeligen  Dreiecken.  Sind  die  gleichen  Schenkel 
grösser,  füs  wie  die  dritte  Seite,  so  werden  beide,  nicht  aber  die 
dritte  Seite  geschnitten,  und  umgekehrt. 
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Bei  gleicheeitigen  Dreieokea  ^Ut  die  CeDtralellipse  mit  dem 
ein  beschriebenen  Kreis  zusammen. 

Eigentlich  gentlgen  die  3  Paare  constrnirter  Tangenten  zum 
Zeichnen  der  Centralellipse,  doch  wollen  wir  der  Vollständig- 
keit wegen  noch  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  /,  und  das 
Centrifugalmoment  in  Bezug  auf  die  Axen  /  und  die  Parallele  durch 
■S  2U  c  bestimmen. 

Das  Ti^beitsmoment  in.Bezug  auf  die  Axe  /  ist  gleich: 

--=v.(^cy(i-;-^.+.)+v.(i-^c)-('=A„+.) 


Um  die  in  der  Richtung  von  c  gemessene  Höhe  ftj  der  Central- 
ellipse  zu  construiren,  bringen  wir  es  in  die  Form : 

„.,          s  —  a        t—b 
ö  Ä,*  =  i c.  -  7 —  c. 

S  -\-  C  i-^-C 

Die  beiden  Factoren  rechte  sind  nichts  anderes  als  wie  die 
Segmente,  in  welche  /  die  Linie  c  theilt,  demnach  y~3  A,  die  in 
diesen  Theilungspnnkt  errichtete  Ordinate,  des  Über  c  beschrie- 
benen Halbkreises,  wie  solches  in  Fig.  170  angedeutet  ist. 

Um  A:,  zu  erhalten,  hat  man  diese  Ordinaten  im  Verhält- 
nisB  von 

1  0,57734  56   ' 

zu  reduciren.  Diese  Reduction  wurde  mittelst  des  Sinuaverhält- 
nisses  über  den  längsten  Y^/e,  der  Seite  a  ausgeführt ,  um  so 
wie  es  in  der  Figur  angedeutet  ist,  k,  k^  und  ^3  zu  erhalten.  Diese 
k  auf  beiden  Seiten  der  /  in  der  Bichtung  der  Heiten  aufgetragen, 
geben  die  Lagen  von  3  weiteren  Tangentenpaaren.  Die  sechs  bis 
jetzt  construirten  Tangentenpaare  genligen  vollständig;  um  die 
"Üentralellipse  darzustellen ,  Fig.  170  wurde  das  durch  diese  Tan- 
genten gebildete  umschriebene  Polygon  statt  der  Ellipse  ausge- 
zogen. Durch  das  Centrifugalmoment  kOunen  auch  noch  die  Be- 
rührungspunkte auf  diesen  Tangenten  bestimmt  werden.  Es  ist 
in  Bezug  auf  /  und  eine  Parallele  durch  S  zu  c  gleich : 
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+[- 


l2»'2(.  +  c)        12'    .  +  c       1     """l      2j'    2(.  +  c) 

Laut  Nr.  109  a  S.  431  ist  Dämlich  dieeea  Cen^trifugalmomeat 
gleich  den  Producten  der  Coordinaten  der  Linieninitteii  H~  Vii  ^^'^ 
Producte  der  Coordinatendifferenzeii  der  Linienendpunkte.  Dieses 
letztere  Product  ist  aber  bei  der  Linie  c  gleich  0,  weil  die  Ordina- 
tendifferenz  in  der  Richtung  der  /  gleich  0  ist. 

j4  bringen  wir  auf  die  Form ; 

-  JL 


2(*  +  c)    ^-3,    • 

c—  Vi  <^9  i^^  ^i^  AbsciHBe  der  Mitte  der 


2(.  +  c)    -         ,  +  c 
Linie  c  in  Bezug  auf  /,  -^ 

bindungelinie  der  Mitten  von  a  und  b.  Um  daher  -r-  und  -,  die 
Äbscissen  und  Ordinaten  der  Berührungspunkte  zu  erhalten,  wur- 
den vom  Fusse  eines  jeden  V^3  k  aus  in  der  Seite  h  und  k  gegen 
den  entfernten  Eckpunkt  auf  dem  Perpendikel  ^/s  -5—  /  aufgetra- 
gen, der  Endpunkt  der  letztem  Länge  mit  den  von  A  und  k  ver- 
bunden, und  durch  die  Mitte  jeder  Seite,  d.  h.  durch  den  Endpunkt 

Yon  -...-.-y..      Parallele  zu  diesen  zwei  Verbindungslinien  ge- 


haben.   In  Fig.  170  sind  diese  Grössen  so  klein  geworden,  dasH 
mao  sie  kaum  berücksichtigen  konnte. 

Wir  haben  jetzt  noch  den  Centralkem  des  Dreiecks  zu  con- 
strniren.     Die  Ordinate  des  Antipoles  der  Seite  c  ist  gleich : 

'  2s  12j»  25  '■       2j 

oder  gleich  der  Ordinate  des  obem  Drittels  der  Länge  /. 

Die  Eckpunkte  des  Centralkerns  des  Unifangs 
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eines    Dreiecks    liegen    alao    in    Vi    ^^'  Höhe    des 

Dreiecks.' 

Allein  sie  liegen  nicht  auf  der  Linie  /,  sondern  auf  der  Linie, 

welche  die  Berührungspunkte  auf  der  zu  c  parallelen  Tangenten 

mit  S  verbindet ,  und  welche  mit  /  auf  diesen  Tangenten  die  Seg- 

mente  — r-  ausschneiden,  die  wir  so  eben  construirt  haben.    In 
A 

Fig.  170  ist  das  Segment  -r—  noch  merklich  lang  ausgefallen,  die 
Aj 

j4  A 

Segmente  -r--  und  -r-  ao  klein,  dass  die  Fignr  aussieht,  als  ob 
A,  A3 

der  Ceutralkern  schlecht  eingezeichnet  sei.  Der  Centralkera  siebt 
aus,  als  ob  er  dem  Dreieck  ähnlich  wäre,  und  zwar  halb  so  gross 
sei;  allein  es  ist  das  nur  annäherud  der  Fall,  und  die  entsprechen- 
den Seiten  oönvergiren,  obgleich  nur  sehr  wenig  in  Fig.  170. 


110.   Centralellipse  luid  Kern  ebener,  geradlinigt 
begrenzter  Figuren. 

a)  Die  CentralelUpsb  und  der  Kern  einsa  ForaUelogramnu. 

Conjugirte  Durchmesser  sind  die  durch  den  Schwerpunkt 
gehenden  Parallelen  zu  den  Seiten. 

^  ^  &  ist  constant;  bezeichnet  man  die  Höhe  des  Parallelo- 
gramms mit  A,  so  erhält  man : 


ds 


=  (0,2887  k)\ 

Am  schnellsten  gelangt  man  wohl  immer-zur  Centralellipse, 
wenn  man  direct  die  Länge  0,2887  k  als  senkrechte  Höhe  der 
halben  Ellipse  (Fig.  171)  aufträgt,  will  man  aber  diese  GrösM 
durchaus  coustruiren,  so  kann  man  Über  der  halben  Höhe  einen 


D.gitizecbyG0t>;^lc      \ 


HO,  CeDlralellipue  ondKern  ebeoer,  gersdliolgt  bsKreniter  Figuren.      439 

Halbkreis  beschreiben ,  dann  ist  die  Sehne ,  welche  >/«  k  (siehe 
Fig.  171)  zur  Frojection  hat,  die  halbe  Hßhe  der  Ellipse,  denn 
ihr  Quadrat  ist  =  Vs  A  .  Vi  A 
=  Vi.  A». 

Das  Trägheitsmoment  in  Be- 
zug auf  den  Durchmesser  b  ist 
natflrlieh  gleich  '/la  ^  k*. 

Nimmt  man  eine  Seite  als 
Axe  an,  so  erhält  man  als  Ent- 
fernung des  Mittelpunktes  aller 
Kräfte,  oder  als  Entfernung  der 
entsprechenden  Ecke  des  Kernes 
TOD  dieser  Axe : 

^■+-  =  '1'^  +  '^^ 

Die  halbe  HOhe  des  Kernes  ist  daher  gleich  dem  ■/«  <lfir  B^^^ 
des  Parallelogramms.    Er  nimmt  also  in  U&he  das  innere  Drittel 


-V.Ä+'/.A- 


Die  zwei  parallelen  Seiten  entsprechenden  Ecken  liegen 
natürlich  auf  dem  conjugirten,  den  andern  Seiten  parallellaufen- 
den Durchmesser.  Da  ferner  die  Diagonalen  eines  jeden,  einer 
Curve  zweiter  Ordnung  umBChriebenen  Vierecks  conjugirt  sind,  so 
laufen  auch  die. Tangenten  an  den  Curvenpunkten  der  einen 
Diagonale  mit  der  andern  parallel.  Die  Currenponkte  selbst  sind 
dadurch  gegeben,  dass  sie  vom  Eckpunkt  des  Parallelogramms 
und  von  der  schon  bekannten  Kernseite  harmonisch  getrennt  sind, 
während  ihre  Mitte  mit  dem  Mittelpunkt  der  Gurre  zusammen- 
&llen  muss.  Die  Hälfte  des  sie  verbindenden  Durchmessers  (siehe 
Fig.  171)  ist  daher  gleich  der  Entfernung  des  Mittelpunktes  der 
Curve  vom  Schnitt  zweier  Halbkreise ,  wovon  der  eine  Über  den 
zu  trennenden  Punkten  und  der  andere  tlber  der  Distanz  der 
Hittelpunkte  dieses  Kreises  und  der  Curve  beschrieben  würde; 
denn  die  Schnitte  zweier  sich  rechtwinkelig  schneidender  Kreise 
mit  einer  Linie,  die  durch  den  Mittelpunkt  des  einen  geht,  liegen 
immer  harmonisch. 

Uebrigens  kann  man  diesen  Durchmesser  direct  auftragen, 
da  er  von  der  Kernseite  in  dem  '/tt  ^^'  ganzen  Oiagonallänge  d 
geschnitten  wird  und  demnach 
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sein  soll,  so  muas  seine  halbe  Länge 

k  =  Yi]^tW=  0,2041  d  sein. 

Werden  auch  noch  die  8  durch  die  ParallelogrammeckeD 
gehenden  Tangenten ,  von  denen  nur  eine  construirt  zu  werden 
braucht,  weil  alle  anderen  symmetrisch  liegen ,  eingezeichnet,  so 
sind  16  Tangenten  vorhanden,  welche  Fig.  171  statt  der  Ellipse 
ausgezogen  wurden. 

Verwandelt  sieh  das  Parallelogramm  in  ein  Quadrat,  » 
stehen  die  beiden  gleich  langen  conjugirten  Dorchmesser  senk- 
recht aufeinander  und  die  Ellipse  wird  ein  Kreis;  dasselbe  liadel 
natürlich  auch  bei  allen  stern-  und  kreuzförmigen  Querschnitten 
statt,  welche  bezüglich  von  4  Durchmessern,  die  Winkel  tob  45« 
mit  einander  bilden,  symmetrisch  sind. 

b)  Die  CentraleUipsa  und  derEem  eines  Dreieolu. 

Conjugirte  Durchmesser  sind  (Fig.  172)  die  Linie,  welche 
eine  Spitze  mit  der  Mitte  der  gegenttberliegenden  Seite  rerbindet, 


und  die  durch  den  Schwei-punkt  gehende  Parallele  zu  dieser  Säte. 
Bezeichnet  man  die  Länge  einer  Lamelle  in  der  parallel  zu  A  fe- 
messenen  Entfernung  a  von  der  Spitze  mit  t  a,  so  ist  das  Quadrat 
der  halben  Hohe  der  Ellipse: 
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110.  Centralem jwe  andKera  ebener,  geradlinigt  begreuzter  Figuren.      44I 

{\  sds  yi\ads  J 

-  (Vi  -  (V.)')  A»  =  t/„  k»  =  (0,2357  h)K 

Hierdurch  ist  auch  die  HShe  der  Ceotralellipse  des  hslbea 
Dreiecks  mit  '/k  A|*  bekaaDt;  um  aber  den  Trägheitshalbmesaer 
bezüglich  der  um  '/i  f>i  vom  Schwerpunkt  desselben  abatehenden 
Halbirungslinie  des  Dreiecke  zu  erhalten,  hat  man  nur  ('/j  ^1)'  zu 
addiren. 

Das  Quadrat  der  halben  Hohe  der  Ellipse  Über  der  Halbirungs- 
linie des  Dreiecke  iet  demnach :  , 

-=  (Vii  +  Ve)  Ai'  =  Ve  *i'  =  (0,4082  A,)s. 

Wiederholt  man  die  sub  a)  angeführten  SchlUsse,  so  folgt, 
dass  die  Entfernung  der  der  Spitze  des  Dreiecks  entsprechenden 
und  mit  der  gegenüberliegenden  Seite  parallel  laufenden  Seite  des 
Kerns  rom  Schwerpunkt  gleich : 


Vi.  *' 


-  •/..  ». 


und  die  Entfernung  der  einer  Seite  entsprechenden  Ecke  des 
Kernes  vom  Schwerpunkt 

sei.  Bemerkt  man  nun,  dass  V«  und  V11  ^^^  V«  von  ^/t  und  </j 
sind,  so  folgt,  dasB  der  Kern  ein  dem  gegebenen  Dreieck  ähnliches 
und  bezUglich  des  Schwerpunkfee  ähnlich  gelegenes  Dreieck  sei, 
dessen  sämmtliche  Dimensionen  1/4  des  gegebenen  Dreiecks  sind. 

y''/i§  A*  und  y '/s  Ai*  können  auch  so  construirt  werden,  wie 
es  bei  dem  Paralleltrapez  gezeigt  werden  wird. 

Bei  der  Constmction  giebt  jede  Seite  4  Tangenten  der 
Ellipse,  werden  ausserdem  noch  durch  jeden  Eckpunkt  die  beiden 
Tangenten  an  der  Trägheitsellipse  construirt,  so  erhält  man 
18  Tangenten,  welche  Fig.  172  statt  der  Ellipse  ausgezogen 
wurden. 
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Ucmente  lurftlleler  Krifte. 


o)  Die  CentraleUipse  und  der  Eera  eines  Faralleltrapexes. 

Conjugirte  Durchmesser  sind;  die  Linie,  welche  die  Mitten 
der  beiden  ParalleUeiten  mit  einander  verbindet  und  die  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Parallele  zu  diesen. 

Wir  theilen  das  Trapez  durch  eine  Diagonale  in  zwei  Dm- 
ecke,  deren  Inhalte  gleich  a  h  and  ö  h  sind  (siehe  Fig.  173,  b«- 

Flg.  173. 


*"7 

i-. 

/ 

\:\' 

■     ^ 

4 ^ 

ö*^ -i.itii=r* 

\ 

K'- 

r^^^'-' 

\ 

\ 

^K 

\ 

^ 

^^,-''- 

..... 

' h. .!!^^ 

zUglich  der  Bezeichnung  und  des  Folgenden).  Die  Schwerpuskte 
dieser  beiden  Dreiecke  liegen  in  den  Dritteln  von  A  and  die  Ent- 
fernung derselben  wird  darch  den  Schwerpunkt  des  Trapezes  im 
umgekehrten  Verhältniss  von  a  und  b  getheÜt ,  so  dass  diese  Ent- 
fernungen gleich 

■■■-  ■  '.  Vi  ä  und  — T— r  .  Vs  A  sind. 
a-\~b       '  a-j-A      " 

Das  Trägheitsmoment  der  beiden  Dreiecke  oder  des  Trapezes 
bezüglich  des  zu  den  Parallelseiten  paralleles  Durchmessers  ist 
dernuach  gleich: 

[  •/■■ + (3x4-*))']*'  ■"+[  "'• + (sö^»))!  *■  •  "■ 
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Tfaeilt  man  dieses  Moment  durch  den  Inhalt  (a  -\-  b)  h,  ao 
erhält  man : 

Um  dieses  k  zu  coostruiren,  schreibe  man  es  also  an : 


Wir  beschreiben  einen  Halbkreis  Über  der  Höhe  h  (Fig.  173). 
Jede  der  Seiten  des  ihm  eiobeschriebeneD  gleichscfaenkeligen 
Dreiecks  ist  gleich : 

Die  durch  den  Erenzungspunkt  der  Diagonalen  des  Trapezes 
bestimmte  Ordinate  ist  gleich : 


Wir  machen  daher  A^  Bt  =  ji  B  gleich  dieser  Ordinate,  so 
erhalten  wir  in  By  C  die  Länge  3  k. 

Das  Drittel  derselben  ist  gleich  der  halben  Hfihe  der  Central* 
ellipse. 

Diese  Constmction  ist  unter  allen  Verhältnissen  einfacher  als 
die  RechnuD^r,  sie  ist  nicht  schwer  auswendig  zu  lemeo,  und 
dann  auch  auf  das  Dreieck,  wo  A  =  ■/,  .^i  C  ist,  and  auf  das 
Parallelogramm,  wo  ^i  it|  — >  ^  0  gleich  dem  Halbmesser  des 
Kreises  zu  machen  ist,  anwendbar. 

Um  die  Länge  des  den  Parallelseiten  parallelen  Durchmessers 
zu  erhalten,  ergänzen  wir  das  Trapez  zum  Dreieck,  dessen  Spitze 
in  D  liegt  (der  Punkt  selbst  fällt  nicht  mehr  in  den  Rahmen  der 
Fi^ur),  und  stellea  bei  Bestimmung  des  entsprechenden  k,  a  und  b 
senkrecht  auf  den  sie  halbirenden  Durchmesser  und  erhalten  da- 
durch ein  affines  Trapez,  dessen  halbe  Axenlänge  gleich  der 
halben  Durchmesserlänge  (nicht  halben  Höhe)  des  vorliegenden 
Trapezes  ist,  laut  Iüt.  105  S.  419.  Bezeichnet  dann  h  die  Höhe  des 
verwandelten  Trapezes,  so  ist: 


D.gitizecbyG00glc 


Momente  paralleler  Kräfle. 


Unter  allen  VerhältnisseQ  ist  es  am  einfachBten  Y  o*  -\-  b* 
zu  conetruiren ,  wie  ee  in  Fig.  173  gezeigt  ist.  Dann  kann  man 
entweder  direct  0,4082  der  Länge  nehmen,  oder  auch  noch 
V^ '/«("*  +  *')  coDBtruiren,  wie  es  in  der  Figur  angedeutet  igt. 
Auf  dieselbe  Weise  kann  aucb  4ie  HOhe  der  Gentralellipee  Ober 
einer  das  Dreieck  balbirenden  Seite  constniirt  werden. 

Allgemein  lässt  sich  die  Lage  der  Ecken  und  Seiten  des  Cen- 
tralkems  nicbt  mebr  einfach  festsetzen  und  wird  daher  wohl  am 
zweokmässigsten  durch  Zeichnung  der  Polaren  der  Ecken  des  ' 
symmetrischen  Trapezes  bestimmt;  dabei  ist  nur  zu  bemerken, 
dass  die  den  ParalleUeiten  entsprechenden  Ecken  auf  den  con- 
jugirten  Durchmesser,  der  das  Trapez  bälftet,  fallen  mtlssen.  Die 
Ecken,  welche  den  beiden  übrigen  Seiten  entsprechen ,  liegen  sof 
den  Polaren  des  zu  D  symmetrischen  Punktes. 


d)  Berechnung  der  Polygonmoiiaente. 

Als  ForteetinDg  von  Nr.  95  c  8.  378  und  aU  Gnudlage  der  Bereehnn«  dv 
Centrirugaliiiomente  von  Polyganen  Im  AllgeineiDen  ,  berecbneo  wir  nent  ät 
Homeate  fllr  Trapeze  iwisohen  inei  aufeinanderfolgenden  Ordinalen  dn  Pen- 
melers  eines  PolygODS.  Genau  so  fortfahrend ,  «ie  in  der  eben  eittrten  Nnai»« 
begonnen  wurde,  erhSIt  man  für  die  Homente  zweien  Oradee; 

%j,  -  Vi.  (s.  —  yi)  [(s  ji' +  syiy»  +  s»'>2.  +  iv,*  +  ^!/,s-,  +  »vt*)hi' 

3M^,  —  '/«(Vi  — !'i)l(3ii'  +  3;,  I,  +;,')¥,  +  (s,«+  S2,  z,  +  s^")!:]. 

m^ ,  =  Vii  (y.  -  y.)  i'^*  +  ^.'  ^  +  ^.  V  +  V)  -  '/•  ^  c^i'  +  ^')- 
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Mit  Berückaichtigiiiig  de«  in  Nr.  99  S.  397  GeeagteD  lasaeo  eich  diese  Mo- 
mente auch  wie  folgt  ansdrücken : 


-  Fj,'      +   - 

36  (J.  +  *,) 

(^t- 

Bi)*—  f  (y.'  +  Ä"), 

%. 

-fy.u*'-' 

72  (=,  +  z,) 

(*.— 

n)(yi-y,)»- f{ff, : 

+ 

».. 

-F...     +^ 

36  {?,  +  *0 

!  + V 

(y. +  !'.)  — ^(=,"-l-i-*). 

Woraiu  die  DimenBionen  der  CtintralelliiHie  ateo  rolgeo: 

i'  = 

'■•■tr.vj.'-'  "-'■■- 

./,.( 

-Tf:v)<.. 

— 

A  = 

^sfä^y^*-»- 

-I,). 

-.fJr^,"' 

t*  = 

18  (z.  +  'i)» 

v,.(. 

■+"•  -(^;i 

-) 

ZDoichBtlBtdieUebereiiuBmmaDg dieser Besnitate mit  den  inNr.  IlOc  8.  442 
gef nndenen  klar ,  aoseerdem  geht  noch  aaa  der  Ordinate  des  BerübraDgapanktes: 

A       „         '»  —  'i         j 
i        ~       2  (y,  +  Si)        ' 

hervor,  das«  dereelbe  aaf  der  Vertrindongsiinle  d 
and  j,  iiege.  MitleUt  der  Wertlie  aß^^  3«^,, 
GleicfaungeD  fQr  die  TrSghi'itaellipaen  verschiedener  Polfgoue  aafsteilen. 

WirherechDendie DreieckBmomeDte ;  esseiendieCoordinaten  yiZ|,>/ii3,  yi^ 
der  Eckpunkte  gegeben,  ao  erhält  man  daa  Ceatrifugalmoment  des  Dreiecks  einfach 
darcb  SammatloD  der  HofaeDte  der  drei, Trapeze  (wiacheo  den  Ordinaten  z,  i,  z^. 
Wird  der  Inhalt  des  Dreiecks  gleich : 

F_     y,  *,  1 
yi  *i  1 
Vi  ^  1 
gesetzt ,  Hl  moBB  das  Moment  des  Trapece«  iwischen  den  Ordinaten  l>ei  y,  and  y, 
nnd  «)bo  das  der  Fliehe  ■/:  (y,  —  yi}  (^  +  ^i)  negativ  genommen  werden,  wenn 
der  Blnn  I  2  3  positiv  ist.     Durch  das  Zeichen  dietea  Trapeiee  ist  Hoch  das  der 
beiden  andern  g^eben.     Mao  hat  demnach  die  Momente  der  Trapeie  ■/i(yi  —  yi) 
(zi  +  «•).  '/»(?»  — Pa)  (i^  +  *.).  nnd  '/i  (J'j  —  SO  C^»  +  J,)  an  nddlren.    Die 
Sarnme  wird  durch  Ftheiibar  nnd  man  erhält: 

äHj,s  =  'A.f  CC2y.+!'.+!'i)'i  +  (!'.  +  2s.  +  !'=)'.  +  (y.  +  !'«  +  äy.)^] 
~-t:rF  (9  y,  2,  +  si  ^  +yiiz>  +  jj^j). 

worin  wie  gewCbnIich  y,  nnd  »,  =  '/j  {2|  +  zi  +  sj)  die  Coordinaten  des  Schwer- 
pnnktea  beaeichnen, 
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446  Moment«  panllder  KAKe. 

Die  Momente  an  und  3ß,,  eriiUt  man  eiafaoh  dadoreh,  dMBnuujrradz 
Lander  gleich  setit.  Um  Bbarsichtliobe  Formeii  dieser  Momente  za  eititta, 
■etcen  wir  die  BTmmetriBcben  Pnnctioneii: 

'Sjf.  ~"  (*?"  +  S»  +  Pj)*!  +  (yi  +  Sj/i  +  9))^  +  Cy«  +  »«+  «*»)«j. 

—  yi  «1  +  ft  si  +  ys  *i  +  9  y,  ',. 
^s'  "•  y'  '■  +  y»  *>  +  y»  *»  ~  8  y.  '.■ 

Die  DimeuBionen  der  Trigheita-  nnd  der  Centraleliipee  ergeben  Bleb  al»  ui 
den  Oleichnngen : 


P- ■/,.«„-  y. 

+  '/..  i;,  -  ».'   +  »'. 

F-'I„S^,  -  y. 

.  +  V..3;,  -  „,.,  +  .1, 

F-'h,S,,  -    >,' 

+  '',.  T,.  _    z,'     +  t>. 

Setit  man  in  diesen  Formeln  y,,  2,,  y,  ^  o,  C]  — >  —  t, ,  d.  b.  nimmt  au 
alfl  Coordinatenazen  die  Basis  des  Dreiecks  nnd  die  Linie  an ,  welebe  die  Mitte 
dieser  Basis  mit  der  gegenüberliegenden  Spltte  verbindet,  bd  toigt: 

y,  "=  Vi  Vi  =  ',  —  0  =  -*  —  0- 

Die  beiden  Aien  sind  aleo  bezflglicb  der  Centralellipee  conjoglrt,  dann  Ist: 

Ä*  =  '/..  T^a  -  '/..  (yi'  -  '.'s  y.')  =  Vi.  yt'. 

*•  -  •/..  i".,  -  Vi.  W  +  *i*)  -  V.  *.'. 

nas  mit  den  Besnltaten  TOn  h  8.  4tl  vollkommen  Dbereinstimmt. 

Die  Trägheitsmomeate  mebr  als  dreiseitiger  Polygone  kBnnen  nnn  doret 
Sommation  derSH  ihrer  einzelnen  Drei eckfläehen  bestimmt  werden.  Die  allgemcdM 
Entniokeiang  dieser  Momente  in  Functionen  der  Coordlnaten  der  Eckpunkte  wird 
IQ  complioirt,  mn  bler  nnteraommen  werden  sn  kOnnen. 


111.    Centralellipse  und  Kern  parabolischer  nnd  ellip- 
tischer Figuren. 

a)  Centralellipse  und  Kern  eines  Farabelsegmentes. 

CoDJugirteDurcbmeBBer  siod  der  derSehne  conjiigirte Darcb- 
meseer  der  Parabel,  und  die  durch  den  Schwerpunkt  gebende 
Parallele  zur  Sehne. 
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Zar  Bestimmung  des  im  Parabeldurcfamesser  liegeadeo  Durch- 
messers der  Centralellipse  hat  man  die  Parabelgleichang 

y  =  Vp  ■  «'''»■ 

Fig.  17*. 


and  demoacb  fUr  eioe  Segmentlttnge  -^  b  (siehe  Fig.  174) 

l   Yps'kdz 
\1  5»' 


( yyz\  d  z 

(0,26186  *)S. 


Fflr  die  auf  b  senkrechte  Hohe  der  Ellipse  hat  man  bei  der 
Bezeichnung  von  Fig.  174 

and 

k'  —  i;-) %. -^r— if  *'  -  '/.*'-(0,4«21*)'. 

Die  Entfernung  der  Spitze  des  Kerns,  welche  der  Parabel- 
sehne entspricht,  vom  Schwerpunkt,  ist  gleich : 
A«  5 
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448  UomeDte  paralleler  Kiitte. 

den  sich  in  dieser  Spitze  scbneideaden  Tangenten  der  EeniellipK 
entsprechen  die  Endpunkte  der  Sehne  als  Farabelpunkte. 

Da  alle  Tangenten  der  Parabel  von  der  Gentralellipee  au»- 
gesehlossen  sind,  so  liegen  alle  entsprechenden  Punkte  des  Eem- 
umfangs  im  Innern  der  Centralellipse ;  der  gekrümmte  Theil  des; 
selben  kann  daher  nur  einer  Ellipse  angehören,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  der  Centralellipse,  den  Schwerpunkt,  geben  mtm, 
weil  die  unendlich  ferne  Gerade  die  Parabel  bernhrt 

Der  Scheiteltangente  der  Parabel  entspricht  ein  Punkt  der 
Kemellipse,  dessen  Entfernung  vom  Schwerpunkt  gleich : 

3/,*  3"  •     175        ^  "35     ' 


Die  Entfernungen  zwischen  dem  Kern  und  dem  Segment  be- 

tragen einerseits : 

(1- 

6 
35 

-^y. 

andrerseits: 

(f- 

4 
75 

=  1)'. 

und  der  Kern  nimmt  im  Innern  des  Segments  nur  *j-j  von  dessen 
Breite  ein. 

Die  Übrigen  Dimensionen  des  Eems  werden  wohl  immer  am 
zweckmässigsten  mittelst  der  Centralellipse  construirt. 


b)  Centralellipse  und  £em  eines  Farabeldreleoks. 

Unter  diesem  verstehen  wir  die  Fläche  zwischen  zwei  Parabel- 
tangenten und  dem  zwischen  -  liegenden  Parabelbogen  (siebe 
Fig.  174). 

Conjugirte  Durchmesser  sind  der  darch  den  Schnit^unkt  der 
Tangenten  gehende  Parabeldurchmesser,  der  mit  dem  Segmeot- 
durcbmesser  zusammenfällt  und  die  zur  Scheiteltangente  Parallele 
durch  den  Schwerpunkt. 

Am  leichtesten  gelangt  man  wohl  zu  den  Durcfamesserlängen, 
wenn  man  das  Parabeldreieck  als  Differenz  des  durch  die  beiden 
Tangenten  und  die  Sehne  gebildeten  Dreiecks  und  des  Parabel- 
segments  betrachtet. 
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Bezeichnen  wir  den  Inh&lt  des  Fsrabeldreiecks  mit  F,  so  ist 
der  des  Segments  ^  2  F  und  der  des  ganzen  Dreiecks  ^  3  F. 

Fenie'r  liegt  der  Schwerpunkt  laut  Nr.  96  d  S.  382  in  dem  '/s 
der  Basis  vom  Scheitel  ab  gemessen.  Da  nun  die  Breite  des 
Segments  ebenralls  gleich  der  des  Parabeldrciecks  — >  b  ist,  so 
betrilgt  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  dieses  Iclztcrn  von  dem 
des  ganzen  Dreiecks : 

T  *   -    T  2  *  =  1^  *• 
und  die  vom  Schwerpunkt  des  Segmeots : 

"     1  2     ,  4    , 

T  '  -  T  ''  =    ;"■ 

Das  Moment  des  ganzen  Dreiecks  ist  daher  gleich : 


[l 


18^  •(">'+(  15  '')]''■■ 


und  das  des  Segments  laut  &)  gleich : 

[w--+(f  ")']-■■ 

Dividirt  man  die  Differenz  dieser  beiden  Trägboitsuioutentc 
durch  den  Inhalt  F  des  Parabeldreiccke,  so  crhillt  man : 

=  —^  />'  =  (0,32071  *)».        - 

Das  Moment  in  Bezug  auf  den  Parahcldurchmcsser  gestaltet 
»ich  einfacher ,  weil  alle  drei  Schwerpunkte  in  ihm  liegen;  man 
crbält  fUr  das  Moment: 


Bei  Bestimmung  des  Kerns  fällt  der  Parabelbogcn  ausser  Be- 
tracht, weil  alle  seine  Tangenten  das  Dreieck  schneiden  und  daher 
keine  von  demselben  ausgesehloesen  ist.  Der  Kern  entspricht 
dalter  dem  ganzen  vollen  Dreieck. 
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Die  EntfernuDg  der  dem  SchniU  der  Tangenten  entaprechea- 
den  Seite  vom  Schwerpunkt  iat  gleich : 

175    **    =    T   *    ■=    -70   * 
und  die  Entferoung  derselben,  von  dem  nur  um  —  A  abstehenden 
Parabelrand  gleich: 

(t  ^  To-  -  it)  *■ 

Die  Entfernung  des  der  Sehne  entsprechenden  Eckpunktes 
vom  Schwerpunkt  ist  gleich: 

175'"  =  T*"=    35-* 
und  die  EntfernUDg  Hesnelben  vom  Eckpunkt  des  Parabeldreieeks 
gleich : 

\b  3.-.  7/     • 

Die  Ubrigi'ii  Elemenle  des  Kerns  bestimmen  sich  wohl  imirier 
am  zweckmässi^teu  durch  GouBtruction. ' 

In  der  Kegel  betrachtet  man  alle  Äbrundungeu  der  Quer- 
»•chnitte,  sei  es,  dass  sie  auswürta  oder  dass  sie  einwärts  gekehrt 
sind,  als  solche  Farabelbogen ;  gewöhnlich  geoügt  es,  die  eben 
gezeichneten  Centraleltipseu  nach  dem  Augenmaass  einzuzeichnen, 
um  das  Wenige,  um  welches  bei  Bestimmung  der  Triigheits- 
momente  der  Schwerpunkt  verrtlckt  werden  muss,  bemessen  zu 
küDuen. 

Den  Centralkern  wird  man  wohl  nie  brauchen,  denn  die 
kleinen  Diuiensiooen  desselben  zeigen  schon,  wie  ungünstig  die 
Verwendung  solcher  Parabelquerachnitte  zu  selbstständig  tragen- 
den Theilen  iat. 


o)  CeatroleUipae  und  Kern  des  ParabeltrapoKea. 

Im  AnBCblnsfl  na  Nr,  9Gd  fl,  384  wollen  wir  hier  anch  die  Tri{cbeitaiiiDiiiPtite 
der  Pi|[.  163  H.  3B3  berechnen.  Imlem  wir  die  BezelchnanK  uud  den  Wertb  vod  jr. 
wie  er  dorlals  t'uncllon  vonzgegRbenwardf!,  bcibebaUen,  erhnlleii'Wlrdie  Wertheder 
Trägheitsmomente  W„  In  Bezi«  anf  din  nntfre  Beeren lu n Rslin <e ,  SR,  ,  anr  dlp 
Mittellinie  nnd  dns  Cenlrirnftalniomeiit  3R„  ,  auf  beide,  wie  Tolitt: 
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'.1  ,"  =  ■;!-■,. (i/+  •i,,)ä-  ';.■■/.«'' -(•',/- •;,.«./. 

+  '/,.  RS /■  +  V. »1  •/. S'-'l,s<n-~-  "  J". 

Der  Einraehfaelt  wegen  aetieo  wir  -y  ^  jr,    ~  ==  if  und  erhellen  denn  ene 
obigen  PormelD  die  Eieniente  der  Trüniieitaetüpae ; 


«-.  f+' 

*..  f+' 

-i'f- -■'■]/: 


PF 

f,-p 

-  -'^S-  -  Vi,  -  ■;..  r) '  -  ■/. '  (1  +  Vi.  ■>•  +  ■;»  )■■) 

-  v.  J[(i  -  ■;.  !->(>  +  V,.  >■)  - ',',.  ■<•)], 

PF 

-yj— '/.+■/.  >-'-';.«x'+';.*-';,.r<»'-(i+'/..'"+';.,  r')' 

/.(i- 

V.  )•)•  + '/..  CT.  )•)•  - 1(1  -  'A  rXi  +  '/,.  r)  -  '/..  '•!•■ 

Diese  OKtBseD  worden  Flg.  ITS  nnd  176  8.  452  coostniirl.  Die  CoDBtruoÜon 
des  SchwerpnnktrH  (Flg.  ITi)  ist  idonliach  mit  dir  von  Fig.  163  S.  383.  Um  die 
SioiiBverilältnisse  der  vi-rarhiedencii  y  und  6  zti  crhaltcD,  »nrdc-  seitlirh  (Fig.  ITS) 
über  3/als  DurcbmeBser  pin  Halbkreis  beschriflH-n ,  und  Indem  man  aufilJiiieD 
vom  Endpunkt  3/ab  dit^  Sehnen : 

■'.s, '/)'',  '/ly-d.  2/-?.  2/— Vi  ff 

aaRrng,  erbi«!!  man  durch  Verbindung  ilirer  KudpuDkie  mit  dum  obnrn  Kudpimkte 
des  Dorchmesspra  die  SinuBverbSItDisBe : 

Vio  r>  V«  <f.  'U  r<  '/i  <*'.  y"  —  I  —  '!%  y.  y'  —  I  -  "^  y- 

Trigt  man  nnf  d^m  SIraltl  Vi '  die  LSngen  I  und  f  auf,  so  Ist  die  Eatferunng 
dieser  Endpunkte  von  der  VertiiuiUini«  gteicli  </t  ^  I  "id  '/i  ^  f-  Wi.>rden  diiiin 
diese  Llugen  auf  dem  StrabI  </,  J  ■ufgelragen,  so  erhalt  man  als  Kntfernung  ihrer 
Endpanktc  von  der  .Verticaltinie  die  LSngen  J'  i  =  '/ii  ^f* '  ""^  d'  f  =  Vu  "P  '■ 

Wird  auf  dem  Strahl  y'  die  LSoge  2  aufgetragen ,  so  ist  die  Eutfernang  dee- 
selben  von  der  Verticallioie  gleich  y'  (  —  (]  —  >/>  y)  '■  •"  •"^B-  "^  wnrde  von 
dieser  Länge  S  l  —  '/ii  if  iatigezogeu  und  man  erhielt: 

''-('-  V.  y  -  V..  «P)  ^ 
ran  Halbkreis  libfr  diesem  T  und  Sber  '/j  '  schneidet  auf  der  Vnrliealllnid  it 
aoa,  wie  die  Fignr  es  leigt. 


89' 
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Homeste  paralleler  KrSftP. 


Die  EDtfernuDg  dea  Punktes  f  der  Verticalllnie  von  dem  StntH  y"  Ul  g1«wk 
y"  f  -  (l  -  V,  y)/- 

Diese  Lfinge  wnrde  aaf  dem  StrabI  '/in  y  aargetragen  (sie  reicht  Us  ism 
kleineo BlDg.^iiDd  dann  nochnuf  dieHoHiontalediirch  denselben  herabgesehlaget. 
Die  EntreronDg  des  EDdpnnhtes  von  der  VerticalllDie  ist  danB  Isiit  Fig.  is  S.  ii 
gTeich(l  —  '/!)')(■  +  '!,oY)t-  Indem  man  von  dieser  Linice  noch  <r  r  sttneht, 
erhalt  man: 

rf"  r  =  [(1  -  V,  !^)  (1  +  •/.,  y)  -  '/i.  J'J  f. 

Wird  andllcb  dieses  it"  f  noch  auf  dim  Strahl  '/g  '  getrsgeD ,  so  ist  tue  Eni- 
fernnng  aelaoi  Endpunktes  von  der  Vcrticallinie  gleich  — r  -,  wie  es  fn  der  I^imr 
angedeutet  ist. 

Um  A  zu  erbalten ,  wn^de  innicbst  flm\t3"  mnltlpUcirt,  iDdem  autdu 
Vertiefen  i"  f  aurgetragen  and  überihr  mittelal  einesStrablea  nnd  sirei«r Pamtkl- 


ng.  175. 


Flg.  17fi. 


ÜDlcn  ein  I  and  f  t  Sbnllches  Gebilde  f  J"  und  r  f*  coustruirt  wnrde.  Feroet 
wurde  »nf  der  Verlicatlinie  '/»  t  anfgolrsgen ,  dreimal  mit  dem  Sinns verhältaus  y' 
mnlliplicirt  und  so  *ky'*t^*lj  (1  —  '/,  y)'  f  erhallen,  wie  dieFignr  es  andentet. 
Hierin  sollte  Jetit  noch  */„  (%  yy  f  addirt  werden ;  allein  diese  QrGsse  war  nn 
vorliegenden  Fall  nicht  mehr  construirbar ;  die  Rechnung  ergab,  daas  sio  aar  gleich 
■/loMmtr.  sei,  sie  wnide  daher  ansser  Acht  gelassen.  Wird  von '/i  y'f  die  schon 
construirte  Länge  i»  ">  f  abgczogf^n,  so  erhSIt  man  -—  ;  nn  dieses  wurde  noch  f  an- 
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gefägl,  aber  dem  GaozeD  f\a  Halbkreis  bi'acbiieb«D  und  bc  h  erhalten,  wie  es  aus 
der  Fignr  xn  eraehen  ist. 

Id  den  EntrerauDgen  h  uod  t  vom  Schwerpnokt  (Fig.  IT&j  worden  tu 
Seiten  des  Trappiea  parallele  Linien  gezogen ,  welche  die  Cenlralelllpse  berüliren, 
und    demnach  ein  niDBch rieben ea  ParalleioKrnmtn  bilden.     Laut  Nr.   100  S.  401 

liefien  dis  Berührungspunkte  in  den  Entfernungen  —7-  und  -^,  vondendenSeileo 

de«  Parailelogramina  parallelen  Durcboifsaern  auf  der  pauiiveD  CoordinatenBeite, 
weil  C  pOBltiv  sich  «rgeben  hat.  Dien  beidt- n  GDtremnngei)  warden  an  der  Stelle, 
wo  man  sie  gerade  braucht,  Bber  den  Durchmescern  h  und  I;  mittelst  den  behaDaten 

und  cooslruirten  LSngen  l  und  —j—  construirt  und  so  zwei  Berfihrungspunkte  er- 
hallen ;  die  beiden  ährigen  Beruh rungepuahte  liegen  ihnen  eynimetrisch  gegeDQber. 
Die  vier  Berühmngspunkte  sind  die  Ecken  eines  ein  beschriebenen  Parallelogramms, 
dessen  Betten  parallel  mit  den  Diagonalsn  des  umschriebeuen  lauten.  Mittelst 
diesen  vier  Taogeoten  und  ihren  Berührungspunkten  kann  die  Centralelllpae  nun 
leicht  geseichnet  werden. 

Auch  der  Centralkern  wurde  noch  in  Fiu.  nb  eingetragen.  Seine  vier  ge- 
rstllinigten  Seiten  »lud  die  vier  Antipolaren  der  vier  Eckpunkte  des  Parabeltrapeies. 
Die  Parabel  geht  durch  zwei  Eckpunkte  des  Trapezes  und  durch  den  unendlich 
fernen  Schnittpunkt  der  parallelen  Seiten,  in  dem  sie  die  unendlich  ferne  Qerade 
Iteiübrt;  demnach  berührt  der  ihr  entsprechende  Kegelschnitt  die  beiden  Antl- 
pttlaren  Jener  Eekponkte  und  die  Verbindungslinie  der  beiden  Eckpunkte  desKemz, 
welche  den  parallelen  Sdten  entsprechen  and  die  demnach  mit  dem  Ihnen  oon- 
Jngirten  DnrcbmeaBer  zuaaramentälll,  und  durch  den  Pol  gebt,  in  welchem  er  diese 
Verbindongslinle  berührt.  In  büden  Figuren  entsprechen  den  Schnittpunkten  der 
Ekidtsngeaten  die  Verbind nngsllnle  Ihrer  Beruh rungaponkte.  Da  die  Parabel 
ganz  ansaerhalb  des  Trapezes  li^t  und  nur  durch  zwei  seiner  Ecken  geht,  so  liegt 
der  ihr  enteprechende  Kegelschnitt  ganz  im  Innern  des  Kerns  nnd  berührt  nur  zwei 
seinef  Selten;  er  Ist  daher  eine  Ellipse. 

dAs  in  den  Jetzt  entwickelten  Formeln  für  die  Trägheitsmomente  des  Pa- 
rabeltrapezea  such  die  fär  das  Parabeldreieck  (siehe  b)  enthalten  eeicn,  versteht 
Hioh  Tcm  telbst. 


d>  Tträgbeitsmomente  von  EllipseB  uad  Hyperbeln  begreniter 
Flftohen. 

Die  Üleichungen  der  Kegelschnitte  mit  Uittelpunkt  lassen  rieh  immer  auf  die 
Form  bringen: 

lüt  z.  B.  die  allgemeine  OMchung : 

0  =  o„  y*  +  S  o,,  ys  +  a„  2»  +  3  o,j  j)  +  2  Ojj  z  +  o«, 
gi^eben,  so  ist: 


,  R=  ^  -- 


«.,^, 
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Die  FISche  F,  die  staUscIiPD  Uomente  Sf  ,  M, ,  und  die  TrägheihiDOinenl<> 
Sit  ,  9)1  ,  3R,,  erleben  sich  ddd  fDr  Flachen  swiechen  Ewei  OrillnataD  z,  dem 
BuKCD  einurseits,  und  der  Aie  anderersellB  am  derfolKendeDlTebersicht,!!  derdirin 
z  vorkommende  Wunelgirösse  mit  +  10^^  y  a  (y  —  t)'  +  R,   Iwieiehnet 

F~.  jzdy  =  '/«  »S»  +  cy  +  S""i  ? ; 

Mj,-  j!/idj,-V3r!,3+  V,cff'  + Jy-o-Iy; 

3»;,.- ■'.  Ss*'rfy-",r'y'+ '/."jC  +  'AcV  +  ' Jy'« ''y  +  cj  s  "' Jj 

+  '/.  J  "M  y  ; 
3n„='/3  U»Jy-  ^g;-(''y  •^"j    +  '  \y">'d,j  +  c\«,*d>,  +  As^>edj 

+  ate^9wds  +  e*lwdy+'Ulw'ds. 

In  diaser  ZuBammenateUung  warden  die  CoDstiDton  weggelasBeii ,  dpnn  et 
versteht  nlcb,  dass  alle  Integrale  innerhalb  der  Orenien  der  inaaerEtea  Coordinalen 
tu  nehmen  rind ;  doch  ist  daranr  au  achten ,  dass  der  Dogen  iwiachen  den  Grenuii 
nicht  dareil  das  Unendliche  gehen  darf. 

Sind  die  beiden  Aien  hinalchtlich  des  Kegelschnille  coi^uglrt,  so  wnd 
c  •=  I  •=  0,  und  die  MoTneote  reduciren  sieb  auf  die  letzten  ßlii'der,  die  norbiii  in- 
tegriren  sind,  and  die  wir  sum  Unterschied  der  obigen  Momente  mit  Aecenten  ver- 
sehen wollen ;  wir  erbatten: 


F  -^  Udy-V.<y-6)«'  +  '/. 


Uy 


M'^  =  l  ijwds—  —  «,'  +  1/,  6  (3,  -  6)  «,  +  i/,  6  n  l^, 

y'\,  =  '/>  J  «)»  d  s  »  1/,  o  ^a  _  „  6  j»  +  y,  („  b»  +  flj  j,, 

aß'       =     \    i/'tody  =  —  btü'>+    —   (aio»  +  4«6«  —  ff)ty—  *)f 

J.  .  V.  (4ab*  —  R)R\^, 
8..  3» 

SW'y.-  VtJ  ywds~=  >;, ,  j>  -  ',',  «  ft  y  +  '/.  («  '''  +  W)  j/«, 

an'„   -    '/s    t'a'dff-V«(aw>-8B)Cy-t)w+  VsÄ»f^- 
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Das  noch  nicht  bestimmte  Inte^ 


-.^i- 


ist  nichts  anderes,    als  der 


FläcbeniDhalt  iwiachen  dem  Ragen  nnd  den  beiden  Strahlen ,  welche  aus  dem  Mll- 
lelpunlit  d«r  Carve,  dessen  Endpunkte  projlriren;  denn  ein  Element  dieser  Fiäuhe 
ist  gleich : 

V.  [  Ö-MJ»  -<td,j  ]  _  ji_  [.<,-*)■-  rfjdj, ^iL. 

Diese  Flichenin halte  müsaen  niin  rOr  Kllipaen  und  Hyperbeln  aor  verscbie' 
denc  Weise  aiugedrScbt  -werden.  Für  Ellipsen ,  wg  a  negativ  und  E  immer  posi- 
tiv ist,  bat  man .- 

Dnrch  die  Zeichen  von  ein  nnd  von  eoi  sind  die  BogenstQcke,  die  einturTibreB 
sind,  vollstfindig  bestimmt,  der  Bogen  Ist  gleich  nnll  fBr^  —  6  —  0,  to=  y^R; 

gleich ''j^fürs  — 6— L'j? — -,  lo  =  0;  gleich  nföry  —  6  —  0,  lo  — —  I^Ä 

und  gleich  '/fnKrg  —  b  =  —  1/  ^—  ,  «j  —  0.  Lässt  man  in  dem  hier  anf  der 
Ellipse  durch  diese  Reihenfolge  gegebenen  Sinn,  Jederieit  den  Punkt  3  auf  den 


\ 

\ 

_] 

~- 

—  - 

'i-^-^ 

^ 

Punkt  1  folgen ,  so  dass  man  bei  dem  Einaetien  der  Grenaordinaten  in  die  obigen 
Intesralt]  nur  poidtlve  Bogen  erhält,  indem  raao  oCthlgenfalls  den  Bogen  des  !tt-n 
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Momento  paralleler  Kräfte. 


a-rmfhrt .    bo  gebE>ii  die  Formeto  für  verBcbiedenc  Bogen  der 
e  Honente  derFISchen,  die  wir  durch  die  I^g.  177  turAnsvhau- 


Punktes  um  'i  ■• 
Pnukte  I  uud  -i 
ung  briageu  wolJon 

In  dicBi'n  hl^nren  sind  die  poBiüven  FlÜulieD  ^lirafflrt,  die  negitiven  tläcliin 
pnnklirt,  und  die  aurgestelltro  Integi'ale  geben  die  DiiferenE  der  Homeale  Ivider 
Flächen. 

Hei  Hypcrbeli),  wo  a  poBitlv  l--t  UDd  R  beltebigca  Zciuhen  baben  kw»,  wird 
das  FlÖchenlDteKrut  ■■ 


"  j-.'    -  ^    "«"    [/"<!'-  »J  +  »]• 


in  dicäem  Inlegral  wecbscit  bei  di-m  Uetrergang  von  i;ioeiu  Ana  der  Hyperbel 
Eum  andern,  daa  grÖiigere  der  beiden  Glieder  lA «  (i)  —  h)  und  m  sein  Zucfaen 
Ist  ■,  It.  R  positiv,  BO  ist  u  immer  gr6sBer,  als  wie  ^i  {y  —  b),  iwUctaei 
+  y  R  und  — y  R  imaginär,  und  wechselt  demnach  sein  Zeichen  bei  dem  Ueber- 
gting  von  +  yR  'u  —  "^ R  <i.  h.  von  einem  Arm  der  H7per1)et  inm  andeni. 
Ist  dagegen  R  negativ,  so  ist  y"  (s  —  ^)  grösser  als  nie  w ,  t/  —  6  ist  Ewiscben 
-|-  /^ifnnd —  /— -  -  imaginär,  und  wechselt  sein  Zeichen  bei  dem  Uebct- 
gang  von  einem  Ann  tnin  andern.  Hlcraoe  folgt,  dass  dieOrisse  |A(i  (y  —  6)-!-''^ 
ebenfalls  ttei  dem  Uebergang  von  einem  Arm  aum  andern  ihr  Z«iclieD  wechselt, 
und  dass  wenn  tiel  der  SubBtIIntion  der  Ureotwerthe  yi  tO|  und  gt  ">%  In  den  Bracht 

y~^(s,  -  6)  + «-,' 

dessen  LogBTiihmua  gluicli  der  zu  berechnenden  DiOerenz  ist,  die  Coordinaten  von 
Punkten  verschied  euer  Arme  der  Hyperbel  substilairt  werden,  dleaerQuoHent  nega- 
tiv und  sein  log  imaginär  sei.  Werden  d^er  die  Coordinaten  vom  Punkte  ver- 
schifidener  Arme  der  Bj'perbel  ale  Grensen  der  Integrale  In  obige  Formeln  substi- 


Fig.  178. 


Fi«.  179- 


Inirt,  so  ist  das  Besnltat  ein  imajiinänmi  es  mnsiten  daher  die  Integratioasgrenscfl 
anfeinem  und  demselben  Arm  der  Hyperbel  angenommen  werden. 
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Auch  für  die  HyperbulD  wollen  wir  durch  Fig.  iTSundFig,  179  leigen,  wel- 
ches die  Flächen  sind ,  deren  Momente  die  obigen  Foitneln  geben  ,  nenn  die  Coor- 
dioaten  des  Punktes  2  hIs  obere ,  und  die  dee  PnnkteB  I  aU  onterR  Grenze  Bubeti- 
tuirt  werden. 

Dii'se  Figuren  bedürfen  keiner  Eririuternng;  man  aielit,  dasB  die  Verhallnistie 
liinfachcr  »la  wie  bei  rlüptischen  llogen  sind. 

Selten  wird  man  in  der  Praxis  die  klomeiite  van  Flächen  mit  dem  unregel- 
inässiifeD  Tr»pei  zwisclien  der  Aic  und  der  Cnrve,  sondern  in  der  Rt^l  nur  ron 
CurvenBegmeuten  tu  bestimmen  haben,  welche  von  einer  oder  von  zwei  Pantllelen 
zu  einer  Coordinatanaxe  begrenzt  sind. 

Man  könnte  diese  Momente  dadurch  bestimmen,  das»  man  in  die  bisher  ent- 
wickelten Fornifla  die  Coordiaaten  y,  -\-  /r  für  die  obere ,  und  </,  —  w  für  die 
untere  Grenze  einsetzte,  wobei  sich  alle  Ulieder  beben  würden,  die  lo  in  einer  ge- 
rudea  Potenz  enthalten,  aliein  es  ist  einfacher,  dirsen  Fall  besonders  zu  entwickeln. 
Hau  hat  sllgemeiu: 

J  Jry-l-c-   »  "    J 

—     l-    l['>f'ff  +  c)"-'«J+(  3  j  (,  !,  +  c)—3  u,' +  ...]ydj/. 

Demnach  erbült  man : 

F_!    1    «,lj  _(,-»).  +  «    (■'J-, 

M,   -   !  jV  j  +  <■)  »  .1  ä  -  .  Jl,    +  c  F, 

gl/  J  J»  4« 

a»„  -  2  S  (-»  +  .!)■..  J  j,  4-  ■;.  S  »■,(,-,■  B,^  +  !.  c  w,  +  c  c 
+  v„  (2  .  +  3  S)  (J  - 1) »  +  '/.  «•  (  ''J- 

Ib  diesen  Integralen  sind  die  to  wesentlich  positiv ,  es  können  daher  für  die 
Grensen  nur  solch«  eingezetzt  werden.  Zwischen  dienen  Grenzen  dürfen  also 
in  diesem  1^^  nie  Funkte  sieb  befinden,  für  welche  u  gleiche  Ist;  es  dArfen,  wenn 
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die  Klüuh«;  eich  hU  zum  Schi'itL'l  eratrrckt,  aolchc  Punkte  höchstens  <lie  eine  Grpnir 
sein.     Die  Coordinaton  dieser  Punkte  Bind  durch  die  Dcdlngimg; 


■]/-=?■ 


gegeben.  Sic  sind  daher  nur  duno  reell,  wenn  R  und  n  rersohiedene  Zeichen 
habnn ,  also  bei  Rlllpgen  und  bei  Hyperbeln  die  den  Dnrcbmeuer  r  ^  -|-  c  ■-  0  in 
reellen  Punkten  »chDeiden.    Snbstiluirt  man  diese  Coordinaten  als  GrenuD  in  die 


obigen  Formeln,  so  veraehwlnden  alle  Glieder  mit  Aasnahme  der   l  — ^. 

Da  dnrch  die  Art  der  Anfstelinns  die  Homente  negativer  Flächen  *atg^ 

EcliloBsen  worden,  so  sind  bei  EllipseD  die  I  —    nicht  mehr  cyclisch ,  Eoadem 

Innerhalb  der  Grenien  —  Vi  n>  0  +  '/i  "  *"  nehmen.  Bei  Hyperbeln  flllt  die«: 
doppelte  Höglicbtelt  ans. 

Wir  naterlaseen  die  wirkliche  Substitution ,  indem  die  DiTiüonen  mit  F  den- 
noch  nicht  nnefOhrbar  werden. 

Durch  Division  von  M^  durch  F  erluUt  man : 

worans  hervorgeht,  dass  in  dem  vorliegenden  Fall  der  Schwurpunkt  der  Fläche 
immer  auf  den  Dnrohmeaser  t  y  +  c  ^  0,  liegt.  > 

Die  Dimensionen  der  Central L'llipsen  von  Segmenten  lassen  sirh  nicht  m«br 
allgemein  anndrücken,  es  ist  das  nur  dann  möglich,  wenn  die  Flächen  im  Endlicben 
geschlossen  sind,  also  bei  Ellipsen.  FSr  diesen  Fall  setsen  wir  aar  liestimmang 
dieser  DimeoBioncn  r,  c,  A  — ^  0  and  erhallen: 

fi  iß  ! 

y-  «  sa  <       „  "4 

JMy,  M^,  sn„  =  o. 

Ul«  caqiii)firten  Durchmesser  d<ir  Ceniralellipse  sind  demnach ; 

wenn  man  mlta,  uadfi]  die  Längen  der  gegebenen  DurehmesHer  besef ebnet.  Ist  abi'r 
die  TrägheitBelllpse  in  Jeder  Hichtung  halb  ao  hoch  als  die  Ellipse  der  sie  ini^ 
ordnet  tat,  so  wird  sie  ihr  auch  ähnlich  gelegen  sein,  nnd  alle  ihre  Dimensionen 
halb  so  gross  als  die  Jener  sein. 

Dasselbe  gilt  nalOrltch  auch  vom  Kern;  da  i  immer  gleich  k  Ist,  so  wird  die 
halbe  Höhe  der  Kemelllpse  gleich : 
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Di«  Dimensionen  der  KeroellipBe  werden  also  glnch  dem  -      der  ursprGn glichen 
lind  itleich  — -  der  TräghettMlÜpee  sein. 

Der  Kreis,  der  cngeordnete  Triffbeitsbreis  und  der  Kern  tiiad  Kreise,  deren 
[lalbmesser  gleich 


sind. 

Für  di'n  Ring  iwlseben  zwei  ähnlichen  Ellipsen  ist  das  THiKheilmnoment 


^(".-■;-^)' 


wenn  wir  mit  F  den  FISchcninluilt  der  ffrössem  E1]i|)se ,  iind  mit  a^  den  a,  ent- 
sprechenden DnrclimeBBer  der  kleinem  beielelinen,  denndiRFläclieDinhallc  ähnlicher 
Gebilde   verhallen   sich   wie  die  Quadrnle   ähnliciier   DimeDsionen ;    man   erhält 

I  I  Ol 


112.  Trägheitsmomente  zweier  Flächen. 

Nr.  83  S.  325  haben  wir  geseben,  daes  wenn  es  sjch  um  die 
Zu saniRien Setzung  von  nur  zwei  Kräften  handelt,  cb  eine  einfacbero 
Ooustrnction  giebt,  als  wie  die  zwei  Kräfte  durch  ein  Seilpolygon 
mit  einander  zu  verbinden.  Dasselbe  ist  auch  der  Fall,  wenn  das 
Trägheitsmoment  von  nur  zwei  Flächen,  in  Bezug  auf  den  Schwer- 
punkt bestimmt  werden  soll. 

Die  zwei  Flächen  seien  ^Fy  und  ^Ft>  die  Abscissen,  ihre 
Schwerpunkte  und  ihre  Momente  seien  der  Bezeichnung  Nr.  99 
S.  367  entsprechend  ä-,,  ;/,,  ^,  ä  Fi  ;/iAFi,  (.r,"  +  *,»)  aF, 
(^.  Vi  +  C)  Fi,  (^,*  +  *;*)  Fi.  Die  Summe  der  beiden  Flächen 
bezeichnen  wir  mit  F,  und  alle  Momentensummen  gerade  wie  an- 
gedeutet wurde  mit  Weglassung  des  Index. 

Wir  construiren  zunächst  den  Schwerpunkt  nach  Nr.  83, 
dann  ist: 

X,  A  /^i  +  Ä^j  Ä  f',  =  0, 
und 


DnjitizecbyGoOgIc 


Af, 


Honii-nttr  paralleler  Krnfli'. 
_     ATj    _  F 


indem  wir  mit  /  die  Entfernungen  dieser  beiden  Scbwerpunkle  be- 
Keicliocu.  Hubstitiiirt  uian  die  aue  diesen  GleiqhuDgen  sich  erge- 
benden Wertbe  von  A/-\  und  Af^  in  die  Momenteugleicbung  einer 
der  beiden  Axen,  der^  Axe  %.  B.  so  erbült  man: 


Ä»  = 


-|-  A|*  j;^  —  Aj*  Ä-,]  =   -    J;^  x^  -|- 


/ 


/■-». 


Eine  Formel  die  auch  direct  auaJ^r.  99  t).  398  abgeleitet  wer- 
den kßnnte. 

Wir  bemerken:  a•^  muss  der  Natur  der  Aufgabe  gemäae  nega- 
tiv sein,  alle  Glieder  der  letzten  Gleichung  sind  daher  ))ositiv  und 
aebr  leicht  zu  confitmireo. 


<U 


/Ntvi- 


Wir  beschreiben  über  der  Verbindungslinie  /  der  beiden 
Schwerpunkte  (Fig.  180)  einen  Halbkreis,  messen  im  Schwerpunkt 
den  Perpendikel  m,  verbinden  seinen  Endpunkt  mittelst  der  Ijnien 
wii  und »tj dann  iBtOT-=  ^ — *'i^s;  »>i  =  V^ — i^t\  «h~~Y^^r 
Trägt  man  scbliesslich  Tom  Punkt  1  aus  ftj  auf  sti  ab ,  so  ist  der 
Perpendikel  vom  Endpunkt  von  A,  auf  /,  wegen  der  Aebnlichkeit 
der  Dreiecke  gleich : 

*, »  _  j  K=^ 

m,  '  Y—'U 


*.l/f. 
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Auf  dieselbe  Weise  erhält  niao  durch  Auftragen  von  k,  auf  m^ 
die  Hübe  k» 


Reiht  man  eine  dieser  GrOssen  k,  U'  ^    unter  rechtem  Wiukel 

an  m  ao  erhält  man  l^m'  -| ^  -*  ,  und  an  dieses  auch  UDter 

rechtem  Winkel  k,  ]/   — ^ ,  so  erhält  man : 


.yy^.- 

^e  die  Figur  es  angiebt. 

Da  es  bei  der  Construction  von  *,  [/-r-  und  *a  ]/  -y-  "or 

auf  die  Winkel  ankam,  den  ffi|  und  m^  mit  /  bilden  und  diese  Wiu" 
kel  coDstant  bleiben ,  wenn  sieb  die  Verbältuisse  iv,  :  ;r,  nicht 
ändern,  so  braucht  die  (Fig.  180)  nur  einmal  ausgeführt  zu  wer- 
den, und  zwar  am  besten  auf  der  Verbindungslinie  der  Schwer- 
punkte selbst,  weil  diese  die  grösste  Figur  geben;  zur  Construc- 
tion dea  A  fUr  eine  andere  Richtung  die  der  tf,  z.  B.  hat  man  das 
auf  /  heruntergeschlagene  m,  in  dieser  Richtung  zu  projiciren  und 

an  das  so  verkürzte  m,  die  A,  !/  ~  und  Aj  [/  —  -j- ,  welche  zwi- 
schen denselben  Winkeln  m,  /  und  »13  /  construirt  wurden ,  unter 
rechten  Winkeln  anzureiben. 

Um  das  Moment  (vr,  y,  -|-  C,)  aF,  -|-  (jfj  tf^  +  C,)  APj  zu 
construiren,  verwandeln  wir  die  Flächen  o-v  y^  +  C,-  in  c,-  k,  ent- 
weder mit  Benutzung  der  Ordtnaten  der  Antipole,  oder  direct  gra- 
phisch, und  erhalten  nach  Substitution  der  Wertbe  von  A  Fi  und 
A  Fj: 

C ^  (c,  iCj  —  Cj^i); 


rUbrungspunktes,  vomDurcbmesserdermitder  TangenteA  parallel 
1.^1^  ......  .^_  . 


Iäuft,niiinhatal80nurnoch-iy-^  und  - —  ^         zu  construiren,  was 
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auf  verscbieäene  Weise  gescbeheo  kann.  In  (Fig.  180)  geschab 
es,  indem  +  c,  bei  1  in  irgend  einer  Richtung,  -\-  e.^  bei  2  parallel  in 
der  gleichen  Richtung  aufgetragen  wurden,  die  Verbindungslinien 
der  Endpunkte  von  c,  mit  2,  und  von  r^  mit  1,  schneiden  selbst- 

C 
verBtündlich  auch  auf  fft  die  Lunge --   ab,   mittelst  der  nun  die 

Ellipse  vollständig  bestimmt  ist. 

Bei  den  hier  summirten  Grössen  sind  alle  Aj  A  f  positiv  ange- 
nommeu  wurden.  Hinsichtlich  des  Zeichens  derTaber  ist  zu  merken: 
die  C  von  Flächen  zwischen  den  Scheitelwinkeln  der  Axe  haben 
gleiche  Zeichen,  zwischen  Nebenwinkeln  aber  ungleiche  Zeichen. 
<7  zwischen  gleichgerichteten  Schenkeln  paralleler  A\en,  haben 
auch  gleiche  Zeichen.  Indem  man  dieses  berücksichtigt,  sieht 
man  sofort  aus  der  Figur,  ob  die  Momente  addirt  oder  von  einander 
abgezogen  werden  niUsseu;  sind  die  Momente  zu  addiren,  so 
mllssen  beide  c  auf  der  gleichen  Seite  deri^chwerpunktslinien  auf- 
getragen werden,  sind  sie  entgegengesetzten  Zeichens,  so  sind  sie 
aucb  auf  entgegengesetzten  Seiten  aufzutragen.  Beide  Fälle  wur- 
den in  die  Figur  eingezeichnet,  und  durch  +  e^  und  —  r^  von 

C 
einander  unterschieden;   --  steht  bei  der  +  c^  entsprechenden 

Länge. 

Die  hier  erläuterten  Constructionen  geben  am  schnellsten  die 
Momente  von  Winkeleisen  oder  T  Eiäen,  wenn  man  die  kleinen 
Abstumpfungen  an  den  Ecken  vernacblässigen  kann-  Uer  Grund, 
wesshalb  (Fig.  180)  nicht  gerade  auf  eine  solche  Figur  bezogen 
wurde,  ist  der,dassdiG  Cgieich  0  sind,  wenn  die  Selten  der  partiel- 
len Hechtecke  parallel  laufen,  und  sehr  klein  sind,  wenn  sie, 
wie  es  gewöhnlich  der  Fall  ist,  nahezu  parallel  laufen;  es  hätte 
demnach  an  einem  solchen  Winkeleisen  nicht  gezeigt  werden  kön- 
nen. Sollen  die  Abstumpfungen  an  den  Ecken  berücksichtigt 
werden,  so  sind  die  Constructionen  von  Nr.  llti  anzuwenden. 


113.  Das  Trägheifämoment  ringfSriniger  Fignren. 

Man  hat  das  Trägheitsmoment  riugfürmiger  Figuren  mit 
dünner  Wandstärke ,  näberungsweise  als  Differential  der  ganzen 
Fläche  berechnen  wollen ;  z.  B.  das  Trägheitsmoment  eines  hohlen 
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1 13.    Dna  Tr/kfrhRiUmoraenl  ringt^rnättei  FiKnrpn.  4^3 

Hechtecks  desseD  ganzes  Moiaeut  gleich  </h  ^  "^  '^^^<  mittelat  der 
Formel : 

V„  (3  A  c»  .  (/  c  4-  c'  rf  fi), 
in  welche  ftlr  ä  b  und  rf  c  die  Breiten-  Ond  Htthendiffereiizen  des 
volleu  und  hohlen  Querscbiiitt»  eingenetxt  wurden. 

Das  Trügheitsnionient  der  ringförniigeD  Figur  mit  dllunem 
Rand  ist  annähernd  gleich : 

f>'\y*ä»  =  k*e  s, 

worin  k  die  Hühe  der  Ocntratellipse  des  UniTangs  in  Bezug  auf 
dessen  Schwerpunkt,  und  e  die  Uanddicke  heKcichnet. 

Bezeichnen  wir  mit  Jy*(/f  dasTräglieitsnionient  des  bohlen 
(juerscbnittes,  »o  wird  das  üilferential  dieses  Integrals  in  Bexug 
auf  seine  Frenzen,  llberbaupt  nur  dann  mit  A^  n  s  verglichen  wer- 
den und  einen  Näherungswerth  gehen  können,  wenn  heide  Inte- 
grale e^y^  d  .1  und  J'^^f/fauf  die  gleichen  Coordinatennxen  bezogen 
sind.  Es  müssen  also  die  Scbwcqiunktsaxen  des  Umfangs  und 
der  ganzen  Fläche  zuBammenfullen.  Wäre  die  Entfernung  der 
beiden  äcbwerpunktsaxen  gleich  y, ,  so  könnte,  wenn  keine  son- 
stige C!onipensalion  statttindet,  der  Fehler  die  Grösse  y,»  .  eg  er- 
reichen, was  unter  Umständen  so  bedeutend  werden  kann ,  dass 
von  Annäherung  nicht  mehr  gesprochen  werden  darf.  Dieses  Zu- 
satunienfallen  wird  im  Ailgemeincu  nur  hei  symmetrischen  Figu- 
ren stattfinden;  wenn  es  auch  bei  andern  Querschnitten  stnttfiDdet, 
SU  findet  zuföllige  Compensatiou  statt. 

Ist  diese  Bedingung  erdlllt,  so  muss  weiter  der  Zuwachs  der 
Integrationsgrenzen  in  den  Flüchenintegralen,  eine  FläL-hc  erzeu- 
gen, deren  Rand  vom  Rand  der  ursprünglichen  Fläche  um-e  ent- 
fernt ist.  Dies  findet  aber  annäherungsweise  nur  bei  Flächen 
statt,  deren  Ränder  hei  Parallelcoordinaten  annähernd  parallel  mit 
den  Axen  laufen,  und  bei  Polarcoordinaten,  deren  Rand  annähernd 
senkrecht  auf  dem  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Radiusvec- 
tor  steht,  also  bei  Kreisen,  bei  regelmässigen  Polygonen  mit  vie- 
Jen  Heiten,  hei  Ellipsen,  deren  Axenlängen  und  Axenzuwachse, 
sehr  wenig  von  einander  veracbieden  sind.  Werden  diese  beiden 
Bedingungen  nicht  erfüllt,  so  kann  überhaupt  das  ganze  Differen- 
tial von  iy^dF  nicht  als  Näherungswerth  von  e  J  y^ds  betrachtet 
werden.  Die  Differenz  wird  desto  grösser  sein,  je  grösser  die  Ent- 
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feraung  der  Schwerpunkte  der  volleu  Figur  und  des  Umfang«, 
uDd  je  grüsser  der  Winkel  ist,  den  die  Kicbtuog  des  Umfange  ntil 
der  AbacisBenaxe,  d.  h.  der  Axe,  von  der  ab  die  y  gei&esseu 
werden,  bildet. 

Diese  Verbältnisse  wollen  wir  dadurcb  erläutern,  das«  wir 
das  Trägbeitsmoment  eines  hoblen  gleichscbenkeligen  Dreiecks 
mit  sebr  kleiner  Basis  nacb  den  verscbiedenen  Metboden  be- 
rechnen. 

Es  sei  Fig.  181  das  Dreieek;   die  mittlere  Basis,  Höbe  und 

Vig.  181.       Seite  messen    ß,2,    48    und   48,1.     Die   Dimension 

des  inneren  Profils  sei  ■/to  kleiner,  also  gleich:  5,58, 

43,2  und  43,29  und  die  des  äussern  V/]o  grösser.also 

gleich:  6,82,  52,8  und  52,91.  Die  nonnal gemessene 

9,3 


gleich  </io  der  Basis,  und  t/go  der  Höhe,  also  jeden- 
falls klein  genug  um  als  dllnne  Wand  bezttglich  der 
Übrigen  Abmessungen  zu  gelten.  Auch  bietet  das 
Verh&ltniss  '/g  d^''  Basis  zur  Höhe  genügende  Stabi- 
lität fUr  einen  tragenden  Balken. 

Von  Tombereiu  kennen  wir  schon  auf  das  Re- 
sultat flcbliessen.  Das  Differential  des  Fläcbeomo- 
ments,  in  Bezug  auf  die  zur  Basis  parallele  Axe  durch 
den  Schwerpunkt ,  wird  ein  sehr  abweichendes  Se- 
Bullat  geben ;  denn  senkrecht  zu  dieser  Axe  gemes- 
sen, liegen  die  Schwerpunkte  der  Fläche  und  des 
Umfangs  weit  auseinander,  dererstere  in  dem  '/jdcr 
Höbe,  der  letztere  beinahe  in  der  Mitte  derselben; 
und  die  beiden  Seiten  des  Dreiecks  bilden  einen 
grossen  Winkel  mit  der  Basis.  Dagegen  wird  das 
Differential  für  das  Trägheitsmoment,  in  Bezug  auf 
den  HObenperpendikel,  eine  viel  bessere  Anntthernnf 
geben,  denn  in  ihm  selbst  liegen  beide  Schwerpunkte, 
also  ist  ihre  Entfernung  senkrecht  darauf  gemessen. 
gleich  0,  und  der  Winkel ,  den  die  Seiten  mit  dem 
Hüheperpendikel  bilden,  sind  klein. 

Rechnen  wir  zunächst  die  wirklichen  Momente 

aus,  so  erhalten  wir  Flüche,  Btatischee  und  Tiügheitsmomcnte  wie 

folgt: 
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P  —  3,41  .  62,8  —  2,79  .  43,2  —  180,048  —  120,528  —  59,52 ; 
M,  —  180,048  .  17,6  —  120,528  .  14,98125  —  1363,184; 
j.  =  1363,184  .  59,5i  —  22,9029 

y,  —  17,6  —  5,3029;  y,  —  14,98125  —  7,92165 
3Jf„- (5,3029'+Vi.-52,8«)180,048- (7,92165'+ '/n<''',2')120,528 

—  32948,92  —  20059,77  —  12889,1 

•m,,—  V.(3,41>.  180,048  —  2,79«  .  120,528)  =  348,94-156,37 

—  192,57 

Hitdiesen  wahren  Weichen  wollen  wir  jetat  c  J  y*  d  *  als  erste 
AnnäheruDg  vergleichen;  wir  denken  uns  dabei  die  Mittellinie 
des  Kandes  mit  einer  Flüebe  von  0,58125  Breite  gleichförinig  be- 
lastet. 

Es  folgen  hier  die  ReehnuDgen. 

Die  Fläche  erhält  man,  wie  oben,  gleich : 
/•■  —  2  (48,1  +  3,1)  .  0,58125  -  51,2  .  1,1625  —  59,52, 

die  übrigen  Momente  am  einfachsten  durch  Substitution  der 
Werthe;  a  =  b  =  48,1;  e  =.  6,2;  *  ■=  102,4  in  die  Gleichungen 
von  Nr.  109  S.  434  nümlich : 

^,^_  <^')M:3«>  ..  0,58125  =  J-« -i^^i!«!?? 


102,4  .  54»,3  .  6*,2  .  0,58125 


=  190,7. 

Der  Schwerpunkt  der  Mittellinie  des  Utnfangs  weicht  um: 
22,547  +  Vj  .  0,58125  —  21,707  =  1,13,  also  um  '/,o  der  Höhe 
vom  wahren  Schwerpunkt  ab,  was  noch  ziemlich  bedeutend  ist; 
die  ^yy  des  NSherungawertfaes  um  203  oder  '/«o^  und  die  3)1;,  um 
1,9  oder  '/go  von  den  walivcn  Trägheitsmomenten  ab. 

Diese  drei  Abweichungen  haben  darin  ihren  Grund,  dass  die 
Ränder  Damentlich  die  Seitenränder  von  aussen  merklich  länger 
als  innen  sind,  und  dass  demnach  die  Schwerimnkte  der  drei 
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Seiten  oicbt  iu  den  Mittellinien,  sondern  ausserhalb  derselben  lie- 
gen, woraus  sich  sofort  ergiebt,  dass  der  wahre  Scbwerpunktaiäher 
beim  >/s  der  Höhe  liege,  und  dass  die  wahren  Trägheitsmomente 
grösser,  als  wie  die  der  Mittellinien  des  Randes  sein  mU^en. 

Berechnen  wir  nuQ  zum  Schluss  das  Differential  des  Träg- 
heitsmomentes der  ganzen  Fläche.    Man  hat: 


<DI„ 


.i/,4.-(A)',3i..*  + 


h  .  ,n\ : 


"("?")*  "*'''^  ■  ^'*'  +  ^**  ■  ''^**  ^  15233,3, 


m...  =  d  .       --  A3  h  =  -V  (A  .  rfA  +  3  A  .  */Ä)  = 
48  4ö 

•=  -y—  (6,2  .  9,6  -1-  144  .  1,24)  «  190,66. 

9Wj(  weicht  nur  um  1,91  also  '/loo  vom  wahren 
Werth,  dagegen  Sß^^  um  2444  beinahe  '/s  von  dem- 
selben ab,  und  kann  daher  nicht  mehr  als 
NäheruQgs werth  gelten.  Von  dieser  bedeu- 
tenden Abweichung  kann  man  sich  leicht  Rechen- 
schaft  ablegen ,  wenn  man  die  Figur  conatruirt,  auf 
die  sieb  die  letzten  Trägheitsmomente  beziehen. 

Dai/js  ^^^  dasMoment  in  Bezugauf  den  Schwer- 
punkt ein  Centralmoment  ist,  so  kann  d.  Vm  ^A> 
nur  dann  ein  Centralmoment  sein,  wenn  auch 
'/jfl  {b  •\-  d  b)  {k  ■\-  li  b)'  ein  solches  ist.  Demnach 
geben,  wenndiebübcren  Potenzen  von  (^Aund  dh  ver- 
nachlässigt  werden  köanen,  die  Differentiale  der  Mo- 
mente das'Moment  des  Ringes  zwischen  den  zwei  Drei- 
ecken, deren  Dimensionen  durch  bk  und  b-\-db, 
A -|- (iA  bestimmt  werden,  und  deren  Schwer- 
punkte zusammenfallen;  Fig.  182  wo  die 
Höhe  der  Basis  <>=  i/j  •  dh  =  3,2  und  die  der  Spitze 
1/,  .  dh  —  6,4,  statt  0,58125  und  8,01775  ist,  stellt 
demnach  das  Dreieck  dar,  dessen  Trägheitsmomente 
durch  jene  Differentiale  gegeben  werden.  Man  sieht 
die  Fläche  der  kleinen  Basis  ganz  besonders  ver- 
breitert,   wodurch    das    grössere  Moment   erzeugt 
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worden  ist,  weil  laut  Nr  1 19  d  S.  435  die  kleinete  Reite  eines  Dreieclis 
nie  vnD  der  Centralellipse  geschnitten  wird.  Dagegen  stimmt  das 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  den  Höhenperpendikel  vollständig 
mit  dem  wahren  Trägheitsmomeot  ilbereiu,  denn  jede  Parallele  zu 
ihm  schneidet  die  Fig.  182  in  Segmenten,  die  gleichgroRR  uind. 

Durch  die  Resultate  dieses  Beispiels,  wurde  das  im  Eiugang 
dieser  Nummer  allgemein  Entwickelte  voll  bestätigt.  Bei  ring- 
fürmigen  Figuren  dUrfen    wohl    die  Momente    des 

I  mfangs,   nie   aber   die    Differentiale   der   Flächen 

II  Is  Nftherungswerthe  der  wahren  Momente  be- 
trachtet werden. 


114.  Das  Momentenplanimeter. 

Im  I.  Band  1856  der  Vierteljahrsschrift  der  naturforschenden 
ßesellschaft  in  Zürich ,  hat  Uerr  Prof.  Amsler  von  SchafFfaausen, 
die  Construction  eines  Planimeters  mitgetheilt,  der  auf  mecha- 
uiscbem  Wege  gerade  so,  wie  sein  Nr.  27  S.  129  beschriebener 
Polarplanimeter  durch  Umfahren  mittelst  eines  Stiftes  gleichzeitig 
Fläche,  statisches  und  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  Axe 
giebt. 

An  einem  vom  Polytechnikum  bestellten  Instrument  wurden 
dann  noch  wesentliche  VeibcHserungen  angebracht;  in  dieser 
neuen  Form  leistet  es  uns  ausgezeichnete  Dienste,  und  wir  wollen 
hier  das  Instrument,  siehe  Fig.  183,  kurz  beschreiben  und  dessen 
Theorie  entwickeln. 

Ea  besteht  in  einem  Wagen,  dessen  zwei  Räder  in  der  Rinne 
eines  Lineals  laufen,  so  dass  sich  der  Wagen  nur  parallel  zu  sich 
selbst  geradlinigt  verschieben  kann.  Der  Wagen  trägt  die  Zapfen- 
lager eines  horizontalen  Zahnrades,  das  durch  einen  radialen 
Stab  gedreht  wird,  an  dessen  Ende  der  Fahrstift  sich  befindet. 

Das  Zahnrad  greift  in  zwei  andere  kleinere  Zahnräder,  deren 
Tbeilradien  '/i  und  ■'}  des  grossen  Zahnrades  sind.  Der  Radius 
des  grossen  Rades  ist  Übrigens  nicht  constant,  sondern  die  der  kleinen 
Räder  sind  es,  und  jener  variirt  je  nachdem  der  treffende  Theil 
des  Rades  in  das  eine,  oder  in  das  andere  der  beiden  kleinem  Räder 
greifen  soll.     Die  kleinem  Räder  sind  auf  einer  Senkrechten  zum 
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Lineal  so  aDgebracbt,  dass  sie  das  Spiel  des  Fabrstiftes  möglick 
wenig  bescLränkeo,  auf  der  andern  Seite  aber  auch  das  üm- 
scblagen  verbindern;  es  ist  und  soll  aleo  nicbt  möglieb  sein,  da» 
der  Wagen  einmal  rechts,  und  einmal  links  vom  Fahrstift  sieb 
bclinde. 

Kitc.  1S3. 


Mit  dem  Stab,  der  den  Fahrstift  trägt,  ist  eine  Lanfrolle  ver- 
bunden, deren  Axe  parallel  mit  dem  Stab  liegt  Da  das  am  Wagen 
befestigte  Ende  des  StabeH  bin  und  zurllck  eine  gerade  Linie,  also 
eine  Figur,  deren  Inhalt  gleich  null  ist  bescbreibt,  so  ^ebtlaul 
Nr.  26  S.  127  der  Weg  der  Rolle  multiplicirt  mit  der  Stablänge 
den  Inhalt  F,  der  vom  Fahrstift  umfahrenen  Fläche  an. 

In  den  Scheiben  der  beiden  kleinern  Zahnräder  sitzen  zwei 
weitere  Laufrollen.  Steht  der  FahrBtift  auf  der  Parallelen  zum 
Lineal,  welche  das  andere  Ende  des  Fahrstiftes  oder  den  Mittel- 
punkt des  grossen  Zahnrades  beschreibt,  so  steht  die  Axe  des 
ZahnrUdchens,  dessen  Halbmesser  halb  so  gross,  als  wie  der  des 
grossen  ist,  senkrecht  auf  dem  Lineal;  und  die  des  Hädebens, 
dessen  Halbmesser  ^'j  des  grossen  ist,  parallel  zu  demselben.  Ist; 
der  Winke),  den  der  Stab  in  irgend  einer  Stellung  mit  dem  Lineal 
bildet,  so  sind  90  +  2(p  und  Sy  die  Winkel,  welche  dieAxen  der 
beiden  Laufrollen  mit  dem  Lineal  bilden.  Diese  Verbältnisse  sind 
scbematlscb  durch  Fig.  184  dargestellt. 

Die  Balancirung  und  die  Construction  des  Instrumentes  sind 
ungemein  fein  und  sinnreich.  Der  Rahmen,  der  die  3  Zahnräder 
trägt,  ist  nicht  fest  sondern  durch  ein  Cbamier  mit  dem  Wagen 
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T«rbuDdeD  und  so  durch  ein  Gegengewicht  balancirt,  dass  die 
beiden  Laufrfidehen  gleichmässig  Banft  an  das  Papier  angedrttckt 
werden.  Ein  zweites Gharnier  verbindet  denStab  mit  dem  grossen 
Zahnrad,  er  drückt  nur  vermöge  seines  eigenen  Gewichtes  auf  das 
Papier.  Ein  drittes  Gharnier  verbindet  mit  diesem  Stab  den 
Itahmen,  der  die  Axe  seiner  Laufrolle  trägt;  da  diese  nicht  schwer 
genug  ist,  um  den  passenden  Druck  auf  das  Papier  auszuüben,  so 
wird  sie  noch  durch  eine  Feder  etwas  stSrker  angedruckt.  Sämmt- 
liche  Chamiere  haben  verbältnissmässig  lange  Axen,  so  dass,  un- 
beschadet der  nothwendigen  Steifigkeit,  die  drei  Rollen  und  der 
Fahrgtift  so  gleicbmässig  sanft  an  das  Papier  angedruckt  werden, 
dass  sie  nie  aus  der  Berührung  mit  dem  Papier  treten  und  doch 
ganz  leicht  dem  Zug  des  Stiftes  folgen,  der  ohne  Anstrengung  mit 
der  Hand  um  die  Figur  geführt  wird.  Diese  gewiss  nicht  leichte 
mechanische  Aufgabe  ist  hier  sicher  mit  grosser  Eleganz  und  Ein- 
fachheit gelost 

Untersuchen  wir  nun ,  welche  Wege  die  drei  Laufrollen  zu- 
rücklegen ,  wenn  der  Fahrstift  (siehe  Fig.  184)  eine  geschlossene 
Figur  des  Inhaltes  F  umfthrt. 

Es  sei  b  die  Länge  des  Stabes,  u,  der  Umfang  der  auf  ihm 
sitzenden  ersten  Laufrolle  und  «i  die  Zahl  ihrer  Umdrehungen, 
also  «1  tf,  der  Weg,  den  sie  nach  dem  Umfahren  der  Figur  zurQck- 
gelegt  hat 

Dann  ist  laut  Kr.  26  S.  127  der  Inhalt  der  umfahrenen  Figur: 

Da  «(  den  Flächeninhalt  angeben  soll,  so  mOssen  die  Dimen- 
sionen  von  tf|  und  b  so  gewählt  sein,  dass  das  Product  U)  ^  gleich 
der  FläcbeneiDheit  sei,  gleich  1  DDecimtr.  bei  dem  Instrument, 
das  wir  vor  uns  haben. 

Um  die  Wege  a,  u^  und  og  u^  der  beiden  andern  Rollen  zu 
erhalten,  ermitteln  wir  die  Inhalte  «,  (u,  b)  und  a,  (uj  b)  der  bei- 
den Figuren,  die  Fahrstifte  umfahren  wUrden,  welche  wir  uns  an 
Stäben  angebracht  denken  können,  deren  Längen  vom  Mittelpunkt 
der  kleinen  Räder  an  in  der  Richtung  der  Laufrollenaxen  gemessen, 
ebenfalls  gleich  b  wären.  Diese  Stäbe  sind  in  Fig.  184  punktirt, 
nie  auch  die  Figuren,  die  sie  umfahren  ntirden,  wenn  sie  vor- 
handen wären. 
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Theilen  wirdie  gegebene  Figur  durch  ParallelCD  zum  Lineal  in 
Lamellen  von  der  Länge  a,  bo  werden  die  Lamellen  gleich  lang  sein, 
welche  einen)  und  demselhen  y  entsprechen,  und  deren  Ordinalen 

Fig.  184, 


in  Bezug  auf  Axen,  die  parallel  zum  Lineal  durch  die  Mittelpunkte 
der  drei  Räder  gezogen  werden ,  durch  jp  wie  folgt  gegehen  sied : 
y,  =1  *  ein  (p, 

ya  =  A8in(90  +  2y)  =  bco8  2y  =  *(1— 28in>y)  =  A  — ^*. 
y,  =  A  sin  3  sc  =  *  t3  Bin  SP  —  4  sin^  y  )  =  3  y,  —  4  ^l  . 

Die  Flächeninhalte  der  drei  Figuren  sind  abo : 
a,  (AB,)  =.  Jsrf^i  =F, 

f  4  f  4 
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Und  hieraus  ergeben  sich  die  gesucbten  Momente: 
F      =-       «,(*«,), 

Die  eingeklammerten  Gr&ssen  hängen  nur  von  den  Dimeo- 
sjunen  des  Inatrumeotes  ab  und  erscheinen  daher  als  constante 
Zableneoefficienten.     Für  unser  Instrument  sind  sie : 
F      -«„ 
My   —  0,4485  a,, 
SSUgn  —  0,7753  aj  —  0,2633  «,. 
I>er  Zeichenwecbsel  von  My  wurde  einfach  dadurch  bewirkt, 
dass  die  Theilstriehe  der  2ten  Rolle  in  entgegengesetztem  Sinne 
als  wie  die  der  zwei  andera  Bollen  numerirt  worden. 

Nach  vollendetem  Instrument  wurde  durch  kleine  Correetion 
der  Stablänge  b,  die  am  Stift  vorgenommen  werden  kann,  das  Pro- 
duct  j  u,  SB  1  gemacht  und  dann  die  Übrigen  Coefßcienten  durch 
Umfahren  von  Figuren  bekannten  Flächeninhaltes  und  Momentes 
ermittelt  Ein  Vergleich  derselben  mit  den  obigen  Formeln  setzt 
uns  in  den  Stand,  rttckwärts  die  Dimensionen  der  einzelnen  Con- 
etructioQstheile  genau  zu  berechnen.  Aus : 
i/j  b»  «1  =  0,7753, 
folgt  da  £  »1  —  1  ist: 

b  =  1,7610  Decim. 
und 

B,  ™  4 0,5678;  rfj  =  -3_  =  0,1808, 

wenn  mit  </(  der  Durchmesser  der  ersten  Rolle  bezeichnet  wird; 
den  der  beiden  andern  werden  wir  entsprechend  mit  d^  und  d^  be- 
zeichnen.   Femer  ist: 

Ä»a,  ■=  "»  —  Ö77753  " 
Endlich  hat  man  noch : 

Wie  das  Folarplanimeter ,  so  macht  auch  dieses  Instrument 
eher  einen  absölatoii  als  wie  einen,  relativen  Fehler.  Das  mit  dem 
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NoniuB  abgelesene  '/luoo  äes  Umfanga  einer  Rolle  ist  absolut  nicht 
luebi-  sicher.  Dies  beträgt  bei  F  '/lo  GCtm,,  mag  die  Fläche  gross 
oder  klein  sein.  Bei  SWyj  aber  beträgt  es  '/|{,ooDeeini.'='10Ctm.', 
also  relativ  viel  mehr,  weil  der  Inhalt  der  meisten  Eisenquerscbnitte, 
die  wir  einzeln  zu  bebandeln  haben,  kleiner  als  ein  DDecim.  ist 
Iiuioerbin  ist  die  Genauigkeit  noch  viel  grösser  als  wie  diejenige, 
mit  der  Festigkeitscoefücienten  bestimmt  werden  kOnncn,  also 
überhaupt  die,  mit  der  wir  construiren.  Es  ist  daher  ein  vorzüg- 
liches Mittel ,  um  praktisch  die  Momente  der  Querschnitte  zu  be- 
stioimen. 

Liegt  ein  Querschnitt  vor,  dessen  Schwerpunktsaxe  nicht  von 
vorn  herein  bekannt  ist,  so  bestimmt  man  die  Momente  zunächst 
für  eiue  approximativ  möglichst  nahe  am  Schwerpunkt  angenomr 
mene  Axe  und  berechnet  dann  mittelst  der  erhaltenen  F,  M^  und 
'!äij,,j  mit  Hülfe  des  Rechenschiebers  die  zum  Lineal  parallele 
Schwerpunktsaxe  aus : 

und  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  dieselbe  aus: 

m;,  -  m„  -  ^'. 

Mittelst  zweier  oder  dreier  solcher  Momente  erhält  mau  die 
Centralellipse ,  der  dann  die  sämmtlichen  MomentenrerhältniBse 
entnommen  werden  können. 

So  eben  hat  uns  Herr  Avisler  ein  bedeutend  vereinfachtes 
Momentenplanimeter  vorgezeigt,  dessen  Preis  viel  geringer  als  wie 
der  des  eben  beschriebenen  Planimeters  sein,  wird,  mit  dem  man 
dagegen  3mal  eine  Figur  wird  umfabrenmltssen,  um  ihren  Flächen- 
inhalt und  ihre  beiden  ersten  Momente  zu  erhalten. 

Da  es  uns  nicht  mehr  möglich  ist,  f(lr  die  folgende  kurze  Be- 
schreibung einen  Holzschnitt  anfertigen  zu  lassen,  so  bitten  wir, 
die  Fig.  ä4  S.  129  nach  Maassgabe  der  Beschreibung  mit  Theileo 
der  Fig.  184  ergänzen  zu  wollen. 

Der  Leitstab  OB  (Fig.  81)  trägt  an  seinem  Ende  das  grosse 
Rad  der  Fig.  184,  so  dass  sein  Mittelpunkt  mit  B  zusammenfällt; 
durch  eine  Klinke  kann  das  Rad  fest  mit  dem  Stabe  verbunden 
oder  auch  so  ausgelöst  werden,  dass  es  frei  um  seine  Axe  spielt, 
wodurch  es  ganz  ausser  Function  tritt. 
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Der  Fabrstab  A  B  trägt  bei  C  ein  Zahnrädcheo ,  das  iu  dax 
vorige  Bädchen  eingreift,  welches  die  einzige  vorhandene  Lauf- 
rolle trägt  und  dessen  Durchmesser  halb  so  gross  als  wie  der  des 
grossen  Rades  ist.  Auch  dieses  Bädeben  kann  mit  dem  Stab  fest- 
geklemmt  oder  gelöst  werden. 

Ist  dieses  Rädchen  festgeklemmt  und  das  bei  B  gelöst,  so  hat 
mau  das  ganz  gewühnliche  Planimeter,  die  Laufrolle  auf  dem 
Bädchen  bei  C  beschreibt  einen  Weg,  der  dem  Flächeninhalte 
proportional  ist. 

Wird  das  Ende  A  des  Stabes  A  B  auf  einen  Wagen  fest- 
geklemmt, der  wie  in  Fig.  184  auf  einem  Lineal  hin  und  her  läuft, 
und  das  grosse  Bad  fest  mit  dem  Stabe  0  B  verbunden,  so  erhält  man 
eine  Anordnung,  die  ganz  mit  derjenigen  der  Theile  von  Fig.  184 
übereinstimmt,  welche  zur  Bestimmung  der  statischen  Momente 
dienen.  Die  Umdrehungszahl  der  Laufrolle  bei  dem  Umfahren 
einer  Figur  mit  dem  Stift  ß  ist  dem  statischen  Moment  proiiortional. 
Wird  dagegen  der  Stab  OB  auf  den  Wagen  geklemmt,  das 
Rad  B  fest  mit  ihm  verbunden,  allein  in  einer  andern  Stellung  als 
wie  vorhin,  was  mittelst  besonderer  Kerben  durch  die  Klinke  be- 
sorgt wird,  so  besehreibt  die  Laufrolle  auf  dem  kleinen  Rädchen  bei 
.C,  das  wie  ein  Planetenrad  um  das  grosse  sich  herumdreht,  einen 
Weg,  der  der  Summe  des  Trägheitsmomentes  und  des  Productes 
der  Fläche  mit  Constanten  proportional  ist. 

Die  Formeln  fflr  den  Flächeninhalt  und  fUr  das  statische 
Moment  der  umfahrenen  Figur  sind  identisch  mit  den  oben  auf- 
gestellten ,  dagegen  gestaltet  sich  die  für  das  Trägheitsmoment  in 
etwas  anderer  Weise.  Denken  wir  uns  nämlich  im  Mittelpunkte 
des  kleinen  Planetenrädchens  einen  ideellen  Stab  mit  der  Länge  a 
angebracht,  und  untersuchen  wir  die  geschlossenen  Figuren,  welche 
»eine  Endpunkte  beschreiben,  so  ist  der  Inhalt  der  Figur,  welche 
der  Mittelpunkt  des  Bädchens  beschreibt,  nicht  mehr  gleich  0  wie 
in  Fig.  184,  wo  er  eine  gerade  Linie  hin  und  her  beschreibt,  son- 
dern er  beschreibt  eine  Figur,  deren  Inhalt  berücksichtigt  wer- 
den muss. 

Bezeichnen  wir  die  Ordinalen  dieser  Figur  mit  y\  und  die 
Entfernung  der  Mittelpunkte  beider  Bäder  mit  o,,  so  sind  die  Or- 
dinaten  der  von  dem  Ende  des  ideellen  Stabes  umschriebenen 
Figuren: 
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yj  =  B  Bin  3  y  —  %  ein  jp  =  f  3 ^.1  ^  _  4  JLl , 

y\  =  o,  sin  y  =   -^  y. 

Hieraus  ergeben  eich  die  Differentialquotieoteu : 

.,.  =  [(3-^) -12:^].,,  ä,:-!±ä,. 

Und  die  Inhalte  der  tod  den  entsprechenden  Stiften  umschrie- 
benen  Figuren  sind  gleich : 

(3--      "        ■ 

Man  ttberzeugt  sich  leicht,  dass  beide  Figuren  von  ihren 
ideellen  Stiften  in  entgegengesetztem  Sinne  umfahren  werden,  und 
dass  demnach  der  Weg  der  Laufrolle  gleich  ist: 

.,a,^_(3_2iL)f-il*.F, 
woraus  sieb  ergebt : 

-  2  oj)  0  ^  —  —  «,  0»  », 
=  —  (3  «  -  2  oa)  fl«  a  -  ^  a'  «,. 

Das  RUckwärtsberechnen  der  Dimensionen  aus  den  Constanten 
unterlaesen  wir,  weil  uns  gerade  kein  derartiges  Instrument 
vorliegt 

Hau  sieht,  die  Bedeutung  der  Constanten  hat  sich  etwas  ge- 
ändert, imUebrigen  aber  hat  dieFormel  die  gleiche  Form  behalten. 

Dieses  neue  Homeutenpianimeter  ist  jedenfalls  viel  ein- 
facher und  handlicher ,  als  daa  erstbeschriebene  mit  seinen 
3  Laufrädern,  allein  das  Umfahren  kostet  viel  mehr  Mtlhe  und  es 
fragt  sieh,  ob  es  ebenso  genaue  Resultate  liefern  wird.  Werden 
bei  dem  wiederholten  Festklemmen  der  Smbe  an  den  Wagen,  bei 
dem  beständigen  Ein-  und  Ausklinken  der  Rädchen  alle  diese 
Tbeile  jedesmal  wieder  hinlänglich  genau  an  ihre  ursprüngliche 
Stelle  kommen?  Geben  doch  schon  diejenigen  gewöhnlichen  Pla- 
nimeter  (Fig.M),  bei  welchen  alles  fest  und  steif  ist,  vielgenauere 


D.gitizecbyG00glc 


IIS.    UentralelllpBe  und  Keni  eines  Schieaenproälg.  475 

und  zuverlässigere  Resultate ,  ala  wie  diejenigen,  deren  Fahrstab 
zur  Veränderung  der  Reductjonsbasig  ein-  und  auegeschoben 
werden  kann. 


115.  Centralellipse  und  Kern  eines  Sehienenproftls. 

Wir  könneD  zum  Trägbeitemoment  und  dann  zum  Trägbeits- 
balbmesBer  k  eines  unregelmässig  begrenzten  Querproülg  dadurch 
am  bequemsten  gelangen,  dass  wir,  wie  es  in  Nr.  ÖS  S.  393  an- 
gedeutet wurde,  die  Figur  in  Lamellen  zerlegen  und  das  Moment 
2.  Grades  dereelbeo  bilden. 

Die  hierzu  Botbwendigen  €onstructionen  wollen  wir  an  dem- 
selben Scliieuenprofil  (Taf.  12))  erläutern,  dessen  Schwerpunkt  auf 
ähnlichem  Wege  schon  in  Nr.d6d  S.  387  bestimmt  wurde,  und  wir 
fahren  hier  gerade  da  fort,  wo  wir  dort  stehen  geblieben  sind. 

Wir  zeigten ,  dass  die  Segmente  A  z"  auf  der  Horizontalen 
durch  den  Schwerpunkt  den  einfachen  Momenten  y  ^  F  des  In- 
halts der  Lamellen  in  der  Art  proportional  sind,  dass  sie  mit 
^j^as\i='F  =•  47,76  DCtm.multipIicirtwerdenmDsBen,  um  diese 
Momente  zu  geben.  Betrachten  wir  daher  die  Linie  s"  als  die 
eines  Kräftepolygous,  dessen  einzelne  Kräfte  durch  die  Segmente 
As'  dargestellt  sind,  und  nehmen  wir  an,  dass  sie  ebenfalls  in 
der  Richtung  der  Lamellenmitten  wirken ,  indem  wir  ein  zweites 
PuljgOD  Gonstruiren,  dessen  Ecken  auf  denselben  Horizontalen 
liegen:  sowerden  uns  die  Polygonseiten  dieses  zweiten  ^cförmigen 
Polygons  auf  der  Horizontalen  durch  den  Schwerpunkt  Segmente 
Abschneiden,  welche  den  Momenten  der  A  s"  in  der  Art  pro- 
portional sind,  dass  sie  mit  c,  der  Entfernung  des  Pols  des  neuen 
KräftepolygoQB  von  der  Linie  x"  der  Kräfte  multiplicirt  werden 
müssen,  um  die  Momente  der  A  s"  also  y  A  z'  darzustellen; 
es  ist  also: 

c  Ä  z"'  =  y  A  s". 

Nun  ist  aber  laut  Nr.  96  d  S.  387  schon : 

'/s  Z'  A  3'  =  Vi  <*  »'m  A  s"  ™  y  A  F, 
mithin  wird 

•/j  *■  c  A  »"'  — .  ys  A  F  sein. 
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Aus  der  cAförmigeD  Gestalt  dieses  zweiten  Polygons  gebt 
hervor,  dase  alle  A  x'"  gleicheB  Zeichen  zu  beiden  Seiten  det 
Horizontalen  durch  den  Schwerpunkt  haben;  wie  ea  auch  sein 
mu88 ,  weil  y^  mit  y  aein  Zeichen  nicht  ändert.  Die  Bämmtlicheo 
A  s'"  aummiren  sich  daher  bo  zu  x'",^,  das» 

VsFc5"',9  =  i59ÄFi8t. 

Da  das  Trägheitsmoment  mit  seinen  4  Dimensionen  nie  im  Gan- 
zen verwerthet  werden  kann,  indem  sogar  Momente  mit  einem  Coeffi- 
cient  pro  Flächeneinheit  nur  3  Dimensionen  haben,  so  wird  esimmeT 
mit  irgend  welchen  Flächen  oder  Linien  diridirt  werden  müsseo. 

Soll  die  Höhe  der  Centralellipse  constrairt  werden,  so  ist  das 
Trägheitsmoment  durch  die  Flächendes  Querschnitts  zu  dividiren, 
deshalb  nahmen  wir  das  Froduct  der  beiden  ersten  Basen  gleich 
■/i  a  s',,  =  </i  F  gleich  einem  Untervielfachen  der  Querschnitta- 
fläche  an,  Soll  das  Widerstandsmoment  bestimmt  werden,  so  ist 
das  Triigheitsmoment  durch  die  Entfernung  c  der  äuesersten  Faser 
vom  Schwerpunkt  zu  dividiren.  Aus  diesem  Grunde  wurde  Taf.  1S| 
als  Distanz  des  zweiten  Poles  von  der  Linie  der  z"  die  Entfernung 
des  Schienenkopfes  von  dieser  Linie  angenommen.  Die  auszu- 
fahrenden Divisionen  sind  dann  vollzogen,  wenn  mau  die  treffenden 
Factoren  wegläast. 

Zur  Uebersicht  stellen  wir  hier  noch  einmal  die  in  Kr.  96ä 
erhaltenen  und  jetzt  construirten  Momente  zusammen  und  schrei- 
ben dabei  ihre  Factoren  in  der  Reihenfolge  an,  in  der  sie  als  Basen 
zur  Verwendung  kamen: 

S      AF=ax'  =  F, 
2  y  A  F  =  n  .  >/a  s'„  .  j"  —  i/,  F„  a", 
J  y*  A  F  =  o  .  Va  «'b  .  «  ■  s'"  =  Va  ^n  c  a'", 
k*=2y^  £,F:F=  *lacs"'n. 

Soll  die  Construction  dazu  dienen,  die  Momente  der  im  Quer- 
schnitt wirkenden  Kräfte  zu  bestimmen,  so  ist,  wem»  die  neutrale 
Faser  mit  der  Schwerpunktsaxe  zusammenfällt  und  die  Faser  in 
der  Entfernung  c  mit  q  pro  Flächeneinheit  in  Anspruch  genommen 
ist,  die  in  einer  beliebigen  Zahl  Lamellen  wirkende  Eraft  nebet 
ihrem  Moment  laut  Kr.  105,  wenn  yn  =  0  zu  setzen  ist: 
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Q  =  (fl  Fn)  .  '/a  s"'. 

In  alleo  dieeeo  Sammen  mUsseD  natürlich  die  Grenzen  der  a 
mit  denen  der  Lamellen,  auf  die  eich  die  Kräfte  und  Momente  er- 
strecken mttssen,  übereinstimmen.  F^  nnd  s„  erstrecken  sieb 
Über  die  sämmtlichen  n  Lamellen  (19  im  vorliegenden  Bei- 
spiel),  welche  demnach  in  obigen  Formeln  als  Constanten  er- 
scbeiaen.  F»  ist  der  ganze  Schienenquerschnitt  und  ^  Fn  die 
Kraft,  der  derBalken  widerstehen  könnte,  wenn  er  überall  gleicfa- 
mässig  mit  f  pro  Einheit  in  Anspruch  genommen  wäre.  In  Q  und 
O  tritt  diese  Kraft  als  Reductionsbasis  auf;  also  ist  i/j  s"'  der 
Hebelsarm,  an  dem  sie  wirken  muss,  um  das  Moment  der  in  einer 
beliebigen  Anzahl  Lamellen  wirkenden  Kräfte  darzustellen. 

Nach  vollendeter  Construction  der  Seilpolygone  erhält  man  h 
dadurch,  dass  man  an  a"'„,  '/j  c  anreiht,  über  der  Summe  beider 
einen  Halbkreis,  der  dann  auf  der  Ordinate  im  Stosspunkte  der 
Strecken  die  Hßhe  k  der  CentralellipBe  ausschneidet. 

Zur  Bestimmung  der  Momente  in  Bezug  auf  die  verticale 
Scbienenaxe  können  wir  uns  die  halbe  Fläche  jeder  Lamelle  laut 
Nr.  101  S.  405  in  den  Endpunkten  der  dieser  Axe  conjugirten 
Durchmesser,  oder,  weil  die  Axe  eine  Symmetrieaxe  ist  und 
also  die  Mittelpunkte  alier  Lamellenellipscn  enthält,  die  ganze 
Fläche  in  einem  Endpunkt  dieser  Durchmesser  vereinigt  denken. 
Wenn  die  Lamellen  als  Rechtecke  betrachtet  werden  kSnnen ,  so 
liegt  dieser  Endpunkt  im  y^js  =  0,57735  der  halben  Lamellen- 
breite, war  die  Lamelle  nicht  rechteckig  oder  gar  wie  die  Ite  pa- 
rabelfÜrmig ,  so  wurde  die  Centralellipae  besonders  construirt. 
Die  Endpunkte  der  Durchmesser  sind  fortlaufend  numerirt  und 
bestimmen  die  Verticallinien,  die  unter  der  Schiene  durch  zwei 
Seilpolygone  miteinander  verbunden  sind. 

Zur  Construction  des  ersten  Polygons  wurde  das  schon  vor- 
handene Kriftepolygon  benutzt.  Die  Seilpolygonseiten  stehen 
senkrecht  auf  den  entsprechenden  Strahlen  des  Poles  0,  und  auf 
den  Seiten  des  Polygons,  das  zur  Construction  des  Schwerpunktes 
diente.  Die  x",  die  seine  Seiten  auf  der  verticalen  Scbienenaxe 
ausschneiden,  dienten  als  Kräftepolygon  für  das  zweite  Seilpoly- 
gon; der  Pol  0,  wurde  in  der  Distanz  c'  der  fiusaersten  Faser  des 
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ScbießenfusBes  aDgenommen.  Die  äussersteD  Seiteo  des  zweiten 
äeilpolygon  schneiden  auf  der  Schieaenaxe  die  Länge  s'",,  aus. 
Die  transversale  Widerstand stähigkeit  der  Schiene  erhält  man  also 
gleich  V's  (q  F)  s"',j.  Um  die  Länge  der  horizoDtalen  Axe  ku 
erhalten,  wurde  '/a  "'  ^Q  °"'t>  aDgereiht  und  k  als  Ordinate  in 
Stosspunkt  des  Über  beiden  beschriebenen  Halbkreises  bestimmt 

Wenn  man  über  der  Axe  einer  Ellipse  zwei  coneentriscbe 
Kreise  beschreibt  und  das  zwischen  ihnen  liegende  Segment  cioeR 
Halbmessers  als  Diagonale  eines  Rechtecks  betrachtet,  dessen 
Seiten  parallel  mit  den  Axen  laufen,  so  ist  der  dritte  Eckpunkt  des 
Kechtecks  zwischen  dem  Halbmesser  und  dem  Endpunkt  der 
grossen  Axe  ein  Punkt  der  Ellipse,  und  der  Strahl,  welcher  vom 
Mittelpunkt  aus  den  4ten  Eckpunkt  des  Reehtecks  projicirt,  läuft 
parallel  mit  der  Normalen.  Diese  Übrigens  allgemein  bekannten 
Eigenschaften  der  Ellipse  wurden  Taf.  12,  dazu  benutzt,  die  Ccd- 
tralellipse  und  den  Kern  zu  construiren.  Ausgezogen  wurde  da- 
selbst die  Construction  der  Antipolaren  m  des  Punktes  M  und  des 
Antipoles  N  der  Linie  «. 

Vom  Schwerpunkt  S  aus  wurden  mit  k  und  k  die  beiden  con- 
centrischeu  Kreise  und  tlber  dem  Segment  des  Strahles  S  M 
zwischen  den  Kreisen  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  beschrieben, 
dessen  Katheten  parallel  mit  den  Axen  laufen ;  sein  Eckpunkt  liegt 
in  der  Diagonale  desjenigen  Rechtecks,  dessen  dritter  Eckpunkt 
{/auf  SM  liegt  und  ein Gurvenpunkt  ist,  und  dessen  vierter  7" die 
Richtung  S  T  der  Normalen  angiebt.  Die  Antipolare  m  schneidet 
'S M  in  der  Entfernung  SIP  :  SM  von  S.  Diese  Länge  wurde  da- 
durch construirt ,  dass  SV  ^  SU  senkrecht  auf  S  M  aufgetragen 
wurde.  Der  Perpendikel  in  U'  auf  U'  M  schneidet  dann  auf  der 
Verlängerung  von  SM  einen  Punkt  der  Antipolaren  m  aus,  die 
eben  so  wie  die  Tangente  in  U  senkrecht  auf  S  T  steht. 

Die  Normale  von  Ä'  auf  n  enthält  eisen  Punkt  des  Rechtecks. 
Ein  rechtwinkeliges  Dreieck  Über  seinem  Segment  giebt  die  Dia* 
gonale  des  Rechtecks ;  ein  ewei tes  Dreieck,  welches  das  Rechteck  er- 
gänzt, giebt  den  Gurvenpunkt  /^,  dessen  Tangente  mit  n  parallel  läuft. 
Der  gesuchte  Antipol  von  n  liegt  daher  auf  S  V ,-  diese  Linie  wurde 
bis  zu  TV'  in  n  verlängert,  S  V'  senkrecht  und  gleich  S  V  gemacht, 
dann  schneidet  der  Perpendikel  auf  A"  /'"'  in  k"  auf  S  V  den  ge- 
suchten Antipol  iV  aus.  Ist  auf  diese  Weise  die  dem  conveien  Um- 
fang des  Schienenprofils  entspiechende  reciproke  Figur,  der  Cen- 
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tralkern  eonstruirt,  so  bat  man  mittelbar  gewöhnlich  binlänglicb 
nele  Punkte  und  Tangenten  der  Centralellipse  erhalten. 

Die  hier  erläuterte  CoiiBtruction  istvrohl  immer  die  einfachste, 
wenn  die  Axen  gegeben  oder  leicht  erbältlich  siDd. 


116.  Centralellipse  and  Kern  eines  WinkeleiBens. 

Um  auch  zu  zeigen,  wie  grossere  Flächen  bei  ConatructioD 
der  Trägbeitamomente  zusammengesetzt  werden  könnea,  wurde 
noch  (Taf.  13)  die  Centralellipse  eines  Winkeleiseus  coostruirt, 
indem  dasselbe  in  nur  4  Paralleltrapeze  getbeilt  wurde,  tod  denen 
zwei  die  ganzen  Schenkel  bilden. 

Die  auf  die  Basis  a  =•  i  Centimeter  reducirten  FlScbeninhalte 
wurden  nur  eiumal  auf  der  Linie  s'  aufgetragen,  die  Foldistanz  als 
zweite  Basis  ^  s'  =  10,19  Ctm.  angenommen,  und  dann  mittelst 
zweier  Polygone,  deren  Seiten  einmal  parallel  und  einmal  senkrecht 
zudenStrahlendesKräft^polygonsgezogen  wurden  und  deren  Ecken 
auf  den  Horizontal  -  und  Vertioallinien  durch  die  Schwerpunkte 
der  4  Partialflächen  des  Winkeleisens  lagen,  der  Schwerpunkt  ^ 
bestimmt;  die  Bleiatiftlinieu,  die  hierzu  gedient  hatten,  aber  wur- 
den wieder  ausgelöscht. 

Die  Tr&gbeitsellipsen  der  4  Flächeuelemente  wurden  ein- 
gezeichnet. Die  Dimensionen  der  Fläche  1  sind  so  klein  und  die 
Entfernung  ihres  Schwerpunktes  so  gross,  dass  die  Abweichung 
des  Antipoles  vom  Schwerpunkt  nicht  mehr  sicbtlicb  ist.  Man 
darf  sich  daher  die  Fl&che  ^  Fi  im  Schwerpunkt  vereinigt  denken- 

An  A  f,  wurden  die  Antipole  zur  Bestimmung  der  höheren 
Momente  benutzt.    Der  Antipol  der  verticaleu  Axe  musste  genau 


wurde  daher  zunächst  der  der  verticalen  Axe  conjugirte  Durch- 
messer eingezeichnet,  seine  Länge  in  2  senkrecht  gestellt  und 
dann  mittelst  seines  Axenschnittes  der  Punkt  2'  construirt,  wie  das 
schon  öfters  erklärt  worden  ist.  Der  Antipol  der  horizontalen  Axe 
wird  nur  zur  Constniction  von  k^  benutzt,  man  braucht  daher  nur 
die  Horizontallinie ,  in  der  er  liegt  Es  durfte  daher  in  diesem 
Fall  die  Gonstruction  des  der  horizontalen  Axe  conjugirten  Durch- 
messers unterlassen  werden  und  die  Gonstruction  von  2"  auf  einem 
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vertiealen  Durehmesser  mittelst  einer  der  beiden  horizontalen 
Tangenten  an  die  Centralellipse  vorgenommen  werden ;  2"  ist  aber 
in  Folge  dessen  nicht  derÄntipol  der  vertiealen  Axe,  sondern  liegt 
nur  auf  der  gleichen  Horizontalen. 

Die  Centralellipse  von  A  Fj  wird  von  einer  der  Axen  ge- 
schnitten; in  diesem  Fall  ist  es  vortheilhaft,  sich  die  halben 
Flächen  'j^  ä.  Fj  an  den  Endpunkten  der  den  Axen  conjugirten 
Durchmesser  vereinigt  zu  denken.     Wegen  der  Gonstruction  von 


der  vertiealen  Axe  conjugirtenDurcbmessere  angenommen  werden, 
während  3,  und  3,  bei  der  Gonstruction  von  k*  nur  auf  den  hori- 
zontalen Tangenten  zu  liegen  brauchen. 

Die  Eckpunkte  des  ersten  Polygons ,  welches  Verticallinien 
verbindet,  liegen  auf  den  Vertiealen:  1,  i,  B',  3",  4.  Auf  der 
.Schwerpunktsaxe  schneiden  die  Polygonseiten  die  A  z"  aus,  welclie 
dem  zweiten  Pol7g:on  als  Linie  der  Kräfte  dienen.  Die  Poldifitaoz 
wurde  gleich  der  Entfernung  c  der  äussersten  Faser  angenommen. 
Die  Eckpunkte  des  zweiten  Polygons  liegen  auf  den  Verticalhnieo 
1  2'  3'  3"  4 ,  geben  z"'„,  mittelst  dessen  h  conBtruirt  wurde  als 
Vc  s"'„,  was  keiner  weiteren  Erläuterung  mehr  bedarf. 

In  gleicher  Weise  wurde  A  construirt  Die  Eckpunkte  des 
ersten  Seilpolygons,  welches  Horizontallinien  verbindet,  liegen  auf 
den  Horizontalen  1,  2,  3i  3i  und  4.  Sie  schneiden  auf  der  Hori- 
zontalen durch  den  Schwerpunkt  die  A  je"  aus,  die  mit  der  Ent- 
fernung c  der  äussersten  Faser  als  Poldistanz  zur  Gonstruction  des 
zweiten  Polygons  gedient  haben,  dessen  Ecken  auf  den  HoriEon- 
talen  1  2"  3|  3g  4'  liegen  und  das  s"'n  auf  der  Horizontalen  aus- 
schneidet, mit  dem  A  =  Y^c  s"'„  construirt  wurde. 

'4' 

linie  durch  den  Schwerpunkt  benutzt,  als  Poldistanz  k  angenommep 
und  mit  diesem  Kiilftepalygon  ein  Seilpolygon  construirt,  das  die 
Horizontallinien  l  2'  3'  3"  4'  verbindet  und  dessen  Seiten  senkrecht 
auf  den  entsprechenden  Strahlen  des  Kräftepolygons  stehen.  Da 
die  Mittelpunkte  aller  Flächen  in  einem  nnd  demselben  Axen- 
winkel  liegen  und  demnach  alle  ff  s  A  F  gleichen  Sinn  haben,  so 
kann  Über  die  Lage  des  BerUhntpgspnnktee  auf  den  horizontalen 
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Tangeote  an  die  CentralellipHe,  deren  EntfernuDg  vom  Schwer- 
punkt ^  A  ist,  kein  Zweifel  bestehen;  dieser  Berahrungspunkt 
muss  in  demselben  Axenwinkel  liegen,  in  welchem  sich  auch  alle 
A  F  befinden.  Lfigen  die  A  F  nicht  in  demKolben  Axenwinkel  und 
hätten  demnach  die  A  a"'  ^  x  y  A  F  :  c  F  verschiedene  Sinoe, 
80  mQsste  der  Beruh rungspuukt  in  dem  Axenwinkel  derjenigen 
i^  F  liegen,  deren  .^  A  s'"  die  grössere  ist,  was  jederzeit  ein  Blick 
auf  die  Zeichnung  entscheidet. 


Taf.  I2s  nach  den  in  Nr.  101  R.  402  entwickelten  Regeln,  vorge- 
nommen. Ein  Haikreis,  beBchrieben  Über  den  Schnittpunkten  der 
beiden  zu  s  parallelen  Tangenten  -{-  h  und  —  h  mit  der  Tangente 
-\-  k,   schneidet    auf  dem   gestricbten  Perpendikel  im   BerUb- 

ruBgspunkte  bei  -j-  das  Involutionscentrum  C  aus.  Gin  Halb- 
kreis, der  durch  das  Involutionseentrum  C  und  durch  den  Schwer- 
punkt 5  gebt,  schneidet  auf  der  Tangente  -j-  A-  Axenpunkte  aus. 
Schlägt  man  von  diesen  aus  das  Involutionscentrum  auf  die  Tangente 
-f-  k  herab,  so  erhält  man  Punkte  der  Scheiteltangenten.  Hchlägtmao 
den  Perpendikel  Cselbstvon  seinem  Fusspunkt  aus  auf  die  Tangente 
herunter,  so  erhält  man  Punkte  der  Tangenten  an  den  Endpunkten 
der  y  Axe.  Mittelst  zweier  Kreise  fiber  den  Axen  der  Ellipse 
künnten  nun  auf  dieselbe  Weise,  wie  es  in  der  vorigen  Nummer 
gezeigt  wurde,  entsprechende  Antipole  und  Polaren  construirt 
werden.  Taf.  12j  wurde  gezeigt,  wie  sie  auch  direct,  ohne  vorher 
die  Axen  zu  bestimmen,  mit  HUlfe  des  Involutionscentrum  Ceon- 
struirt  werden  können.  Ist  die  Antipolare  des  Punktes  iVzu  be- 
Btimmen,  so  ziehe  man  durch  .Y  und  >' den  üurehmesser  n',  der 
Halbkreis  durch  C  giebt  dann  den  conjugirten  Durchmesser  m', 
mit  dem  die  Antipolare  parallel  läuft.  Igt  dagegen  der  Antipol 
der  Linie  m  zu  construiren,  so  ziehe  man  durch  den  Schwerpunkt  S 
den  parallelen  Durchmesser  m'  und  ermittele  mittelst  eines  Halb- 
kreises durch  C  den  conjugirten  Durchmesser  n',  in  welchem  der 
gesuchte  Antipol  liegt.  Wird  nun  vom  Punkt  m'  aus  das  Involu- 
tianscentrum  auf  die  Tangente  -\-  k  heruntergeschlagen,  so  erhält 
man  Punkte  der  Tangenten  in  den  t^ndpunkten  des  Durchmessers  n'j 
diese  Tangenten  sind  nun  vollständig  bestimmt,  weil  sie  mit  m' 
parallel  laufen,   sie  schneiden  daher  Curvenpunkte  auf  n'  nus. 
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Wird  ihre  Entfernung  von  S  senkrecht  zu  n'  in  S  T  aufgestellt,  so 
schneidet  der  rechte  Winkel  TV  TM  in  M  den  Antipol  der  Linie  m 
aus.  Eine  Parallele  n  zu  m'  durch  diesen  Punkt  giebt  die  Anti- 
polare  des  Punktes  n. 

Diese  Constraction  ist  kaum  complicirter  als  wie  die  mittelst 
der  Axenkrcise,  die  in  der  vorigen  Nummer  erklärt  wurde. 

Die  Antipolnrclemente  aller  Punkte  und  Liniea  des  Umfangs 
des  Winkeleisens  (Taf.  13)  geben  den  Centralkem. 

Da  die  Ccntraleilipse  nicht  ganz  im  Innern  des  Winkeleisens 
liegt,  so  liegt  der  Centralkem  nicht  ganz  im  Innern  der  Central- 
ellipse. 


117,  Verschiedene  Profile  mit  ihren  CentralelÜpsen  und 
'    ihren  Kernen. 

Auf  Taf.  14  stellen  wireinige  der  Üblichsten  EisenprofilformeD 
zusammen,  um  zu  zeigen,  wie  der  Kern  derselben  aussehe,  damit  das 
Auge  sich  daran  gewöhne  die  Ellipse  und  den  Kern  zum  Profil  zu 
schätzen,  und  man  die  Fähigkeit  erlange,  diese  Constructiongele- 
Diente  nach  dem  Augenraaass  einzuzeichnen ,  und  dann  auch  um 
diese  Formen  hinsichtlich  ihrer  Zweckmässigkeit  mit  einander  zu 
vergleichen. 

Bei  der  Consti-uction  der  Ellipsen  und  Kerne  sind  auch  noch 
die  älteren  graphischen  Constructionen  zur  Anwendung  gekommen, 
die  wir  zwar  fUr  weniger  zweckmässig,  als  wie  die  in  den  beiden 
vorigen  Nr.  erklärten  halten,  die  aber  doch  unter  Umständen  nütz- 
lich sein  kennen,  und  daher  der  Uittheilung  werth  sind. 

Taf.  14s  wurde  die  Centralelüpse  mittelst  drei  Tangenten- 
paaren statt  mittelst  der  Centrifugalmomente  construirt.  Auf  der 
untern  horizontalen  Tangente  wurden  Über  ihren  Schnittpunkten 
mit  den  beiden  andern  Tangentenpaareu  Halbkreise  beschrieben; 
ihr  -Schnitt  giebt  das  InvulutioDscentrum  C.  Wie  in  der  vorigen 
Nummer  geben  Halbkreise  durch  C  und  den  Schnitt  einer  Parallelen 
zur  Tangente  durch  den  Schwerpunkt  S  einen  Punkt  des  Durch- 
messers des  Berührungspunktes  dieser  Tangenten.  Die  Axeo- 
richtuugeu  giebt  ein  Halbkreis,  der  durch  C  und  S  gebt    Um  die 
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Unge  der  kleinen  Axe  zu  erbalteo,  wurde  Über  ibrem  Sckuitt  mit 
der  nächsten  Tangente,  und  mit  der  Ordinate  de8  BerUbrungs- 
punkteB  dieser,  ein  Halbkreis  beschriebeD;  die  Lfinge  der  kleinen 
Aze  ist  jetzt  gleicb  der  der  Tangente  von  S  an  diesen  Kreis. 
Denn  beschreibt  man  mit  dieser  Taagentenlänge  einen  Kreis,  so 
wird  die  kleine  Axe  von  beiden  Kreisen  harmonisch  geschnitten, 
weil  beide  Kreise  sich  rechtwinkelig  kreuzen;  da  nun  auch  noch 
S  in  der  Hitte  der  beiden  80  bestjmmten  Punkte  liegt,  so  sind  sie 
die  Endpunkte  der  kleinen  Axe.  —  Die  Central ellipse  ist  mittelst 
dreier  Tangentenpaare  zu  construiren,  wenn  drei  Trägheitsmo- 
mente, d.  b.  drei  EntfemuDgen  dreier  Tangenten  mit  Hülfe  des 
MomentenplauimeterH  bestimmt  worden  sind. 

Taf.  14a  wurde  die  Centralellipse  so  collinear  auf  den  tlber 
der  kleineu  Axe  beschriebenen  Kreis  bezogen,  dass  beide  die 
kleine  Axe  selbst  uud  den  unendlich  fernen  Punkt  der  grossen 
entsprechend  gemein  haben.  Punkte  entsprechen  sich  also,  wenn 
ihre  Abacissen  sich  wie  die  Ellipsenaxen  verhalten.  Indem  man 
die  dem  Umfang  des  Querschnitts  entsprechende  Figur  im  Kreis- 
Hystem  eonstruirt,  kOnnen  alle  Polarconstructionen  an  diesen  Kreis 
vorgenommen  werden,  und  dann  die  Elemente  des  so  erhaltenen 
vcr/errteu  Kerns,  in  da«  .System  der  KllipEC  wieder  zurückge- 
bracht werden.  Die  Lage  des  dem  Gegenpunkt  jtf|  des  Punktes  AI 
entsprechenden  Punktes  JU^  ergiebt  sieb  daraus,  daas  die  Strahlen 
■S'Jfi  aodSM^  zwei  Paralleltangenten  zur  kleinen  Axe  an  die  Kreise 
der  beiden  Axen,  auf  einer  und  derselben  Abscisse  schneiden 
müssen.  Zwei  Tangeuten  von  J/j  au  den  kleinen  Kreis  geben 
die  Kreispolare  m^  des  Punktes  M^.  Werden  die  Radien  nach  den 
Berührungspunkten  dieser  Tangenten  dazu  benutzt,  um  mit  Hülfe 
der  beiden  concentrischen  Axcnkreise,  nach  der  bekannten,  und 
schon  oft  benutzten  Methode  ElHpsenpunkle  zu  bestimmen,  so  sind 
diese,  Punkte  der  Antipolareu  m  des  Punktes  JH. 

Taf.  14s  unterscheidet  sich  von  Taf.  14«  nur  dadurch,  dass  die 
Hilipse  auf  den  grossen  und  nicht  auf  den  kleinen  Axenkreis  be- 
zogen wurde,  und  demnach  die  Tangenten  an  diesen  vom  hinaus- 
geworfenen Gegenpunkt  aus,  gezogen  wurden. 

Wird  ein  Balken  als  selbstAndig  tragender  Constructionstbeil 
verwendet,  so  soll  sein  Profil  hei  gleichem  Flächeninhalt  das  mög- 
lichst  grosse   Widerstandsmoment,    und    den    möglichst    hohen 
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mi  Momente  paralleler  Kräfle. 

Centralkera  darbieten;  das  letztere,  damit  es  bei  Abweicbungen 
der  uuBBei'balb  eioes  Scbnittes  wirkenden  Mittelkraft  von  der  ceo- 
ti-alon  Lage  noch  die  möglichst  grosse  Sicherheit  darbiete,  weil  Ui 
den  meisten  sblcber  Constructionen  die  Mittelkraft  Die  ans  den 
Centralkern  heraustreten  soll.    Das  WiderstandBinoineiit  ist  laut 

Nr.  105  S,  419  gleich  — -  .  g^  bei  gleichetD  WiderstandBCoeffi- 

cienteo  q  hat  dieses  Moment  drei  DinienHionen,  und  miiss  daher 
durch  f /^''  dividirt  werden,  wenn  es  mit  der  Fläche  Terglicbea 
werden  soll. 


cYF 


ist  demnach  eine  Verhältnisszahl,  welche  bei  Balkeu  gl^cher 
Querschnittfläche  und  gleichen  Materiales,  mit  deren  WiderstaDdii- 
moment  ab  und  zunimmt,  und  sich  daher  zur  Vergleichung  der 
Form  der  Querschnitte  eignet.  Soll  die  Höbe  des  CentralkenE 
mit  der  Fläche  vergliclien  werdeo,  so  ist  sie  mit  Vi^zudindireii. 
Bezeichnen  cc  die  Entfernungen  der  beiden  äussersten  Fasern  vom 

Schwerpunkt,  so  ist  die  Höhe  des  Centralkerns  gleich  —  +  .  . 
und  das  gesuchte  Verbältniss  gleich : 


r  VF     V  "•"    c-  } 


c  ist  bei  symmetrischen  Profilen  gleiche',  bei  unsymmetrischen 
aber  immer  grösser ;  demnach  ist  diese  VerhältntsBzahl  bei  sym- 

metrischen  Profilen  genau  das  doppelte  von ^—    ,  bei  unajm- 

metrischen  ist  sie  aber  etwas  grüsser.  Im  Wesentlichen  sind  aber 
beide  Verhältuisszahlen  der  Ausdruck  für  eine  und  dieselbe  Sache, 
für  die  mehr  oder  weniger  grosse  Widerstandsfähigkeit  des 
Profils. 

Wir  stellen  jetzt  diese  Zahlen  für  die  auf  Taf.  12,  13  und  U 
eonstruirten  Profile  zusammen ; 
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Prof. 

1-'.    j  .t, 

i'  /■■. 

i»F :  c, 

t.,«rF 

»■■ 

ijUBua 

47,85:  4,7 

1057,0      162,14 

.0,490 

,983 

J 

40,8    1  5,2 

1103,2    1    95,10 

0,365 

1,053 

I 

10,07     4,42 

196,73     33,28 

1,041 

2,082 

X 

9,77    3,05 

90,85:    23,15 

0,758 

1,616 

i 

13,28,  3,10 

127,63'    24,49 

0,606 

1,280 

X 

15,70 1  2,57 

103,69  i     15,25 

0,245 

0,946 

c 

8,70    2,73 

64,84,    18,26 

0,712 

1,424 

Xu 

4,70     1,65 

11,29 

6,32 

0,622 

1,083 

1^ 

10,40    0,66 

4,53 

2,86 

0,085 

0,186 

+ 

6,10    0,87 

5,74 

2,28 

0,151 

0,303 

Die  Ziffeni  dieser  Tabelle  drUckeii  in  Zahlen  aus ,  was  im 
AllgemeiDeD  jedermaun  weiss.  Obenan  steht  als  das  anerkannt 
beste  aller  Profile  das  I ;  es  vereinigt  am  meisten  Material  in  den 
äussersten  Fasern,  und  giebt  deshalb  bei  gleicher  Fläche  den  grOss- 
ten  Widerstand.  Seine  Verbältnisszahl  ist  1,04.  Vielleicht  liesse 
sich  diese  Zahl  noch  erhöhen ,  wenn  man  den  Kopf  noch  etwas 
rerstärkte,  was  die  Stärke  der  Mittelrippe  wohl  gestattet.  Umge- 
kehrt drOckt  eine  Verstärkung  der  Mittelrippe  diese  Verhältniss- 
zahl herunter,  wie  es  die  Profile  des J~ und  c  Eisen's  Taf.  14^  und, 
mit  den  Zahteu  U,7d8  und  0,712  zeigen.  An  diese  Profile  reiben 
sieh  das  Zoröseisen  -n.  Taf.  14^,  das  wegen  seiner  geringen  Höhe 
nur  die  Verhältnisszahl  0,522  besitzt.  Nahezu  ebenso  stark  ist 
das  ]  Eisen  Taf.  14,  mit  der  Zahl  0,506,  noch  schwächer  ist  die 
Eisenbahnschiene  Taf.  12,  welche  wegen  ihrer  starken  Mittelrippe 
nur  die  Zahl  0,^9  erreicht;  dagegen  viel  schlechter  das  -J-  Eisen, 
Taf.  14g,  das  gar  nur  die  Zahl  0,151  zeigt.  Das  schlechteste  aller 
Profile  ist  aber  die  americanische  Flachschiene  ^  Taf.  1 4,,  welches 
nur  die  Zahl  0,0^5  aufweist.  In  dieser  Form  trägt  also  das  Eisen 
12mal  weniger,  als  wie  in  der  I  Form.  Und  doch  sind  ähnliche 
Formen  hei  der  Anlage  deutscher  Eisenbahnen  nachgeäfift  worden! 
Erkundigt  man  sich  dann  nach  dem  Grund  der  Annahme  dieser 
schwachen  Form,  so  erfUhrt  man,  dass  der  Hauptzweck  dieser 
Schiene  nicht  der  sei  Fahrzeuge  zu  tragen,  sondern  „das Publicum 
möglichst  wenig  zu  belästigen." 

Auf  eine  EtgenthUmliehkeit  muss  hier  noch  aufmerksam  ge- 
macht werden.  Frllher  wurden  bisweilen  Zoräseisen  mit  einem 
Eorn  oben  aufgewalzt,  wie  es  Taf.  14,  punktirt  wurde.    Unter- 
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sucht  maD  dio  Widerstandsföhigkeit  eines  Bolcben  Zoröseisen ,  eo 
findet  man,  dass  es  mit  Korn  der  Biegung  weniger  Wider- 
stand entgegensetzt,  als  wie  ohne  Eorn.  Das  Belagen  an  Material 
au  einen  Querschnitt,  der  im  Qbrigen  unverändert  geblieben  ist, 
bat  die  Widerstandstähigkeit  des  Querschnitts  rermiodert.  Um 
diesen  Widerspruch  zu  erklären,  darf  man  nur  auf  dio  Formel  des 

BiegungsmomenteB  — f  ^  zurückkommen.  Durch  das  Beifügen  des 

Kornes  wurde  A*/^  verhältnissmässig  nur  sehr  wenig,  dagegen  c 
viel  mehr  vergrössert,  eo  dass  diese  Form  ein  kleineres  Moment 
bei  gleichem  ^  giebt. 

f^s  ist  nicht  schwer,  die  Aenderuug  des  Widerstaudsmomentes 
einer  Querschnittsfläcbe  f  durch  Beifügung  einer  kleinen  Fläche 
AF  auszudrücken.     Bezeichnen    wir  mit   /  die   Entfemung   der 

Fl 
Schwerpunkte  beider  Flächen,  mit  y  ™    e-  t  r  p  *^'*  Entfernung 

des  Schwerpunktes  der  Fläche  A  F  vom  gemeinschaftlichen  Schwer- 
punkt beider,  mit  c  -|-  A  c  die  Entfernung  der  äussersten  Faser  der 
Fläche  F-\-aFvoii  diesem  Schwerpunkt,  mit  k  und  k^  die  Höhe 
der  Centrale! iipsen  der  FIScben  F  und  Af,  so  ist  laut  Nr.  W 
S.  390  das  Widerstandsmoment  der  totalen  Fläche  gleich : 

Zieht  man  hiervon  das  ursprflngliche  Widerstandsmoment  k*  f:  r 
ab,  so  erhält  man  den  gesuchten  Zuwachs  gleich : 


c  -j-  A  c   [         Ä» 


/y  -j-   k^^  Af" 

F 


A-a 


nie  bedeutend   von  1 


abweichen  kann,  so  gebt  aus  der  letzten  Form  hervor:  dass 
wenn  der  Zuwachs  der  Fläche  sich  ungefähr  zudem 
der  Entfernung  der  äussersten  Faser  verhält,  wie 
die  ursprüngliche  Fläche  zur  ursprOoglichen  Ent- 
fernung,    kein    Zuwachs    am    Widers tandsmoment 
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stattfinde.  Kiaimt  aber  die  Entfernung  der  äusser- 
stenFaeer  rascher  zu,  so  findet  Abnahme  des  Wider- 
atandsmomentea  statt. 

Die  obigen  Formeln  wollen  wir  auf  ^^'E-  iss. 

ein  Beispiel  anwenden,  und  untersuchen,  ob  ^ 

dadurch,  dass  man  im  symmetrischen  Quer- 
schnitt von  dem  Fig.  185   nur  die  obere 
Hälfte  darstellt,  die  obere  Mittelplatte  Über 
die  Wiukeleisen  vorstehen  lässt,  ein  Zu-      i 
wachs  erzielt  wird  oder  nicht.  j 

Bei  dieser  Anordnung  hat  man,  weil      | 

wegen  der  Symmetrie,  der  Schwerpunkt      ) 

des  Ganzen  isich  nicht  ändert:  ; 

y  =  /  =   c   +  '/«  A  c  ' 

A*^  ='/,,  Ac» 

aF=  e  .  Ac. 

Demnach  der  Zuwachs  des  Momentes  gleich : 


c(c 


(,+  '!,i.e)'+< 


jÄC' 


*' 


■  F 


-1 


«eist  die  Querscbnittsfläche  einer  Platte  die  so  hoch  wäre, 
iiU  wie  der  ganze  Träger.  Ist  also  diese  Querschnittsfläche  nicht 
annShernd  so  gross,  als  wie  der  totale  wirkliche  Querschnitt,  so 
wird  das  Anbringen  der  Mittel)>latte  das  Widerstandemoment  rer- 
miodern.  Wäre  z.B.  die  halbeHßhe  einer  Rippe  c=^250;  k^235; 
Ac  =  6  Ctm.  und  F  =■  600  DCtm.  also  F  :  c  = 'i,i  Ctm.,  so 
ergäbe  sich  ein  Zuwachs  von 


c  +  Ac 


k*Ft  1,16.  , 


-n 


Es  muBS  also  die  Mittelplatte  mindestens  e = 


2,4 

"ue" 


—  2,07  Ctm. 

dick  sein,  wenn  das  Anbringen  der  Hittelplatte  keine  Verminderung 
des  Widerstandsmomentes  erzeugen  soll. 

Zur  Beruhigung  der  Herrn  Constructeure,  welche  gern  Zickel- 
zackelfSrmig  construiren,  wollen  wir  hier  noch,  fur  den  Fall,  Aubb 
einer  derselben  einmal  wirklich  rechnen  sollte,  beifügen,  dass  die 
hinzugekommene  Platte  nie  wirklich  Verminderung  des  Wider- 
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standoH  bervorbringcQ  kana.  Denn  giebt  der  kleinere  Querscbnitt 
ein  grüHäcres  Moment,  als  wie  der  grössere,  so  darf  Jederzeit  auf 
das  Moment  den  kleineren  gerechnet  werden;  der  kleinere  Qtier- 
Hcbnitt  ist  ja  auch  dann  noch  vorhanden,  wenn  die  äussersteu 
exponirten  Fasern  durch  das  dem  kleinem  Querschnitt  ent- 
sprechende grössere  Moment  zerstört  würden.  Also  allgemein: 
Wenn  durch  Weglaseung  von  Pläcbent heilen  des 
Querschnittes  das  Widerstandsmoment  von  tragen- 
den Balken  vergrössert  werden  kann,  so  ist  es  ge- 
stattet, das  grössere  Moment  in  Kechuung  zu 
bringen,  Das  wirkliche  Widerstandsmoment  ist  also  das  Maxi- 
mum aller  derjenigen,  das  durch  Combination  der  verschiedeDen 
vorhandenen  Flächeoelemente  gebildet  werden  kann. 

In  der  Praxis  wird  man  sieb  natürlich  bttten,  Material  an 
solchen  unwirksamen  Stellen  zu  vergeuden.  Die  breitesten  Plat- 
ten sollen  die  äussersten  Fasern  bilden,  damit  sie  dort  voll  tragen 
helfen ,  der  eiufiiche  ~  und  kaatenfürmige  Y\  Quersphnitte  sind 
daher  die  zweckmUssigsteu. 


Fünftes  Kapitel. 

Trügheitsmomeiite,  Centralellipsoide  und 
Kerne  einiger  Körper. 


118.  Centralellipsoid  uud  Kern  eines  Prismas  und  eines 
Cyünders. 

In  einem  von  parallelen  Endflächen  begrenzten  Prisma  oder 
Gylinder  ist  bezüglich  des  Schweipuukts  die  Stellung  dieser  Edü- 
flächen  der  Richtung  der  Kanteu  oder  Erzeugungslinien  con- 
jugirl. 

Da  alle  Parallelen  zu  den  Kanten  gleich  lang  sind,  so  er- 
scheint der  zu  den  Endflüchen  parallele  Querschnitt  durch  den 
Schwerpunkt  in  allen  Theilen  gleich  stark  belastet,  und  seine 


D.gitizecbyG00glc 


1 1 9.    Die  TrSjirhcitsnioiiii'nl«  eineg  Telraerif  r.  489 

CeDtraiellipse  und  sein  Kern  Hiiid  daher  anch  die  8cbnitte  des 
Centralellipäoids  und  Kems. 

Oa  alle  ParatlelHchnitte  gleichen  Inhalts  «lud,  so  sind  die 
Segmente,  welche  auf  der  ca  den  Kanten  parallelen  Linie  durch 
den  Sefawerpunkt  von  den  Endflächen  des  Prismas  Tum  Central- 
ellipsoid  und  vom  Kern  abgeschnitten  werden,  ebenso  so  gross  als 
die  Segmente  welche  von  den  Seiten,  der  Gentralellipse  und  dem 
Kern  eines  gleich  hohen  Parallclograraras  auf  der  Linie  abgeschuit- 
ten  werden ,  die  die  Mitte  Kweier  gegenUbeiliegenden  Seiten 
verbindet.  Berücksichtigt  man  nun  noch ,  dass  dem  Umfang  der 
Endflächen  laut  Mr.  104  S.416  eine  Pyramide  oder  Kegelfläche  ent- 
spricht, deren  Spitze  der  Pol  dieser  Endfläche  ist,  so  erscheinen 
dasCentralellipsoid  und  der  Kern  vollständig  bestimmt.  Die  Höhe 
des  OentralelHpHOida  ist  gleich  ?^'/iä  oder  =  0,2Sit  der  PriBuien- 
oder  Cylinderhöhe,  und  die  Hübe  des  Kerns,  der  aus  einer  Doppel- 
pyramide oder  einem  Kegel  zusamntengesetztist,  nimmt  das  innere 
Drittel  des  Prismas  ein. 


111».  Die  Trägheitsmomente  eines  Tetraeder. 

Um  im  AlIfeneiaeD  die  TrigheiUmomealii  von  KSrpern  lO  beatimnieD, 
wHlche  TOD  ebenen  FlSchen  bfgrenzl  äoä ,  kxiiii  raan  die  OberflSehe  dereelbcii  in 
ebene  Dreieclie  zerlegen,  und  »ie  aua  irgend  einem  Punkte  e.  B.  aue.  dem 
Ursprung  der  Coordinaten ,  aus  dem  uaendKcli  reinen  Paukte  einer  Aze  oder  auub 
aus  einer  Ücke  des  KSrpere  gelbit,  projiclren  nnd  6o  den  KSrper  in  eine  ZaLl  ein- 
zelner Tetrueder  oder  dreiseitiger  Prismen  zerlegen,  deren  Momente  man  einieln 
l.r^timint  und  snmmirt.  Um  diese  Operationen  Bnsffihren  zu  kSnnen ,  mnes  man 
Tor  allem  die  Momente  von  T^tmedem  oder  von  schier  nhgesehnlttenen  dreiseitigen 
Prismen  für  den  Fall  ennitleln ,  in  welchem  dip  Ecken  dleeer  Körper  dnrch  Ibre 
Coordinaten  geKeben  sind.  Wir  tiGglnnea  mit  dem  Centrirugalmoment  Xzy  A3, 
i-iuuB  sehier  abgeschnittenen  Projectionspriamaa .  von  dem  wir  dann  nlle  Qbrigen 
Homente  ableiliia  kfinnen. 

Bei  dieteu  AbHtuugen  lasseii  >vir  die  Sinus  des  körperlichen  Keks  und  die 
Winkel,  welche  die  Coordinatoua:teii  mit  einander  bilden,  ireg,  d.  h.  wirBnlzen  Henk- 
recht aufeinander  stehende  Axen  vofaiiii.  Nichts  desto  weniger  gelten  die  Formeln 
die  wir  entwiekela  werden,  ganz  allgemein nnch  filr  seh iefwin kell ge  Aien,  weil  laut 
Nr.  ftS  S.  Sia  ,  die  Homente  in  Bezug  anf  feste  Ebenen  hei  Aendernng  der  Aien 
sich  nnr  am  constante  Factoren  Sndern,  Sollen  daher  die  Formeln  auf  soblef- 
winhellge  Aien  nngewendet  werdnn,  so  hat  man  Qberall  nnr  ftatt  der  Determionn- 
tcD  des  Inhalts,  den  inhalt  getheilt  durch  den  flinns  des  kSrperilchen  Ecks,  nnd 
statt  der  Flächen determlnanteo  die  Fificben  getheilt  durch  den  Sinus,  des  Winkel» 
der  treffenden  Axen  lu  setzen. 
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Einatwfülen  bis  tnr  EliiDination  der  CgnBUnten  aei : 

die  Gleichung  der  EndflSohe,  dann  ist  innächst  das  iDlegreiiR 


]xdx\(«: 


für  deu  Kall  in  besUnimeD,  in  welchem  y  gleich  ist: 

„  „    yt  — y>    ^       ^  y.  —  gl  yt 

I,  —  Ii  x,  —  x,' 

Mit  Hfitfe  der  allgeoielDen  Fonneln  Nr.  95  8. 877  erfcitt  man  rür  dieses  Inte- 
gral den  Ausdruck : 

-^(i,— *,)[C«yi'  +  syiy»  +  ?.*}*i'+C3y.'+*SiSs  +  3y.')*.^  +  Oi' 
+  3  yi  yi  +  6  y,»)  v] 

+  -fj,  (^-«0  [(*ff,=  +  3y,'y,  +  2y,y,>  +  y,3)r,  +  fff,'  + ay,>y,  + 3y,y,' 

+  fj  (*i  —  «■)  [yi'  +  yi*  St  +  Si  yi'  +  y»']- 

Dlerie  Summe  stellt  das  Moment  eines  Prismas  dar,  dessen  GndBSehCD  die 
Projectionspbene  xy  und  die  schiefe  Ebene  z  =•  sz  -|- .  .  sind ,  und  dessen  Seiteo- 
flächeo  die  Prajeetionsebane  der  Z2,  iwei  Parallel  ebenen  zu  den  der  yz,  durtrb  dir 
Punkte  I  und  3,  und  eine  Parallel  ebene  zur  Aie  der  z  durch  dieselben  Punkte  aiaä. 
Wir  erbalten  unn  das  Moment  rür  das  Projectionsprlsma  der  Punkte  1  S  3 ,  indem 
wir  ähnliche  AiudrQeke  (Qr  die  Paokte  S  3  und  3  1  Ulden,  nnd  alle  drei  auramirrv. 
Hierbei  bealimmen  wir  die  Zeichen  der  AlucisBendilTerenien  so,  dass  der  doppelte 
FlUeheninhalt  der  ProJectioD  des  Dreiecks: 

fi  ij  =  I  a;,  y,  1    I  ~  (i,  —  I,)  g,  +  (ij  ~  x,)  nt  +  (X,  ~  X,)  .V,. 

1  ^3  ya  1  I 
positiv  iet ,  was  TOranssetEt ,  daas  der  Sinn  )  S  3  bei  dem  Umfahren  des  Drrieeks 
mit  dem  Druhungssinn  von  +  x  nach  +  ij  flberänstimmen.  Man  sieht  bteraBi, 
dass  In  die  Momentensainme  das  Moment,  das  wir  eben  entwickelt  haben ,  mit  dem 
Zeichen—  einzuführen  ist ;  oder  überhaupt,  dass  die  Immer  positiven  ilinliehen  A)k- 
drücke  In  deu  Klammern,  mit  den  Abscissendiffereoienfz,  ^xj),  (I1  —  I3'),  (r,  —  tJ 
zu  multiplieireD  sind. 

Geschieht  diea  ao  wird  die  Summe  durch  Fi  n  Iheilbar,  and  man  erhält  das 
CentriruRalniompnt  Sna  des  dreiseitigen  Prismas; 


«,.._?j?u 


t(3  I,*  +'ix,x^  +  i  X,  ij  +  li»  +  z,  Tä  +  Xi')  y,"l 
(!,»  +  a  I,  ii  +  I,  ij  +  3  I,»  +  a  r,  xj  +  J,»J  y,  I 
(i,>  +  I,  a^,  +  2  I,  la  +  r,"  +  a  X,  a,  +  a  J^»)  j,,  J 
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«0       I  (Ui*  +  >  yi  yi  +  ?i  Pi  +  3  y«'  +  2  !/,  ya  +  yj»)  I 

L(yi»  +  j>  y.  +  2  y,  yj  +  y.'  +  «  y.  yj  +  s  y,')J 

+  iTl'j  n^y-  +  P»  +  y.>*.~| 

Lo.  +  y*  +  s  yi)  li  J 

Zur  Eliminatian  roa  o,  p  und  c  «etwa  wtr; 
Q:     =  (6  a:,  +  Sl,  +  2ar,)y.  +  CSi, +  81,  +  r,)  y,  +  (S  r,  + 1,  +  a  ij)  y„ 
«"   -  (3  I,  +  S  ar,  +  I,)  y,  +  (S  i,  +  6  a,  +  S  x,l  y,  +  (z,  +  2i,  +  a  ij)  y,. 
y"  —  (3  a,  +  «,  +  a  *,)  y,  +  {a,  +  !  a,  +  a  Tj)  y,  +  (I  *,  +  S  i,  +  6^)  Ji 
—  {^1  +  ai  +  2  »■•)  (yi  +  yi  +  3  y,)  +  (ar,  y,  +  »i  y,  +  a  a,  yj). 

Dann  kann  S,  f,  naf  die  folgende  Form  gebracht  wordm : 

+  (.<{  +  «■■  +  y")  «]. 
Für  t  >•  I,  a,  3,  Ut  aber: 

j,.  -«*..  +  ^  y,.  +  c, 
«teiDDaeh  an<A : 

<s> »  -  -^  CO*  I.  +  (^ ' ».  +  «■"  ^)- 

Es  tat  d)(.-i  der  elnfaelisle  Ausdruck  für  diis  Cenlrlfugalmoment  den  dr«i- 
ueitiKen  Prismas  In  Beiug  auf  die  Ebenen  z  z  y ,  der  keine  a  p  c  mehr  enthllt  und 
in   »reichem  Q^  A^regate  von   der  Form   x    y^  flind. 

Das  enteprechende  Moment  eines  Tetraeders  erhalten  wir  durch  SummalioB 
der  vier  dreiseitigen  Prismen,  welche  seine  Seiten  projiclren ;  wir  liehen  also  noch 
einep  vierten  Punkt  mit  heran  und  aetxeo  die  Summen : 
«j  —  *i  +  *i  +  «,  +  ii, 
S^^  —  (Sa,  +*,  +  *a  +  *,)y,  +  (*,  +  Bai  +  «,+a,)jf,  +  (a,  +  sc,  +  a  s,  +  a,jy, 

+  (ii  +  :e,  +  *,  +  S  aO  y4  —  'a,  «^  +  »,  yi  +  a^  y»  +  ^  ft  +  *«  y., 
S^je~  V  +  *i'  +  *i'  +  *i*  +  '<*• 


»l'   +   II  ^   +   iEl  I.     I 
^*   +   «J  **     I 


Mit  BerSckHlchtigung  der  zweiten  Form  von  Q^  lassen  sieh  die  Q^  durch  die 
,  S  Dod  dareh  die  Coordioaten  Xj  x,  und  y,-  ^,  also  aiudrtckea ; 
Q(.,->  _  (,^  -  a.)  (,j,  _  j,.)  +  (,^  -  X,)  y^  +  (s^  —  yO  I .  +  a,  ;,,  +  i,  y, 

+  «jyi  +  »*,■  y.. 
—  Sj,,  +  *,Cy,  — y.)  +  'gi'i  —  ''t)  +  s*,y,  — z,y*— *4y,-     ■ 
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41)2  Momente  paralleler  Krätle. 

iDHbetODderi-  ist: 

^"  —  '^j.y   +  'j-  (i'i  -  i'4)   +  ",  (^<   -  »^)  +    «   ^4  !*.     -  *.  J.  -  '>  y^  -  ^,,. 

Ijummirt  niHn  die  mit  z^  miiltiplicirtcD  Q,'  von  i  =  I  bin  4   und  lieiit  dani  lü 
(^  "  ;,  die  Klrichu  Grdsae  .^^^  z,  ab,  so  erhSit  oiho  für  Si  ,i : 

«.  .3  -  -^^^  (Q'  2,  +  Q"  J.  +  Ö'"  s,  +  Q""  *.  +  S_,y  I.) 
+  »^j  j/j  «3  +  «1  yi  'j)  —  2  »j,  »,  »J- 

Wir  nfhmen  an ,  die  vier  Eispunkte  de«  Tetradere  u^en  im  Kaum  bo  tx 
legen,  dasB  die  Oeterminante ; 


I.  J,  *,  1 

^J.2»l 

aiy,z,  i 

Ii  ,V.  ^1  ' 

weiche  d^n  Bpclisfachpu  Cublkinhslt  des  Tetiaeders  darstellt ,  p«eltiv  «ei ;  iliii» 
mnsB  der  Punkt  4  nnter  der  Eben«*  12  3,  d.  fa.  auf  der  Seite  vnn  —  2»  diesrt 
Ebene  liegen,  denn  wenn  er  in  der  Ebene  1  3  S  liegt,  bo  ist  3  gleich  noll  und  drm- 
naeb  z,  Zt  entgegengesetEt  gleich  z^Z^  +  H^i  +  "z  Z^.  Da  Dan  aber  Km 
positiv,  alBD  Z,  negativ  ist,  bo  miiBS  z«  kleiner  als  die  Ordinate  des  Punkten  (z,  j,) 
anf  der  Ebene  1  S  3  Bein.  Ea  Blimmt  das  mit  dem  allgemeinen  Uatze  überi-ia,  da$> 
in  der  unendlich  fernen  Ebene  der  DrehuogBsiDD  4)  I  2  3  mit  ditm  Sinn  +  zj: 
+  1/1X1  +  z  ao  identisch  sein  inuBs.  Denken  wir  niw  feraer ,  die  Projeoilon  d« 
Punktes  4  aut  die  Ebene  x  y  falle  in  das  Dreieck  i  S  3,  so  muss  offenbar  da^  Ho- 
uient  des  PriimaB  I  S  3  positiv,  dagegen  die  Homente  der  drei  Prismen  l  i  f, 
3  3  4,314  negsLiv  genommen  werden.  Nun  ist  aber,  wenn  Z^  den  CoefflcientiB 
von  t,.  in3beielohnet,  F, ,,— —  Z„  Fi,,  — +  Z3,  F,,,— +  ^,,  Fjn-'  +  Z.: 
mitbin  muBB  in  Jedem  S^  I  f&r  F  .^ilas  —  Z^.  dea  fehlenden  Indexes  substilnirt 
werden ;  geechielit  dies  und  werden  dann  die  vier  <£  addiri,  so  erhilt  maa  mit  >k- 
rAcksiehtigung  der  folgenden  Gleichheiten ; 

X,  Z,  +  XtZi  +  XsZ,  +  Xi  Z,  =  o, 

y,Zt+StZ^  +  y»  Z»  +  y.  2*  -  0. 
z,Z,  +  2^Zt  +  ij  ^  +  14  ^,  -  3, 

Z,   +       Z,+       Z,  +       Ä  — 0; 
das  Centrifugalmoment  des  ganiea  Tetraedera: 

Das  TräKlx'lttimomeiit  Z  z>  A  3  erhält  man ,  indem  rmm  x  •=  g  »etat.     Da 
die  Ansdrücke  von  S  in  Bezug  ttni  alle  Courdinaten  vollkommen  symmetriach  und. 
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so  erbTilt  mim  alle  Juderen  Momente  durch  einfacbe  Vertausch angen  der  Indexe 
xy  Ton  S;  ei  iit  BberBOmlg,  dieselben  umiuBchreil>en. 

nie  GrösM'i)  a  b  c,  A  B  C  Hr.  lüG  erliultrn  wir  iliircli  Divinion  dIesRr  Ho- 

nii-Dlr,  mit  — '  3  dem  Inhalt  in  Tetmeden,  nSmlich: 


20  20  "  4 

[Ke  SnbatitDtion  dieser  Werihe  1d  die  GleichnDgeo  von  Mr.  106  S-  427  gielit 
die  Ulmen^LeD  aller  Ellipsoide.  Wir  woilee  dleiolben  oictit  anBChreil>eD ,  aoo- 
(lero  uns  damit  begnOgeo,  die  Verein faehaDgeD  vun  S^^  und  S^^  für  den  Fall  oas- 
zorQbren ,  in  welchem  dpr  AnFangspLinlit  i1>t  Coordinatpn  mit  dem  Schwerpankle 
nnd  mit  der  Bcke  *  insammenISIlt.  Alle  bbriffeu  S  sind  eymmctrisch  gebaut  und 
die  Dliuensionen  der  entapreehenden  EliipBolde  denenitien  eintach  proportional. 

Wird  der  UnpruDg  nach  der  Bcki?  t  verlegt,  bu  ist : 


^-=Xi   +  X,  +  XsV.».W. 

^y  —  (I,  +  't  +  ',)  iv,  +  y,  +  Pi)  +  *.  y>  +  «1 J»  +  a«  !/s, 
li  =  ('<   +  *i  +  '.)'  +  C^i'  +  »i'  +  ar,»)  —  3  [i, 


+    X.X-^    +    X,  Xt~\ 

+  I,»  +  i,  X,     ■ 

+  vj 


Wie  man  sieht,  sind  diese  Functionen  identisch  mit  den  von  Nr.  Iiod;  eie 
sind  genau  in  gleicher  Weise  insaminengesetit. 

Lisst  man  die  AiPn  mit  den  drei  in  der  Elcke  4  sich  sehncldenden  Kanten 
zusammen  fallen,  so  sind  alle  Coordinalen,  mit  Ausnahme  *ud  z,  y^  nnd  z,,  gleich  o, 
und  man  hat ; 

„.  _  -i-  ^.,  »._      1-  „1,  c'_  -'    -  z,>; 


Wird  di^r  Coodinatenursprung  nach  dem  Schwerpunkte  *erlegt,  i 
auch  die  Riehtnogen  der  Axen  gewählt  werden  mt^en ,  'x^  "y^  's 
manerbäll: 

%y  —  ^  yi  +  »4  yi  +  a:»  S/a  +  »■.  ;'4- 
Die  AuBdrDcke  fSr  die  Sbrigen  S  >dnd  gani  af  mmiliiach  gebaut. 
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Laoren  die  Aien  mit  drei  in  einer  Ecke  eich  schneid pndpn  Kanten  pAnlld,  I 

wihrend  der  Ursprnng  der  Coordinatna  imniRr  Im  Schwerpunkte  bleibt,  m  rittiät  i 

Coordinaten  der  4  Eckpunkte ,  wenn  die  L&ngen  dieser  drei  Kanten  Mit  d  «/  ke-  I 
lelchnet  werden,  Kr  die  l-^clipankte : 


1  Rleieh  + -j- <i,        -  — «.        -"T-^-  I 

a      .     ~-^d,        +^e.        --f/. 
3      .     ~-^d.        -^e,         +-5-/, 

.  .  _^..    _4.„    _^„  I 

woraitB  sich :  I 

80  80  80  ■' 

A —  «/,     B —fd,     C— '-deergiBbt.  , 

80      ■"  80   ■'      '  80  " 

Wir  inacliea    aar   die  Uebereinitiiiiiiinng   dieser  Dimensionen    dei  Cenlnl- 
ellipBoida  mit  denen  des  TrSRbeitBClKpaaidg  fOr  eine  Ecke  and  den  mit  den  Kante«        1 
■uaammentaUenden  Aiea  anfmerksam.     Jene  Dimenaianen  mBssen  sich  au*  dM 
eben  eatirickeltün  ergeben,  wi>nn  die  Produtrte  der  Schwerpanktscoordinibia 

in iP   oder  d  e  addirt  irerd<>n      In  der  That  ist : 

16  IE 

80  16    ~     10      ""  80  le    ~    SO   ' 

Die  einfadiHten  AnadrQcke  erhält  man  aber,  ivenn  man  die  Verbindaai»- 
llnie  der  Mitten  ineier  gegen Qberliegender  Kanten  als  eine  der  Aie  i,  B.  als  2  Aie 
annimmt  nod  die  l>eiden  andern  Axfii  mit  jenen  Kanten  parallel  lauren  lässt. 

Ist  die  Länge  der  Verbindangslinie  der  Mitten  —  i  und  die  der  Ix-ldenKantm 
~  d  und  e,  so  erhält  man  die  Coordinaten  für  4  Eckpunkte? 


-T-'' 

-4-«. 
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40  40  30 

und  Sif  ^  5xy  -^  5yi   =  0  ergiebt. 

In  diesem  Falle  also  sind  die  drei  durch  den  Seb*erponkt  gehendeii  Axen 
coDjugirt  und  wir  erballen  die  inr  Constinction  des  CentralelUpsoids  bequemsten 
Elemente.     Die  mit  eioef  Kanle  parallelen  Durchmesser  haben  eine  LSuge  von 


Kaatenoiitten  parallelen  Durchmesser  haben  cur  Linge ^    0,44731     der 

V  5 
Verbindnnipitinie.  Diese  einfachen  Verhältnisse  lierern  dreimal  die  LSnge  von  drei 
caDjugirten  Durchmesaern,  dreimal  mehr ,  als  man  lar  ConstracHon  braneht.  Die 
Antipolare  der  Kante  d  läuft  parallel  mit  der  conjugirten  Achtung  t\  schoeidet  die 
Verbindungslinie  der  gegRnüberliegenden  Kaotenmitten ,  Keil  d  nie  schneidet,  uad 
zwar  In  der  Gntferonng  von : 


I 


-\. 


Da  dirs  nnn  anch  von  allen  andern  Kanten  gilt,  so  folitt,  dass  im  -—  der 
RntrernnuK  gegen Cherliegender  Mitten  oder  Im der   Kntfemung    einer  Jeden 

Kante  vom  Schwerpunkte  eine  xur  Kante  parallele  Kante  des  Kerntetraedera  Hege. 
l>er  Kern  eines  Tetraeders  ist  also  diesem  ähnlich,  besitil  denselben  Sehwerpunkl, 

und  seine  Dimensionen  sind  der  des  gegebenen  Tetraeders, 


120.  Die  Momente  eines  schief  al)ge8clinittenen  drei- 
seitigen Prismas. 

Wir  nehmen  an ,  es  laufe  die  Axe  der  z  mit  den  drei  parsIlRlen  Kanten  des 
PrlamsB  parallel.  Das  Moment  in  Besug  auf  die  Ebene  xoderxy  haben  wir  bereits 
am  Anfang  der  vorigen  Nummer  ermittelt,  um  zu  den  Momenten  des  Tetraeders  in 
gf'langen.  Die  Qbrigen  Momente  erhält  man  aber  einfacher,  Indem  man  es  in  drei 
Prismeo  mit  J(>  einer  der  Parallel  kanten  lerlegt  uud  Ihre  Momente  summirt.  Wir 
':chreibcn  die  Determinanten  desEohaites  dieser  Tetraeder  voll  an,  weil  «le  in  dieser 
Kurm  die  Coordlnalensommen  der  Eckpunkte  sehr  übersichtlich  gel>en.  Der  En- 
hslt  3  ei^ebt  sich  aus  : 

63-  I  i,y,ä!.  I  ]  -  |i.y,ii  1  +     *,?,«,  I     -Fv 

i  «I  Pi      I  I  j  i>  s.  I.  I              I,  y,  z,  I 

'  *i  y,       II  I  ir,  s,       1                 ».  yj  r,  I 

I  *s  ft       1  !  I  ^  yj       •                 la  S)       I 
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Wenn,  wie  frühpr,   mit  F  der   Aoyfc\te.  Inhalt   der   Prnjt^erion    aiid  mit  '„!„ 
s,  c=  z,  +  Zf  +  zj  die  Summen  dpr  drei  Cuordinatfii  buicicliiiet  irird. 

Wir  bililcn  nun  ilie  S  dna  Prisnins  als  Suiimie  der  dri'i  pHrtJallvlraed'r,  idbI' 
tiplitiivii  B<e  rnll  dem  treffenden  lohnlt  2  F  und  erhalten  tio  das  ToUliwiirBt. 
Bei  dem  ernten  Anachreiben  wird  Jedem  Tetmeder  eine  Zeile  (("indniel  rad  dm 
sIIm  lunamniungeEotcäii ;   wir  erhalten  aur  dieHK  Weise : 

SO  », .  C  -  ISO     p"  =  [ra  X,  +  x,  +  X,)  (2  y,  4-  y.  +  y.f  +  s^^i  J.  +  AJ. 

+  a^  yjj  "r  + 
+  K^.  +  2  ar,  +  ar,)  (ff,  +  8  J(,  +  y.)  +  ^,  y,  +  !i,  J, 

+  «5  ys]  2i  + 
+  [fr,  +  ^  +  a  arj  (j,  +  j,  +  a  ji)  +  i,  j.  +  i,h 

=  .-j-^y  Jj  +  (ji  I,   +  y,  zj  +   yj  ij)  »j-  +  («1  i|  +  I»  *i  +  I)  *s)  J,  +  (r,  j, 
+  2i  y.  +  ^a  W)  »•  +  a  (i,  y,  ü,  +  1^  y,  a,  +  j^  y,  *i). 

Dieser  Ausdruck  ist  vollkommen  lymmetriBcb,  beiBglich  der  drei  Coordlulen 
lyz;  es  tri^Ico  al>>o  bei  dieser  Bildung  dex  CuntHrngalmomcnteB  die  LiniKader 
parallelen  KHnlen ,  gerade  ao  in  die  Gleicbungen  ein ,  als  wie  die  Hetle]Ba^DlW)^ 
dliDtten.  Betrachtet  man  daher  ein  Dreieck  im  Ranm  ülxKiid- 
rUclie  der  drei  ProJeetiODeprismeD,  nnd  bildet  die  Centri- 
riiKalmomente  mit  den  cwei,  cu  den  Kanten  nicht  parallelKi 
Axen,  80  verhalten  «Ich  diese  Centrirugalmomente,  wie  die  In- 
halte der  ProJt'Ct Ionen  der  Undfläehe,  gethellt  durch  den  »iim 
des   Winkels,   den   die   Aien   in    der   Projeotionsebene   mit  «in- 

aoder  bilden;  denn  die  V4-rhältiiisae  — v^  -   bleiben   constant   bei   einer  Ver- 

tauschang  der  z,  y,  z.     3ßzf  aod  äßyy  ergeben  Bich  aus  dem  obigen  Uoment  da- 
durch, dass  man  z  -•  y  uetzt;  wir  schreiben  nur  das  eine  der  beiden  HonenleM: 

fDtxx 

aoj,a«=iau-^-  —  »',«,  +  2(x,  Zi+x»s.  +  a^*,J».r  +  {x,*  +  x^^  +  x,')k 

+  a  (!,'  z,  +  I,'  a,  +  r,«  I,). 

Dieser  Anadrack  entliSIt  kein  y,  man  erhilt  3)Iyy  indem  man  y  statt  x  setit 
Ferner  erglebt  sich : 


[(i, -f  a  I,  +  Jr,)  (i,  +  I,)      +i.i,+^z,  !i,+ 

l(:c, +i,  +  a»:i){i,  +  «,  +  «3)  +  3r,  !,  +*,s»  +  Jii.]i|=° 

—  »4-  Sa  '  -f   a  (I,  !,»  +   Zj  I,*  +  Z,  la»)    -X,  ZtZ3—Z,XjX,  —  Z,Zt  ^■ 

Das  Moment  ^^,  erhält  man  dadurch ,  daxs  man  y  stittt  z  setat.     Dis  le>ile 
Moment  ist  gleich : 
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+  2«'  +  2.')  ' 

+   2. 

^.M 

=  a 

»»' 

-  a  (I,  2,  +  j,  sj  + 

^=,)'. 

+   2,2 

^l 

49? 


Aus  diaaen  Momenten  luaen  sich  ann  aach  leicbt  die  DlmenBionen  der  Ccn- 
tralellipse  ableiten;  da  Jedoch  die  Sabatilation  dieser  AusdrScke  in  die  allgemeinen 
Formeln  TOn  Nr,  108  8.  434  zu  keinen  Verein  fach  ungen  fSbrt,  so  dürfen  wir  ddb 
diese  Sutwtilutionen  wohl  ersparen. 

121,   Die  Momente  von  Pyramiden  und  Kegeln. 

Die  Momente  einer  I*yraniide  oder  eines  Kegels  lassen  sich 
auf  die  Momente  der  Basis  zurückfuhren.  Wir  nehmen  den  Coor- 
dinatenanfang  in  der  Spitze  des  Kegels,  und  die  y  s  Ebene  parallel 
zur  Grundfläche  au.  Es  seien  ferner  l  die  Äbscisse  der  Grund- 
fläche und  Fy,  s,  h'U  A'  der  Inhalt,  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes und  die  Dimensionen  der  Centralellipae  derselben.  Thei- 
len  wir  die  Pyramide  oder  den  Kegel  parallel  zur  Basis  in  Ele- 
mente, so  sind  die  entsprechenden  Dimensionen  fUr  eines  dieser 
Flächenelemente : 

Bilden  wir  mit  diesen  die  Momente  der  FIfichen  —j^  F  d  x 
und  summiren,  so  erhalten  wir  die  Momente  des  Kegels: 

W„  -  J^.-f-ä--,.  ^  Fdx  =  ^py.f  _^  ,y.,3, 

r'  a:  a?»  1  3 

fflf„  -  l  <r.-y3-,.  ^Frfi-  -i-Pi.F--|-;.-,a, 


D.0I1IZ.O  »Google 


=f:^{ 


f 


Momente  paralleler  Kräfte, 

-f( '■••  +  '■•)* 

Laut  Nr.  97  a,   sind  die  Coordinaten   des  Schwerpunkte« 

des  Kegels  -r  ^> -r  y"~r'  '•■   DiTiilirt  man  die  obigen  Momente 

durch  0,  so  erhält  man  die  Dimensioneii  des  Trflgheitgellipsoids  in 
Bezug  auf  den  Coordinatenurepruiig,  und  zieht  man  dann  von  die- 
sen die  Quadrate  und  die  Producte  der  Scbwerpunfttcoordinateo, 

welche  also  immer  den  Zahlencoefficienten  -r^  haben,  der  von  -r- 
16  0 

abgezogen  —  giebt,  so  erhält  man  die  Dimensionen  des  Central- 

ellipsoids,  nämlich : 

-'-l"'    '"-hy''  +  T<"' 

Fuhrt  man  die  Axe  der  a  durch  den  Schwerpunkt,  so  werden 
^,  und  X,,  damit  auch  B  und  C  =  0;  es  sind  demnach  die 
Verbindungslinien  des  Schwerpunktes  der  Basis 
mit  der  Spitze  desKegels  und  die  Basisebene  coo- 
jugirt.  DieEllipse  des  Parallelschnittes  zur  Basis 
durch  den  Schwerpunkt  mit  dem  Gentralelüpsoid 
ist  der  Centralellipse  der  Basis  ähnlich,   and  ihre 

Dimensionen  sind  |/—   =  0,77460    derseFben.      Die 

Entfernung  der  zur  Basis  parallelen  Taagential- 
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ebenean  das  CeDtralellipBoid  vom  Schwerpunkt,  d.b. 
die  halbe  Höhe  des  Centralellipsoids  ist  gleich  L'^^ 
=  0,l!4365der  Hßhe  des  Kegels. 

HinsJcfatlicb  der  Dimensioiien  des  Kernes  läset  sieb  allgemein 
das  folgende  sagen :  Der  Äntipol  der  Basis  liegt  auf  dem  ihr  con- 
jugirtenDurchmesgerdesCentralellipsoids  also  auf  der  Verbindungs- 
linie der  Spitze  mit  dem  Schwerpunkt,  seine  Entfernung  roD  letz- 
terem ist  =  —  :  ~7~'^  "^  ^"  nahe  des  Kegels.  Die  Antipolar- 
cbene  der  Spitze  läuft  parallel  zur  Basis,  und  ihre  EutferDung  vom 
Schwerpunkt  ist  gleich  7J7T  ■  "l~  =  "57:  ^^^  Höhe  des  Kegels,  mit- 
hin ist  die  Höhe  des  ganzen  Kernes  -='    des    ganzen  Kegel ;    da 

ferner  jedem  Punkt  der  Basis 
des  Kegels  eine  Ebene  ent- 
spricht, die  durch  den  Antipol 

der  Basis  geht,  der  in  -j-  -|-  — 

2 
=  —  der  Höhe  liegt,  so  um- 
hüllen alle  dieHe  Ebenen  einen 
Kegel,  wenn  der  Punkt  den  Um- 
fang der  Basis  beschreibt.  Der 
Kern  ist  also  ebenfalls  ein  Ke- 
gel ,  der  das  zweite  Fünftel  des 
gegebenen  Kegels  einnimmt, 
and  dessen  Spitze  und  Btuis 
Toro  Schwerpunkt  aus  in  glei- 
cher Richtung  als  wie  die  des 
gegebenen  liegen.  Um  die  Be- 
ziehang  zwischen  den  Basen  der 
beiden  Kegel  zu  ermitteln,  füh- 
ren wir  einen  Schnitt  durch  die 
Spitze  and  den  Schwerpunkt  dea 
Kegels.  Es  sei  Fig.  186  dieser 
Schnitt;  vom  Schwerpunkt  aus 
tragen  wir  in  den  durch  die  Fig. 
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angedeuteten  Riebtungen  die  Längen  y  ,  '^' -ötc  ""'l  "7"' 
auf,  und  erhalten  so  die  Lagen  der  Basen  und  Spitzen  beider 
Kegel.      Die    Ordinate    eines  Halbkreises  über  l— — h  ^) ' 

giebt  die  halbe  Höhe  1/—-  l  des  Centralellipsoids.     Projicirt 

man  vom'Punfct  S  aus  die  Cejitralellipse  der  Basis,  so  schneiden 

die  Projectionsstrahlen  auf  einer  Parallelebene  durch  1/—  '  die 

Basis  des  das  Gentralellipsoid  umhüllenden  Cylinders  aus.  Deas. 
wenn  k  ein  Punkt  der  Centralellipee  der  Basis  ist,  so  hat  man: 


■yi^M^. 


Wir  wollen  jetzt  die  dem  Punkt  k  entsprechende  Antipolar- 
ebene  bestimmen ,  welche  die  Schnittebene  Fig.  186  in  der  Anti- 
polaren von  k  schneidet    Sie  geht  durch  den  Punkt  -^  l  und 

läuft  mit  der  Diagonale  Sj4  des  der  Ellipse  umschriebenen  Pa- 
rallelogrammes  parallel,  denn  Sk  und  Sy/äad  als  Diagonalen 
conjugirt.     Auf  der  Basis  des  Kernes  schneidet  sie  die  Länge 


i-*:i(-l/Z*:|/Xi. 
5  5  V   5         »SO 

Die  Punkte  in  einem  Schnitt  der  Basis  and  der  StrahlenbOechel 


endlich  fernen  Punkt  der  Basis  entspricht  der  Strahl  durch  den 
Schwerpunkt  S,  demnach  mttssen  die  Froducte  der  E^tferoungen 


und  —  k  zwei  in  dieser  Weise  sich  entsprechende  Entfernungen 
sind.  Ist  also  q  die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  der  Basis 
vom  Fusspunkt  des  Strahles  durch  den  Schwerpunkt,  so  wird  die 
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Antipolarebeae  dieses  Pucktes  im  Schnitt  Fig.  186  die  Basis  des 
Kernes  in  der  Entfernung:  -r- —  schneiden.  Die  Antipolare  dessel- 
ben Punktes  in  Bezug  auf  die  GeotralellipBe  der  Basis,  schneidet 
den  Schnitt  in  der  Entfernung  — —;    hieiaas  folgt:    Der  Kern 

eines  Kegels  ist  wieder  ein  Kegel  mit  gleichge- 
legener Spitze  und  Basis,  und  nimmt  das  zweite 
Fünftel  derHöhe  deaselben  ein,  dieBasis  des  Ker- 
nes ist  dem  Kerne  der  Basis  ähnlich,  und  ähnlich 
gelegen.  Die  Hittelpunkte  der  Aehnlichkeit  sind 
die  Schnittpunkte  des  Strahles  durch   S,   und  die 

4 
DimeoBionen  der  Kernbasis  sind  -^^  der  des  Kernes 

5 

der  Kegelbasis. 

BeiderdreiseiügenPyramide,  dem  Tetraeder,  ist  laut  Nr.  110  b 
S.  441  der  Kern  der  Basis  dieser  ähnlich  und  seine  Dimension 

gleich  —  der  Dimensionen  jener.   Die  der  Basis  des  Kernes  sind 

1         ^  1 

demnach   gleich  - 


Kern  eines  Tetraeders  ist  diesem  ähnlich,  bezüg- 
lich des  Seh  werpunkts  ähnlich  gelegen,  undnimmt 


132.  Die  Momente  schief  abgeschnittener  Tyramideu 
und  KegeL 

Nachdem  wir  in  der  vorigen  Nummer  die  Momente  der  Pyra- 
miden und  Kegel  auf  die  Momente  ihrer  Basen  zurückgeführt  haben, 
können  wir  die  Momente  schief  ahgouchnittener  Pyramiden  und 
Kegel  dadurch  bestimmen ,  dass  wir  die  Momeote  der  perepecti- 
vischen  Basen  auf  einander  beziehen.  Dadurch  erhalten  wir  die 
Momente  dieser  Körper  als  Momentendifferenz  der  beiden  Kegel 
oder  Pyramiden. 
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AU  Ctiordinateuanfaug  bebalteo  wir  dieSpitse  des  Kegels  bei, 
nehmen  die  Ebene  der  x  s  parallel  zur  einen  und  die  der^  s  pa- 
rallel zur  andern  Endfläche  an.  Ueberdie  Ebene  der  xy  köDuea  wir 
dann  zu  Gunsten  der  Eiafacbheit  frei  verfügen.  Die  Beziehungen 
zwiacbeu  den  Coordinateu  perapectiviscb  gelegener  Punkte  in  den 
mit  den  Coordinatenebenen  parallel  laufenden  Ebenen  x  =  a  iiai 
t/"  •=  0  sind  dann  durch  die  folgenden  Gleichungen  gegeben: 


wo  a  und  b  die,  nicht  zuHamraengehöngen,  Coordinaten  der  beiden 
Endflächen  sind.     Au»  diesen  Gleichungen  folgt: 

Äs'         „         ab      ,   „  ab     ,  , 

3    = — r—,x    =  — —,  fix   ^—     .^-du. 

y  y  v^    " 

Die  HubstitutioD  dieser  Werlhe  in  die  Ausdrücke  der  Fläche 
und  der  Momente ,  giebt  die  Momente  der  Endfläche  0  {x"  i)  -jA* 
Function  der  Coordinaten  y  und  s  ,  so  dass  dann  alle  Momente 
durch  die  Coordinaten  der  einen  Endfläche  bestimmt  sind.  Die 
SubBtitution  giebt: 

w„  -  \  >'xu^-  _-»»*.  (--//-• 

Die  negativen  Vorzeichen  sind  nur  scheinbar,  denn  wegen 
der  Reeiprocität  x"  y  .=  ab,  kommt  bei  der  GrenzenbestimmuDg, 
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die  kleinere  Grenze  Über  die  grÜBBere  unten  hin ;  vertauscht  man 
dann  die  beiden  Grenzen ,  so  erhält  man  wieder  das  positive  Vor- 
zeichen. In  der  Praxis  werden  diese  Formeln  Übrigens  nur  selten 
zur  Verwendung  kommen.  Sind  die  Endflächen  Polygone,  so  wird 
mau  die  ^erthe  von  x"  und  s"  direct  in  die Uomentengleicbungen 
der  drei-  oder  mehrseitigen  Basen  einsetzen,  d.h.  die  sehonfUr  diese 
Flächen  ausgeffihrten  Integrationen  benutzen;  ebenso  wird  man 
auch  noch  Flüchen,  die  von  Curven  zweiter  .Ordnung  begrenzt  sind, 
direct  verwandeln,  wie  wir  das  sub  b  dieser  Nr.  zeigen  werden. 
Begrenzungscurven  hßhereu  Grades  alg  wie  zweiten,  wird  man  nur 
graphisch  behandeln. 

Sind  dieFlächenmomentein  irgend  einer  Weise  bestimmt,  so  hat 

man  sie  laut  S.  49S  mit  —  der  Höhe  zu  multipliciren,  um  die  ent- 
sprechenden Kegelmomente  zu  erhalten.  Da  nun  das  Verhältniss 
dieser  Höhen  alle  möglichen  Werthe  zwischen  0  und  oo  annehmen 
kann,  so  sind  die  allgemeioeu  Ausdrucke  der  Momentendifferenzen 
t&r  den  schief  abgeBchnittenen  Kegel,  keiner  weitem  Vereinfachung 
mehr  fähig,  wir  glauben  uns  daher  des  Anschreibens  derselben 
enthalten  zu  dUrfen. 

Wir  Bcbliessen  mit  einigen  Anwendungen. 


a>  Momente  der  aohief  abgesohnitteneii  dreiseitigen  Pyramide. 

WeDD  not  das  MoraeDt  dieser  einzigen  pTramlde  in  bestimmen  ist,  und  diese 
also  nicht  als  Theil  einer  mebneitigen  Pyramide  betrachtet  nird ,  to  gelaugt  maD 
am  eiDfaehsteD  m  den  Homenten,  indem  man  die  drei  In  der  abgeschnitten en  Ecke 
sich  BChDeidenden  Kanten  als  Coordinatenaien  annimmt;  bezeichnet  man  dann  die 
Coordinaten  der  Ecken  mit  an  y*  ^  <u><l  die  der  Ecken  der  abgescbnlttenen  Pyramide 
mit  2  Z|  I  fiyt,  >*  ^  ■  so  eihilt  man  anmittelbar ,  wäl  die  Inhalte  der  zwei  Pyra- 
miden rieh  wie  1  -.i/ir  Terbalteii : 


l—X'fir        ,    . .         l  —  ifi'r        ,     ,  l  —  Ifiy* 

lOil  —  iff)     "  \0(l-Xf.y)^'^'  10(1— iiuv)  ^  • 

1  —  A  u»  v»  _         l  ~X*/f'  _         1  —  I'  /i> » 

^"üo(i-^^o''""^"Bo(i-a/^'')^""^"ao(i-ApO'^'"- 

Wird  aber  die  schief  abgestutzte  dreiseitige  PTfamlde  als  Theil  einer  mehr- 
neitlgen  betrachtet,  so  wird  man  die  Formeln  der  vorigen  Nummer  zur  Coordioaten- 
bestimmiiDg  der  einen  Qmndfliche,  aus  denen  der  andern  benutzen,  die  augedente- 
ten  Integratioiien  nicht  aoaf&hren,  «mdem  die  Momente  der  beiden  Pyramiden 
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direet  durch  Substitution  bestimin«a,,u<id  vod  einander  abdehen,  nin  duHU' 
ment  der  abgealatzten  zu  erhallen. 

Je  nachdem  nun  die  abgeatatzte  Pjramide  durch  die  Coordlnalen  der  einen, 
oder  der  andern  Endfläche  gegeben  sind ,  wird  mau  alle  «  und  S  dnrch  diese  Coot- 
dinaten  ausdrückeD. 

Aus  der  oben  schon  aufgestellten  BeEiehung: 


folgt : 

^yy  =  's'  +  y''°  +  ff'»'  +  y'^"  -  'y'  +  "'  ^'  fe  +  ^^  +  ^.)- 
•Sy»  =  *y  "'=  +  .V'.^'i  +y.''.  +  J''3''i  =  '''y  «■.  +  <"6  fe  +  If»  +  Iv)' 
'S-„  =  /,>  +  2',,=  +  I-,'  +  z\^  =  /^»  +  «>    /J^[  +  f^'  +  I^I)- 

FerniT  für  die  Momente  in  der  xweiteu  EndSäcbe : 
»".  =  i"i  +  x\  +  i"a  —  a  6  (A-  +  -7-  +  A-\      »■'    =3  6, 

Ua  aich  diu  Inhalte  3'  und  3''  der  ganzen  und  der  abgeschnilteneo  f^ra»)''^ 
^Tic  das  l'rüduct  dtT  Kantentinge  verhalten,  so  bat  nuui  (unächst : 
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3"    "  "  i",  i",  i","  "      ■ "  i' "  "   "    j  * 

fiD  Verhgltoiw,  welches  den  Inhalt  der  abgestutzten  P]rrainide 

3-  _  3'  _  (1  -  j)  3'  _  ^  J-  _  i)  3-. 

dordi  Jeden  d«r  beiden  loballe  allein  augiudrQckeii  gHBtattet. 

Indem  insn  nun  die  Momente  jeder  Pyramide  ci  mein  bildet,  voneinander 
ablieht,  und  durch  den  lobalt  der  abgealutzten  divldirt,  wobei  sich  die  3  heben, 
erliSIt  inan  die  Coordinalen  des  Schwerpunktes: 

3ji  —  4  ^j-  Jy  —  3  *  6_  »>  —  a  »". 

A  -xi  ~.        j  _  ^      ,  4  y#  —        I  -  jj      ,     z,  =  -    ^_^   '  ■ 

Und  die  Dlmenxlonen  der  TrSgheitceilipüe : 


--JS"^  _        __ 


—  a 


Die  S*  uod  S"  Bind  w^en  de«  fibcrall  dazwiiuben  Bleckenden  Factors  l 
keiner  weit<>ra  KuBammensiebung  oder  Vereinfacfanng  mehr  ßibig,  und  man  Hiehl, 
daas  Oberhaupt  alle  Momente  ala  Differeni  der  der  beiden  Pyramiden  bestininit 
werden  muwten.  Die«  wird  immer  der  Fall  sein,  wenn  keine  gaoi  ipeciellen  Coor« 
dinateDverhiltnisse  angenoiBRien  werden. 


1))  Homent«  Bohief  abgesoliDittenw  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Aus  dem  S.  503  oogerQbrten  Omnde  beBchr&oken  wir  niu  in  leigen,  wie  bei 
Kegeln  zweiter  Ordnung  vorgegangen  «erden  mu£a ,  um  die  Momente  der  beiden 
Kndfläcben  an  erhalten.  Mittalat  dieser  kann  man  dann  nach  Nr.  121  8.  498  die 
Momente  der  ganzen  Kegel  berechnen,  und  von  einander  abziehen.  Nach 
H.  hOi  können  wir  3ber  dieStellnng  der  Ebene  xy  frei  verfSgen,  wir  nehmen  daher 
ala  Bolohe  die  I'olarebene  des  nnendlich  fernen  Punktes  der  x  Aie  an.  aeBChieht 
dies,  Bo  müssen  sieh  die  Oleicbungen  der  Kegelzcbnitte  In  den  Ebenen  z'  •-  a  und 
y"  ^  &,  au[  die  Fanneu : 


,  +  2a 


■G  +  ir)"  +  ^ 


redatdreo  laeaen.     let  die  eine  dieser  beiden  Gleichungen  gegeben,  so  ISsst  aich 
leicbt  die  andere  durcb  SubaUtnäon  der  oben  angegebenen  Werthe  dir  die  Varia- 
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-  und  y  ""  — „-,  so  erhält  m&n : 

6  X-  +  a„  a'  ft'  —  tt-, ,  (e  +    -^  a  *  )' 


Vftrgltiicht  mtu  die  Coefflclenteu  dieser  letsteo  Gleicbuag  mit  den  der  entei, 
so  flodet  man,  daes  die  a'  mit  den  «"  dnrcb  die  folgeadeD  Glricliniigeo  «erbon- 
den  «lud : 


Hit  Hüire  dieeer  Beüehnngeu  kann  man  jetxt  naebNr.  III  d  die  Momente 
Jeder  einzelnen  Endfläche,  uad  dann  nach  Ni.  497  mittelst  dieser  die  der  einielnen 
Kegel  berechnen,  abziehen  nnd  echlieselich  die  Dimensionen  des  Trägheitsettipeoidi 
bestimmen . 

Wir  glanben  uns  enthalten  zu  dCrfen,  solche Hechnnngen,  die  nnr  selten  vor- 
kommen, hier  weiter  zu  entiricketn. 


133.  Die  Momente  einiger  EUipsoide. 

Sebr  selten  sind  die  Momente  vod  Körpern  zu  bestimmen, 
deren  Oberfläche  nacb  allen  Bicbtungen  hin  sich  in  das  Unend- 
liche erstreckt;  häufiger  dagegen  solche,  welche  ron  allen  Ebenen 
einer  gewiagen  Stellung  in  ähnlichen  Ellipsen  geBCbnitten  werden. 
Beschränken  wir  uneere  Untersuchung  auf  den  Fall,  in  welchem 
die  Mittelpunkte  aller  Ellipsen  in  einer  geraden  Linie  liegen ,  so 
kann  man  im  Allgemeinen  die  Oberfläche  solcher  KQrper  durch  die 
Gleichung: 

ausdrucken,  worin  u  eine  dimenstonslose  Function  von  x  be- 
zeichnet. 

Die  Axen  und  die  Querscbnittsfläche  der  Ellipse,  deren  Ab- 
scisse  gleich  x  ist,  sind : 

b^  :=  b^  u,  Cg*  '^  c^  u,  F  =:  bgC^n  =  b  c  u  n. 
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Der  Inhalt  eines  Körpers,  der  von  dieser  Fläche  und  zwei 
ebenen  Endflächen  begrenzt  ist,  ist  gleich : 

wo  das  [  ionerhalb  der  Absciasen  der  Endfläche  zu  nehmen  ist. 

Der  Schwerpunkt  des  Ellipsoids  liegt  in  der  a:  Axe,  seine 
Abscisae  ergiebt  sich  auB: 

Von  den  ferneren  Momenten  sind ,  ^  gleich  0,  weil  die  Axe 
hc  conjugirtjund  demnach  das^  jedes  einzelnen Flächenelements 
gleich  0  ist;  B  und  C  sind  gleich  0,  weil  der  Schwerpunkt  eines 
jeden  Elements  in  der  m  Axe  liegt;  die  Übrigen  Momente  ergeben 
sich  ans: 

g)?™  =  i  Fa:^dx=^bc7i  \   u  x^  d  w, 

an«  =  {-^  cJFdx-=  -j-  bc'n   iu^dx. 

FUr  das  gewöhnliche  Ellipsoid  ist: 

x' 

B  =  1 i- 

r       .  .         f  X  a:^     \ 

^  =  b  c  n  1  ud  X  ^  abcn  \ ^ — ~  L 

]  V  "  ä  o'  / 

«,_  i  o  „  J  »  ^  rf  ^  _  a>4c»  (^^,  -  ^ 

1     1    ,      f    .  j  1       ,    ^     ( "  ix'    .      I'  \ 
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Werden  die  f  Grenzen  innerhalb  x  =n  —  u,-\-a  genommeD, 
ao  erhält  man : 

^  =  ^  a  b  c  TT,  M^  =  0, 


wenn  mit  «i  b^  ri  die  Durchmesser  dea  TrSgheitsellipBoids,  wel- 
chea  in  diesem  Fall  mit  dem  Centralellipaoid  zueammenfällt,  be- 
zeichnet werden.    Dieses  iat  also  dem  ursprünglichen  Ellipsoid 

ähnlich  und  seine  Dimensionen  sind  ~>^  t^  0,44721  deaselben. 
/5 
Die  Aotipolarebene  dea  Punktes,  dessen  Abscisse  gleich  o  iüt, 
schneidet  die  a  Ase  in  der  Entfernung 


5    "    •"-    5    - 
Daa  Keruellipsoid  ist  also  auch  dem  ursprünglichen  EUipsuid 
ähnlich,  und  nimmt  dessen  innerea  -r-  ein. 

0 

Vergleicht  man  diese  Verbältoiase  mit  den  entsprechendea 
eines  Tetraeders,  so  findet  man  eine  auffallende  Uebereinstimmung 
siehe  Nr.  122  S.  501.  Diese  Uehereinstimmung  ist  aber  nicht 
etwa  blos  Zufall,  sondern  Folge  des  Umstandea  auf  den  wir  achou 
Nr.  97a  8.  389  aufmerkaam  gemacht  haben,  dasa  nämlich  die  la- 
balte der  Schnitte  eines  EUipeoids,  von  dem  die  Endpunkte  dreier 
eonjugirter  Durchmeaaer  mit  den  Mitten  der  gegenUberliegeadeii 
Kanten  einea  Tetraeders  zusammenfallen,  zu  den  Inhalten  der 
Te^aederschnitte  im  constanten  Verbältnias  von  n  stehen;  woran» 
unmittelbar  folgt,  dass  die  Sb'ecken,  welche  dasTrägheitscllipsoid 
und  der  Kern  auf  einem  dieser  Durchmesser  in  beiden  KOrpem 
ausschneiden,  gleich  seien. 

Die  obigen  Formeln  gehen  in  die  fUr  das  einschalige  Hyper- 
boloid (die  Regelfiäcbe)  aber,  wenn  man  statt  -|-  a*,  —  o*  setzt; 
es  verwandeln  sich  dann  alle  negatäve  Glieder  der  obigen 
Gleichungen  in  positive,  und  wir  dürfen  una  das  anschreiben  der- 
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selben  ersparen.  In  der  a-  A\e  liegt  kein  besonderer  Punkt,  denn 
sie  schneidet  die  Fläche  in  den  imaginären  Punkten  +  a  i,  es  hat 
demnach  die  Substitution  von  .r  =~  a  keinen*  Zweck  und  fuhrt  zu 
nichts. 

Für  das  zweiscbitlige  Hyperboloid  ist : 

K    = 1, 

Es  schneidet  die  a;  Axe  in  den  Punkten  .z:  ^  +  a ;  ^  und  s  neh- 
men nur  fUr  a^  <^  —  a  und  -|-'»<I'^.  reelle  Werthe  an.  Man  muss 
daher  die  Integrationen  auf  eine  der  beiden  Schalen  beschränken. 
Wir  beziehen  sie  auf  die  der  Seite -|- ^,  indem  wir  die  lutegra- 
tionsconstanten  so  bestimmen ,  dass  die  Integrale  fUr  ^  =  -^  a, 
gleich  0  werden. 

Wir  erhalten  dann  fUr  dieses  Hyperboloid : 

Jl                  /  .r'  \* 

nxdjc  ■—  —  a^bcTt  j — ^ 1  1  , 

Indem  man  in  diesen  Gleichungen  fUr  x  als  obere  Integra- 
tionsgrenze einen  Werth  annimmt,  der  <<  a  ist,  erhält  man  also 
den  Inhalt  und  die  Momente  des  Kßrpers  zwischen  dem  Scheitel 
-{-  a  und  der  Endöäcbe,  deren  Ahscisse  gleich  x  ist. 

FUr  das  elliptische  Paraboloid  ist: 

"■"     p 
3  =■  bc7i\  udxi^bepn.  — r-» 

J  ''' 
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M, 

-bcn 

l  «a:da 

— 

t' 

Cf' 

>•' 

ä»,« 

—  be 

'h 

da: 

J 
2 

b 

.,>n 

P' 

3»,, 

1 
~    4 

4>o>i{ 

a'd 

._ 

1 
3 

b'c. 

.. 

r 

W„ 

1 
4 

bc'A 

u'd 

x'= 

1 
3 

bo'r 

r,. 

SB- 

f 

Durch  DirisioQ  der  Momente  durch  3  erhält  man  die  Lage 
des  ^bwerpuoktes,  und  die  Dimensionen  des  Geutralellipsoids  fOr 
ein  StUck  des  Parabeloids ,  zwiecheu  dem  Scheitel  und  der  End- 
fläche bei  der  AbscisBe  m  wie  folgt: 

^.  =  J-  -,«,'-  (i  -  (t)>'-I8  -'•  -  -  »•2='"  '• 

AS  i-I  h   r  fr 

A,«  =     \  ^^    ;  A,  =  0,5773  -        ;  c,  =  0,5773  — — 

Der  Kern  dieses  Parabeloids  besteht  aus  einem  Kegel,  dessen 
Spitze  der  Grundfläche  entspricht,  und  deren  Entfernung  von  dem 
Jl_ 
3 

dem  Paraboloid  entsprechenden  Ellipsoid ,  das  diesem  Kegel  ein- 
beschrieben ist,  und  das  die  Abscissenaxe  im  Schwerpunkt  und  in 

^  2  1 

-^  37  =  —  A-  von  diesen  schneidet 
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Erstes  Kapitel. 

Kräfte,  welche  Linien  nnd  Flächen  propor- 
tional sind. 


124.  Kräfte,  welche  Linien  proportional  sind. 

Solche  ErUCte  Bind  diejenigeo,  durch  welche  die  InaiiBpruch- 
nabme  der  Etemeiite  eiues  Körpers  ausgedruckt  wird,  der  be- 
liebigen Kräften  auegeBetzt  IbI. 

Wenn  diepe  Inanspruchnabmeo  auch  von  Punkt  zu  Punkt  in 
endlicher  Entfernung  Tariiren,  bo  kSuneo  sie  doch  innerhalb  un- 
endlich kleiner  Raumelemente  als  constant  angenommen  werden, 
und  fttr  solche  sind  daher  die  folgenden  Ableitungeo  allgemein 
gültig. 

Zunächst  setzen  wir  voraus ,  dass  die  Inanspruchnahme  des 
Materials  sich  gar  nicht  ändere ,  wenn  in  einer  gewissen  Kichtung 
rortgeschritten  wird.  Schneidet  man  einen  solchen  Körper  durch 
Parallelebenen,  die  normal  auf  dieser  Richtung  stehen,  so  dtlrfen 
die  ausserhalb  derselben  wirkenden  Kräfte  von  einem  Schnitt  zum 
andern  sieh  nicht  ändern.  In  vielen  Fällen  der  Praxis,  z.B.  in  allen 
Fällen,  in  welchen  die  Biegung  eines  Balkens  in  einer  Ebene  Btatt- 
findet,  sind  diese  Kräße  gleich  0. 

Indem  wirdies  ebenfalls  noch  voraussetzen,  können  wir  unsere 
Untersuchung  zunächst  auf  ein  Körperelement  beschränken ,  das 
von  zwei  Parallelebenen  begrenzt  ist,  deren  Entfernung  gleich  1  ist. 

Schneidet  man  einen  solchen  Körper  durch  Ebenen,  die  jene 
Kichtung  enthalten,  die  also  normal  auf  den  Parallelebenen  stehen, 
so  werden  alle  ausserhalb  solcher  Schnitte  wirkende  Kräfte  in  eine 
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dritte  Parftllelebcne  falleu,  die  mittcu  Kwisclieu  deo  beiden  Bcbon 
TorhaadeneD  liegt,  iiiid  die  Kdifte  werden  denLiingen  derSchoiltc 
proportioaal  sein. 

Alle  Zusam  111  en Setzungen  von  Kräften  können  jetzt  in  dieser 
Mittelebene  auBgefUhrt  werden,  und  eine  eoklie- Mittelebene  haben 
wir  vor  uns,  weno  wir  von  nuQ  an  von  Kräften  sprechen,  die  den 
Linien  in  einer  Ebene  proportional  sind. 

Wenn  Kräfte  den  Längen  von  Linien  proportional  sind,  auf 
welche  uie  wirken,  ko  gehen  sie  immer  durch  die  Mitte  der  Unie. 
In  Folge  dessen  ist  die  Kichtungslinie  der  auf  ein  beliebig  ge- 
richtetes Kiement  x  wirkenden  Kraft  S  bestimmt,  wenn  die  Ilirli- 
tungslinien  der  auf  /.wei  gegebene  Richtungen  a  und  b  wirkenden 
Kräfte  ^  und  B  gegeben  sind.  Denn  bildet  man  ein  Etementar- 
dreieck  iu  Fig.  187,  dcNsen  3  Seiten  mit  den  gegebenen  RicU- 
tuiigen  panillel  laufen,  und  ziebt  man 
"'      "  durch  dicMilten  der  zweiSeiten  a  und  ft 

^  die  RicbtungAlinien  der  gegebenen  Kräfte 

r^>^     3''" //J\  -f  ""<!  ^'  so  ist  die  Richtung  der  3.  Kraft 

-   f^'-'    x//  .S,  welchedurch  denSchnitt  ^Äiinddie 

/  ^,        N.,  Mitte  von  N'  geht,  vollständig  bestiiumt 

/  *^  '^«^\         Dadurch    ist  auch   das  Verhältniss   der 

0      ~"      a  ""  3  Kräfte  ,-/  B  S  gegeben ,  sie  verhallen 

sich  wie  die  Seiten  des  in  die  Figur  stark 
eingezeichneten  Kräftedreiecks ;  es  kann  also  die  Grösse  nur  einer 
der  drei  Kräfte  willkUhrlich  Hngenommen  werden;  ist  dies  ge- 
schehen, so  ist  auch  dadurch  die  der  beiden  andern  bestimiut. 

So  einfach  auch  die  Construction  der  Fig.  187  ist,  so  ist  e« 
doch  fUr  die  Anjvendung  häufig  bequemer,  die  Abhängigkeit  der 
Kräfte  ^  und  B  auf  die  fulgeude  Weise  auszudrucken.  Zerlegt 
man  die  Kräfte  A  und  B  in  ihren  Schnitten  mit  den  Seiten  a  und  A 
in  zwei  Seiteukräfte  nach  den  Richtungen  a  und  l>,  so  gehen  die 
zwei  Kräfte  ^„  und  ß_,  welche  auf  die  Seiten  a  und  b  wirken, 
durch  die  Mitte  von  s;  soll  nun  die  Mittelkraft  der  i  KriLfte 
j4  j4^  B  Bg  durch  diesen  Punkt  geben,  so  muss  auch  dieMittel- 
kraft  der  zwei  Kiilfte  j^^  und  B^,  welche  in  den  Seiten  wirken, 
durch  diesen  Punkt  gehen.  Damit  dies  aber  der  Fall  sei,  mUssen 
sie  sich  verhalten  wie  die  Seiten  des  kleinen  in  die  Figur  ein- 
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gezeichneten  Parallelogramms,  dessen  Seiten  den  Längen  a  und  b 
proportional  sind ;  es  muss  demnach  —  =^  — .—  sein. 

Bezeichnen  wir  den  Werth  dieser  BrUche  mit  <r,  so  ist  er  nichts 
anderes,  als  die  GrQsse  der  in  den  Seiten  a  und  b  pro  Fläcfaen- 
einheit  wirkenden  KiUfte.  Das  Abhängigkeitagesetz  zweier  Kräfte 
^  und  B,  welche  auf  die  Schnitte  a  und  b  wirken,  lautet  also : 

Zerlegt  man  die,  anfdiegleichgrossen  Flächen 
(die  Flächeneinheit)  zweier  Schnitte  a  und  b  wir- 
kenden Kräfte  in  Seitenkräfte  nach  den  Rich- 
tungen von  a  und  b,  so  messen  die  in  denSebnitten 
a  und  b  wirkenden  Seitenkräfte   gleich  gross  sein. 

Diese  Bedingung  genllgt  und  mues  erfüllt  eein,  um  die  Kräfte 
j4B  als  die  Inanspruchnahme  der  Materie  in  einem  gegebenen 
Punkte  nach  zwei  Richtungen  a  und  b  hin  betrachten  zu  können. 

Es  versteht  sich  jetzt  ganz  von  selbst, 
daas,  wenn  wir  mittelstder  auf  die  Rich- 
tungen a  and  b  wirkenden  Kräfte  ^  B 
(Fig.  188)  die  auf  die  Richtungen  c  und 
d  wirkenden  C  und  D  bestimmen  und 
dann  Kräfte  C  und  />  benutzen,  um  eine  5. 
auf  I  wirkende  Kraft  5zu bestimmen,  n 
dasselbe  Resultat  erhalten,  als  wenn  wir 
$  direct  aus  ^  und  ^  bestimmen.  Denn 
wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  sowUrden 
ja  die  Resultate  unserer  Gonstructionen  nicht  einen  Gleichgewichts- 
zustand darstellen. 

In  der  Folge  wird  dieser  Satz  uns  in  den  Stand  setien ,  die  Bichtangen  ab 
Im  InteresM  der  ElDfachbeit  ansEnwälilen;  seiner  Wicbtigkelt  wegen  bringro  wir 
hier  noch  einen  Beweis  deiselben,  trotideni,  dass  der  Selbatveratindlichkeit  wegen 
der  Beweis  nnr  eine  JuitaposiÜcn  von  Idenlititen  sein  kann. 

Drnckt  man  im  Sinne  ron  Nr.  43  S.  111  das  Gleichgewicht  der  Krifte 
A,  B -\-  Bi  +  Bi,  S  dorch  die  Gldcbung 

-4  +  B-l-B,  +  S,-|-S  —  0, 
and  dnreh 

C=  A-^  B 

auB,  dass  Cdie  Mlttelkran  von  A  nnd  B  ist,  dann  eoll  nachgewinaen  werden,  dasi 
dM  aus  oljiger  Gleich UQg  bestimmte  S  gleich —  S,  sei,  wenn  das  mit  &' paral- 
lele S,  ans  der  Qldcbang ; 

C+D  +  D,  +  S,  — 0  bestlumt  wird. 
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Denn  die  Länge  der  Linien ,  anf  welche  S  und  S,  irlriten ,  verhalten  skb  wie  die, 
anf  nelcbe  £,  und  it,  wirken ,  wenn  die  Biditunifea  der  S  parallel  lauren.  Zieht 
man  die  Gleiehniig : 

welche  sagt,  da«B  D  ana  AB  und  B,  au  bestlminen  ist,  von  der  ersten  GlelcliDiiic, 
die  S  besUmmt  ab,  so  erhält  man :  ' 

S  —  D  —  Bf 
Zieht  man  femer: 

C+  B,  +  D  —  O 

von  der  GlelcbunK  Si  ab,  an  erhält  man  weiter: 
S,  —  B,  —  D,. 
Nun  ist  al>er : 


Ist  ^  die  Kraft,  welche  auf  den  Schnitt  a  (Fig.lS9) 
wirkt,  sowirddieKraft/f,  welcbeanfeinenzn^ 
parallelen  Schnitt  wirkt,  mit  j4  parallel  laufen. 
Zwei  solche  zuaammengehSrige  Richtungen,  von 
denen  jede  die  Richtung  der  Kraft  ist,  die  auf  einen 
Schnitt  parallel  zur  andern  wirkt,  nennen  wircon- 
jugirte  RichtuDgeo.  Denn  zerlegt  man  J  nach  der  Rich- 
tung von  a  und  b,  so  wird  die  Seitenkraft  in  a  ^  0  sein,  weiH 
parallel  zu  j4  läuft;  demnach  muss  auch  die  Seitenkraft  vnn  B 
nach  der  Richtung  von  li  =  0  sein,  S.  515,  d.  h.  B  muss  parallel 
zu  a  sein.  Später  werden  wir  aehen,  dass  alle  auf  diese  Weise 
conjbgirten  Richtungen  einen  involutorischen  StrablenbUscbel 
bilden,  wodurch  die  Bezeichnung  conjugirt  gerechtfertigt  wird. 


125.   Grösse  und  Richtung  der  in  den  yersehiedentm 
Schnitten  wirkenden  Kräfte. 

In  der  vorigen  Nr.  haben  wir  bewiesen,  dass  es  einerlei  ist,  von 
welchen  zweier  beliebigen  Schnitten  man  ausgeht,  um  die  in  irgend 
einem  Schnitt  wirkenden  Kräfte  zu  erhalten;  wir  woUeo  dahernur 
die  auf  zwei  conjugirte  Richtungen  wirkenden  Kräfte  willkDrlich 
annehmen  und  gelangen  so  auf  die  einfachste  Weise  zu  den  Be- 
ziehungen zwischen  den  verschiedenen  Richtungen  und  Kiiften. 
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Es  seien  Fig.  181)  und  11)0  zwei  coDJugirteKichtungeD,  ^i  und 
9i  die  Klüfte,  welche  pro  Längen- (Flächen-)  einhctt  auf  diese  Rieh' 
tuugslinien  a  und  b  wirken.  Wir  reihen  beide  auf  einer  geraden 
Linie  ^  CB  Bo  aneinander,  dass  ^B^cx-\~Qi  gleich  der  Summe 

Fig.  189. 


A  A 


(Fig.  189)  dieser  beideu  Kräfte  ist,  wenn  beide  das  Material,  die 
schraförte  Fläche,  in  gleicher  Wei^e  ia  Anspruch  nehmen,  dagegen 
A  B  =  ^i  —  ^9  gleich  der  Differenz  (Fig.  190)  ist,  wenn  ^j  das 
Material  in  entgegengesetzter  Weise  in  Anspruch  nimmt.  Wir  be- 
»ttmmen  auf  a  und  b  die  beiden  Punkte  ..^uudS  so,  dass  ihre  Ent- 
fernung gleich  pi  +  tj^  und  die  Kichtung  ji  B  gleich  mit  der  des 
Schnittes  übereinstimmt,  ftir  die  man  die  Kraft  bestimmen  will. 
Dann  vertauschen  wir  die  Strecken  0  A  und  0  B  bu,  dass  0  Ä 
=  OB  =  b  und  OB  ^=  OA  =  a  ist:  und  nun  wird  der  IVennnngs- 
punkt  C  der  beiden  p  in  der  neuen  Lage  der  Endpunkt  der  von  0 
aus  in  Richtung  und  GrBsse  aufgetragenen  Kraft  q  =  OC  sein, 
welche  auf  j4  B  pro  Flächeneinheit  wirkt. 
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Denn  bezeichnet  man  die  Seitenkräfte  OD,  DCvon  OC  nach 
den  Kichtungeo  von  a  und  b  mit  x  und  (,  so  hat  man : 

''  AB  ■ 


NuD  sind  aber  b  (,  uud  a  pi  die  ganzen  auf  b  und  a  wirkenden 
mit  a  und  b  parallelen  Kräfte  B  und  A  also : 

ff  ^ 


?i  +  es ' 


Bezeichnet  man dieMittelkraftTon  ^  und  B,  d.  h.  die  auf  ^  B 
'^  9\-\-  ti  wirkende  Kraft  mit  R,  so  giebt  die  Zusammessetinng 
der  beiden  Mittelkräfte  x  * : 


OB  =^ 


=  e, 


gleich  der  auf  die  Richtung  A  B  wirkenden  Kraft  pro  Flächen- 
einheit. 

Genau  dasselbe  Resultat  erhält  mau  in  dem  Falle,  in  welchem 
die  beiden  Schnitte  auf  verBchiedene  Weise  in  Anspruch  genommen 
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sind,  man  hat  dann  (siehe  Fig.  100)  —  q^  statt  -f-  ?i  zu  setzen  und 
dem  entsprechend  zu  coostruiren. 

Diese  Constructionen  sind  identisch  mit  der  allg^emein  be- 
kaunten  Ellipsenconstruction,  wo  die  Ellipse  von  einem  Funkte  eines 
Papierstreifens  beschrieben  wird,  von  dem  zwei  andere  Funkte  auf 
festen  Linien  gleiten.  Also :  Träg^tmauTon  einemPunkte 
aus  alle  Kräfte  auf,  welche  auf  die  verschiedenen 
ticfanittricbtuDgea  pro  Längeueinheit  wirken,  ao 
liegeo  die  Endpunkte  aller  dieser  Kräfte  auf  einer 
Ellipse,  der  Ellipse  der  Kräfte. 

Zieht  man  durch  C  Parallelen  zu  a  und  b,  so  schneiden  diese 
auf  einer  Parallelen  tm  A  B  durch  0  Punkte  A'  B'  so  aus ,  dass 
A' OB  coDgruent  m\i  ACBKiX.  Wird  demnach  durch  ^'Cff' 
ein  Kreis  gelegt,  so  behält  dieser  gleichen  Radius  fUr  alle  Lagen 
von  C,  denn  die  Strecke  A'  B'  und  der  Winkel  A'  C  B'  bleiben 
constant.  Der  Punkt  C  durchläuft  also  diesen  mit  A'  OB  fest  ver- 
bundenen Kreis,  während  er  die  Ellipse  beschreibt.  Demnach  sind 
die  Entfernungen  OM  und  ON  der  Endpunkte  des  durch  0  gehen- 
den Durchmessers  J/0  A'  die  beiden  Ilalbaxen  der  Ellipse.  CM 
und  CiVsind  die  Richtungen  dieser  Halbaxen;  denn  bringt  man 
den  Durchmesser  des  Kreises  in  diese  Richtungen,  so  fällt  der 
Funkt  Cmitdem  entferntesten  und  den  nächsten  Punkten  ifundiV 
zusammen.     - 

Aus  dem  Bisberigen  geht  hervor,  dass  diese  Construction  der 
Knlfteellipse  identisch  mitder  allgemein  Üblichen  Ellipsenconstruc- 
tion ist,  wo  mit  den  Halbaxen  OJ/und  ON  als  Radien  Kreise 
vom  Mittelpunkte  0  aus  beschrieben,  beliebige  Radien,  parallel  zu 
A'  B'  gezogen  und  durch  die  Schnittpunkte  der  Radien  mit  den 
Kreisen  Parallele  zu  den  Axen  gezogen  werden,  die  sich  in  Ellip- 
senpunkten  schneiden.  Bei  dieser  Construction  sind  die  Funkte, 
welche  von  senkrecht  aufeinander  stehenden  Radien  herrtlhren, 
die  Endpunkte  coujugirter  Durchmesser.  Dreht  man  also  A  B 
(Fig.lSitundldO)  um  SU",  so  dreht  sich  auch  in  entgegengesetztem 
Sinne  AB  und  A' B'  um  einen  rechten  Winkel;  mithin  ent- 
sprechen senkrecht  auf  einander  stehenden  Schnit- 
ten durch  das  Material  als  darauf  wirkende  Kräfte 
conjugirte  Durchmesser  der  Kräfteellipse. 
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126.  Die  Involution  der  conjugirten  Kräfte-  und  Schnitt- 
richtungen. 

Bczcicboet  mau  mit  r,  ^^ das  CoordinatenverbSltobB 

der  Schnittlinie  und  mit  t^  '^^  —  das  der  #if  sie  wirkenden  Krafi- 

richtung,  so  erhält  man  durch  Division  der  in  der  vorigen  Nummer 
erhaltenen  Werthe  von  *  und  *: 

*^      ^ 1    r   _  _£'_ . 

xa  '    '         e» 

Alle  conjugirten  Strahlen  liegen  also  involu- 
toriscb. 

OfTenbar  föUt  diese  Involution  nicht  mit  der  der  conjugirteo 
Durchmesser  der  in  der  vorigen  Nr.  construirten  Eräfteellipse  iq- 
sammen ;  denn  dem  Durchmesser  a  ist  nicht  die  Kichtung  b,  sod- 
dern  derjenige  KllipseDdurchmesser  conjugirt,  welcher  durch  den 
Funkt  C  geht,  wenn  ^B  senkrecht  auf  a  steht;  dasselbe  gilt  auch 
von  6.  Zwei  Involutionen  hOonen  nur  ein  Paar  conjugirter  Strah- 
len entsprechend  gemein  haben;  dieses  gemeinsame  Paar  sind 
hier  die  in  beiden  Involutionen  senkrecht  auf  einander  stehenden 
Axen.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Axen  der  conjugirten  Rich- 
tungen und  Kräfte  vorerst  construirt,  und  flibrt  dann  von  diesen 
ausgebend,  eine  der  Constructioneo  Fig.  189  oder  190  aus,  eo 
werden  der  Winkel  aOb  ein  rechter,  und  0  a  und  0  b,  die  Axen  der 
Ellipse.  Die  Axen  der  Kräfteellipse  sind  in  den  invo- 
lu toriseben  Bttscheln  der  Kräfte  und  Richtungen  eoa- 
jugirt.  Auf  einen  Schnitt  nach  der  Richtung  einer 
Axe  wirkteine  normale  Kraft,  die  unter  allen  aaf 
Schnitte  wirkenden  Kräften  entweder  einHaximun 
oder  ein  Minimum  ist.  Die  scfaeerenden  ErSfte  in 
der  Richtung  der  Axen  sind  gleich  0;  nach  diesen 
Riebtungen  findet  also  im  Material  die  directe 
Uebertragung  der  Spannungen  und  Pressungen 
statt. 
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Die  Involution  t,  t,  setzt  unu  in  den  Stand,  die  Canstructionen  der 
vorigen  Nr.  einfacher  auszuführen.  Wir  machen  Fig.  191  und  11)2  auf 
der  RichtungBÜDie  a,  0  C=ßa,  und  trageuvonCaiis  CA  =  Qi  und 
('B  =  Qi  in  gleicher  Richtung  wie  in  Fig.  191,  wenn  sie  rersehie- 
denen  Zeichens,  und  in  verschiedener  Richtung  wie  in  Fig.  1 U2,  wenn 

»Ik-  191.  Fig.  las. 


sie  gleichen  Zeichens  sind,  auf,  so  dass  A  und  B  die  zwei  Punkte 
sind,  die  auf  a  und  b  gleiten  niUssen,  wenn  C  die  Krilfteellipse  be- 
schreiben soll.  OA  und  OB  sind  nun  ein  zweites  Strahlenpaar 
der  Involution,  denn  das  Coordinatenverhältniss  des  Strahles  OB, 

der  den  Winkel  a  b  halbirt,  ist  gleich  <i  =  —  =  1 ,  und  das  des 


Strahles  0  A  gleich  %^  =  ■ 


«I 


,  mithin  Tj  tj  =  — 


Sind  ^1  und  ^  verschiedenen  Zeichens,  so  trennen  OA  und 
OB  die  Strahlen  nicht,  Fig.  191  und  die  Involution  bat  Doppel- 
strahlen. Wir  construireu  sie,  indem  wir  über /4 £  einen  Halb- 
kreis beschreiben,  von  C  dem  Mittelpunkt  der  Involution,  welche 
die  cQnJugirten  Richtungen  auf  C^  ausschneiden,  eine 'Fangente 
an  diesen  Halbkreis  ziehen,  und  die  Tangentenlänge  mittelst  des 
punktirten  Kreises  nach  beiden  Seiten  herunterschlagen,  wodurch 
wir  Punkte  der  Doppelstrahlen  dd  erhalten.  Die  Endpunkte  eines 
jeden  Halbkreises,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Linie  A  C  liegt, 
und  der  den  punktirten  Kreis  unter  einem  rechten  Winkel  schneidet, 
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liegen  in  conjugirten  Strahlen.  Dieae  Methode  ist  jedoch  sehr 
unbequem,  um  co^jugirte  Strahlen  zu  bestimmen.  Wenn  die 
Doppelstrahlen  einmal  bekannt  sind,  bo  ist  es  viel  bequemer, durch 
einen  Punkt  des  einen  Doppelstrahles  eine  Parallele  zum  andern 
zu  fuhren,  alle  conjugirte  Strahlen  schneiden  dann  zu  beiden  Sei- 
ten des  Doppelpunktes  gleich  lauge  Segmente  der  Parallelen  aus. 
Diese  Methode  wurde  dazu  benutzt,  um  in  Fig.  191  die  Strah- 
len zu  ermitteln ,  welche  den  Haibiningslinien  des  AxenwinkeU 
conjugirt  sind.  Da  dieae  Halhirungslinien  zunächst  senkrecht 
aufeinander  stehen ,  und  dann  den  gleichen  Winkel  ron  45"  mit 
jeder  Äxe  bilden,  so  gelangt  man  durch  sie  zu  denjenigen  conju- 
girten  Ellipeendurchmessern,  welche  gleiche  Winkel  mit  denixeo 
bilden,  und  daher  durch  die  Eckpunkte  de^enigen  der  Ellipse 
umschriebenen  Rechtecks  gehen,  dessen  Seiten  parallel  mit  den 
Axen  laufen.  Die  Längen  dieser  beiden  Durchmesser  sind  gleicli 
gross,  und  die  Längen  der  Axen  rerhalten  sich  wie  die  Perpen- 
dikel Tou  einem  Funkte  dieser  Durchmesser  auf  die  Axeu.  In  den 
Figuren  191  und  192  wurden  diese  gleichen  Durchmesser  punktirt 
Man  erhält  jetzt  gar  leicht  mittelst  irgend  eines  Punktes  derKräfle' 
ellipse,  C  z.  B.,  die  wahren  Axenlängen ;  zieht  man  nämlich  die 
Coordinaten  parallel  zu  den  Axen  durch  C,  und  vermindert  die 
Abscisse  im  Verbältniss  der  grossen  zur  kleinen,  und  vergrösBert 
die  Ordinalen  im  Verhältnjss  der  kleinen  zur  grossen  Axe,  so  sind 
die  Entfernungen  der  so  erhaltenen  zwei  neuen  Punkte  tod  0 
gleich  den  Axenlängen.  Die  strichpunktirteo  Axen  halbirendeo 
Winkel  der  Doppelstrahlen. 

In  Schnitten  nach  der  Richtung  der  Doppelstrahlen  d,  fällt  die 
Richtung  der  Kraft  mit  der  des  Schnittes  zusammen.  In  diesen 
Schnitten  ist  also  das  Material  nur  scheerend  in  Anspruch  genum- 
men.  Da  die  Doppelstrahlen  gleiche  Winkel  mit  den  Axen  bilden, 
so  sind  diese  scheerenden  Kräfte  in  beiden  gleich  gross.  Alle 
conjugirten  Richtungen  der  Kräfte  und  Schnitte  sind  von  den 
Doppelstrahlen  harmonisch  getrennt.  In  solchen  conjugirteii,  von 
den  Doppelstrahlen  getrennten  Richtungen  wird  das  Material  in 
entgegengesetzter  Richtung  in  Anspruch  genommen.  Die  Doppel- 
Strahlen  trennen  daher  die  Schnitte,  in  welchen  das  Material  von 
den  ausserhalb  wirkenden  Kräften  i-tlckwirkend,  von  denjenigeD, 
in  welchen  es  absolut  in  Anspruch  genommen  ist. 

Sind  e,  und  q^  gleichen  Zeichens,  Fig.  192,  so  liegt  der  Punkt 
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C  im  Halbkreis  über  ^  B,  der  auf  einer  senkrechten  zu  ^  B,  die 
Potenz  C/*  abBchneidet.  Ein  Kreis  durch  0  und  P,  desBen  Mittel- 
punkt auf  ^B  liegt,  schneidet  auf  dieaer  Linie  Punkte  der  Axen 
aus,  deren  Länge  gerade  ho,  wie  in  Fig.  191  c^nstruirt  werden 
können.  Die  Schenkel  eines  jeden  rechten  Winkels  in  P  schnei- 
den auf  j4  B  Punkte  conjugirter  Richtungen  aus.  Doppelstrablen, 
in  denen  das  Material  nuracheerend  in  Anspruch  genommen 
wäre,  kommen  nicht  vor.  Demnach  ist  das  Material  in  allen 
Schnitten  in  gleither  Weise  in  Ansprach  genommen. 

In  Fig.  192  wurden  noch  die  gleich  langen  Durchmesser  der 
Kräfte  construirt,  welche  den  Halbirungslinien  der  Axen  ent- 
sprechen. 

Wären  endlich  die  ausserhalb  zweier  verschiedener  Schnitte 
wirkenden  Kräfte  parallel,  so  würde  allen  m&glichen  Schnitten 
immer  die  gleiche  Richtung  der  Krtlfte  entsprechen.  Einem  Schnitt 
in  dieser  Richtung  der  Kräfte  entspricht  dann  eine  Kraft  0 ,  deren 
Richtung  unbestimmt  ist,  so  dass  auch  allen  Richtungen  der  Kräfte, 
nur  eine  Richtung  des  Schnittes  entspricht.  Es  ist  also  dieser 
Fall,  der  der  zusammenfallenden  Doppelstrahlen ;  er  tritt  ein,  wenn 
die  Endflächen  prismatischer  Körper  gleichmässig  belastet  sind. 
Fallen  zufälliger  Weise  im  Holz  z.  B.  die  Richtungen  in  die 
der  Fasern ,  nach  welchen  der  Widerstand  gegen  das  Abscheeren 
sehr  klein  ist,  so  spaltet  sieb  ein  solcher  KOrper  nach  der  Rich- 
tung dieser  Fasern,  bevor  jede  einzelne  geknickt  wird. 

Das  bisher  Entwickelte  fassen  wir  nochmals  kurz  zusammen: 

Wenn  die  ausserhalb  von  Schnitten  wirkenden 
Kräfte  den  Längen  dieser  Schnitte  proportional 
sind,  und  man  für  jeden  Schnitt  eines  Strahleu- 
büschels,  die  auf  diesen  Schnitt  pro  Längeneinheit 
wirkenden  Kräfte  bestimmt,  suwerdendie  von  dem 
Centrum  desBUsehelsin  Richtung  und  GrOsse  auf- 
getragenen Kräfte  mit  den  Schnitten  einen  invo- 
lu  tori  sehen  Btt  sc  hei  conjngirter  Riehtun  gen  bilden. 

Die  Endpunkte  aller  Kräfte  werden  auf  einer 
Ellipse  liegen,  deren  Axen  mit  denen  der  Involution 
zasammeu  fallen. 

Senkrechten  Schnitten  entsprechen  als  darauf 
wirkende    Kräfte,     coojngirte    Durchmesser     der 
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Ellipse;  insbesondere  den  AxenfaalbiruDgsliuien 
die  gleich  langen  conjugirten  EllipsendurchmesHer. 

Hat  die  Involution  zwei  Doppelstrahlen,  wel- 
che also  alle  conjugirten  Richtungen  harmonisch 
trennen,  und  mit  den  Axen  gleiche  Wi  nkel  bildet), 
so  wirken  in  Schnitten  nach  deren  Richtung  gleich 
grosse  Kräfte,  die  das  Material  nur  sc  beerend 
in  Anspruch  nehmeD.  Diese  Doppelstrahlen  tren- 
nen die  Schnitte,  in  welchen  das  Material  rück- 
wirkend, von  denjenigen  in  welchen  es  absolut  in 
Anspruch  genommen  ist.  Jeder  der  beiden  Winkel 
der  beiden  Doppelstrablen  enthält  eine  Axe,  nacb 
deren  Richtung  das  Material  am  stärksten  oder 
schwächsten,  und  zwar  nur  normal  gar  nicht  schee- 
rend  in  Anspruch  genommen  ist. 

Hat  die  Involution  keine  DojipeUtrab  len,  so 
giebt  es  keine  Hchnitte,  nach  deren  Richtung  das 
Material  nur  scheerend  in  Anspruch  genommen 
wäre.  Es  wird  in  allen  Schnitten  in  gleicher  Weise 
angegriffen.  Am  stärksten  nach  der  Richtung  der 
grossen,  am  echwächstcnnacbder  derkleineuA:ie. 
In  der  Richtung  der  Ascn  wirken  keine  scbeerendeD 
Kräfte. 

Palleu  die  Doppelstrableu,  und  mit  ihnen  auch 
eine  Axe  zusammen,  so  entspricht  allen  Schnitten 
nur  diese  einzige  Richtung.  Die  Ellipse  der  Kräfte 
klappt  zu  der  geraden  Linie  der  Ooppelstrahlen 
zusammen,  in  der  Richtung  dieser  Geraden,  ist  das 
Material  gleichzeitig  scheerend  absolut  oder  rück- 
wirkend, senkrecht  darauf  nur  rückwirkend  abso- 
lut oder  gar  nicht  in  Anspruch  genommen. 

127.  Allgemeine  Constraction  4er  in  jedem  Sciuiltt 
wirkenden  Kraft 

Um  die  allgemeinen  Beziehungen  zwischen  den  Schnitten  zu 
'entwickeln,  war  es  zweckmässig  und  einfach,  von  zwei  conjugirten 
Richtungen  auszugeben;  allein  in  der  Praxis  sind  diese  in  der 
Regel  nicht  von  vorn  herein  gegeben,  sondern  die  auf  zwei  belie- 
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bige  Schnitte  wirkende  Kräfte ,  mittelst  deren  dann  alles  Uebrige 
zu  construireo  ist  Wir  haben  hier  noch  zu  zeigen ,  wie  das  ge- 
schehen kann. 

Es  sei  Fig.  193  ein  Klementardreieck ,  dessen  Seiten  sich 
wie  1  ß  und  7  verbalten ;  die  auf  die  Seiten  1  und  ß  wirkenden 
Kräfte  seien  pro  Flächeneinheit  gegeben,  wir  zerlegen  sie  in  zwei 
Seitenkräfte  nach  der  lUchtung  1  und  ß,  die  auf  und  in  der  Seite  \ 
wirkenden  sind  gleich  ^1  und  tf, ;  dann  mussdie  in  der  Seite  ß  wir- 
kende Kraft  pro  Flächeneinheit  ebenfalls  gleich  tty,  also  auf  die  ganze 
Fläche  gleich  ß  ffi ,  und  die  auf  diese  Seite  wirkende  gleich  ßg^ 
sein,  wenn  sie  pro  Einheit  gleich  (,  gesetzt  wird.  Die  auf  die  3te 
Seite  y  wirkende ,  gesuchte  Kraft  zerlegen  wir  zuerst  in  zwei  Sei- 
tenkiHfte  yq'  und  y»^,  welche  denselben  Winkel  als  wie  pi  und  fff 
mit  einander  bilden ,   und  dann  in  zwei  senkrecht  aufeinander- 

Fig.  193.  Fig.  Ifl4. 


^t/.^/ 


-  J'L^J 


stehende  yq  und  ya.  In  Fig.  193  sind  beide  Zerlegungen  ange- 
deutet, allein  es  kann  nur  eine  derselben,  nicht  beide,  gleichzeitig 
stattfinden.  Zweck  der  Coijstruction  ist,  für  jede  Richtung  Ton  y 
die  in  und  auf  einen  Schnitt  in  dieser  Richtung  pro  Flächenein- 
heit wirkende  Kraft  <s  und  q  zu  bestimmen. 
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Bei  Aenderung  der  RicbtuDg  /  wird  die  Seite  1  feetgehalten, 
während  nicht  die  ßichtuug  aber  die  Länge  ß,  mit  der  ßichtuDg 
und  Länge  y  sich  ändert.  Eb  bleiben  also  ^|  und  «r,  coDstsnt, 
während  sich  die  übrigen  Kräfte  ändern.  Da  laut  Nr.  124  S.  511 
alle  6  jetzt  aufgezählten  Kräfte  durch  die  Mitte  von  y,  alBO  dunb 
einen  Punkt  gehen,  bo  brauchen  wir  nur  die  4  bekannten  Eiifle  im 
Eräftepolygon  aneinander  zu  reihen,  und  durch  die  Endpunkte  des 
Zuges  parallele  zu  den  Richtungen  der  auf  und  in  /  wirkenden 
Kräfte  zn  ziehen,  um  diese  zu  erhalten.  Die  Mitte  des  Zuges  bil- 
den die  beiden  oonstanten  Kräfte  tf|  und  ^t  <  siebe  Fig.  194  und 
195.  Vor  o'i  tragen  wir  dann  ßOi,  und  nach  q^  ,  ß^,  auf.  Um  ßc, 
in  Richtung  und  GrOsse  zu  erhalten,  verlängern  wir  tf|  nach  unten 
um  die  gleiche  Länge  bis  S,  und  construiren  Über  dem  punktirten 
(T,  ein  Fig.  193  ähnliches  Dreieck,  dessen  an  a,  Fig.  194  und  \% 
stossende  Seite  offenbar  gleich  ßOf  ist.     In  gleicher  Weise  con- 

Fig.  195. 


»^  \    ^ 


struiren  wir  am  Endpunkt  ^i  die  Länge  ß^j.  Wir  tragen  dortft 
soauf,  dasses  mit  ff,  also  auch  mit  j^pj  derselben  Winkelalswiepi 
bildet;  construirt  man  dann  über  diesem  q^  ein  zweitesderFig.l93 
ähnliches  Dreieck ,  so  ist  die  zu  Ui  parallele  Seite  die  gesucbte 
lÄnge  ße%-    Verlängert  man  die  dritten,  y  entsprechenden  Seiten 
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der  beiden  eben  conatruirten  Dreiecke  bis  zu  ihrem  Schnitt  in  Q, 
so  scfalieBsen  sie  den  Zug  des  Kräfteiiolygons  ^tr,,  ai,  ^^,  ßQ^,  und 
sie  sind  demnach  gleich  j-rr'  und  yg;  denn  ya  geht  durch  den 
Anfangspunkt  des  Kräftezuges ,  und  läuft  mit  )■  parallel,  und  yQ 
üildetniit  j'ff',  wie  alle  entsprechenden  Seiten  der  beiden  Dreiecke, 
denselben  Winkel,  als  wie  ^i  mit  «r,  mit  einander.  Zieht  man 
flchliesslicb  durch  (^  Parallele  zu  a,  und  ^^  bis  ßo,  und  ß^^  so 
erhält  man ,  wie  aus  der  Äehnlichkeit  der  so  gebildeten  Dreiecke 
Ißy  herrorgeht,  if  und  p'. 

Aendert  man  die  Richtung  von  /,  so  bilden  doch  immer  ya 

A 

und  Y(f  den  constant^n  Winkel  von  $i  ffi  mit  einander,  da  ferner 
diese  beiden  Linien  durch  die  festen  Endpunkt^  Ton  a,  und  (^ 
gehen,  so  beschreibt  Q  die  in  Fig.  194  und  195  punktirten 
Kreise.  Sie  gehenauchdurch  den  Schuitt  von  tf,  und^j,  weil  diese 
Richtungen  dem  Werth  /  =  0  entsprechen.  Jeder  der  Mittelpunkte 
liegtin  dem  Perpendikel  vomDurchschnittC' der  beiden  Linien  ßfft 
und  /?g3  auf  ff, ,  denn  die  ganze  Länge  der  Sehne  <r,  ist  gleich 
2  ff]  -|-  2mal  die  Projection  von  e,  auf  ff, ,  und  die  Entfernung  von 
S  bis  zum  Perpendikel  ist  gleich  ff,  -j-  Imai  die  Projection,  er 
halbirt  also  die  Sehne,  und  ist  DurchoieBser.  Man  kann  daher 
sagen,  ^'  und  ff'  sind  die  Coordinaten  des  eben  construirten  Kreises 
in  Bezug  auf  die  Axen  ßOf  und  ß(>^,  parallel  gemessen  zu  er, 
und  Q^. 

Der  constante  Winkel,  den  die  Coordinaten  q  und  ff'  mit 
A 
einander  bilden,  ist  gleich  dem  von  pt  <^ii  also  auch  gleich  dem  der 
Kräfte  q'g  selbst.  Die  Linie  AB,  die  sie  unterspannt,  stellt  also 
auch  in  Grüsse  die  ausserhalb  von  y  wirkende  Mittelkraft  dar; 
verlängert  man  a  bis  ^  auf  dem  Durchmesser  durch  0,  und  ßlllt 
man  von  Q  eine  Senkrechte  auf  ßQj,  so  ist  ^ B  =  AB,  denn  es 
ist  A  j4  =  B  B,  weil  P|Und  q^  gleiche  Winkel  mit  dy  bilden.  Die 
rechtwinkeligen  Coordinaten  q<s  des  Kreiepunktes  ' 
Q,  in  Bezug  auf  die  Axen  OA  und  OB,  sind  di^her  die 
normal  auf  und  in  einem  Schnitt,  nach  der  Rich- 
tung 5(^  wirkenden  Kräfte  pro  Flächeneinheit,  und 
die  Entfernung  Q  vom  Ursprung  der  Coordinaten 
istgleich  der  ganzen  auf;-  wirkenden  Kraft.  Denn  es 
ist  0  Q  =  A  B.  Um  diese  Kraft  A  Bin  ihrer  richtigen  Lage  zu 
erhalten, muss  man  den  rechten  Winkel  AQB  w  drehen,  dass  der 
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Schenkel  ^Q  in  die  Richtung  y  ßlllt.  Man  gelangt  aber  auf  ein- 
hcbere  Weise  zu  dicBer  Richtung,  wenn  tnan  sich  erinnert,  daoB 
die  ßichtungen  der  Schnitte  und  Kräfte  eine  InvolutioD  bilden,  fUr 
deren  Doppelstrab  len  e  gleist)  0  ist  Die  Doppelstrahlen  sind 
daher  Fig.  194  diejenigen  Strahlen  4,  welche  von  S  nach  den 
Schnittpunkten  des  Kreises  mit  OB  gezogen  werden.  Das  Invo- 
tutionscentrum  ist  der  Pol  C  der  Linie  OB.  Je  zwei  Strahlen, 
welche  nach  den  Schnittpunkten  des  Kreises  mit  eioer  Secante 
durch  C  gezogen  werden,  sind  conjugirte  Richtungen;  ins- 
besondere sind  die  Strahlen  11,  nach  denSchnittpunkten  des  durch 
C  und  0  gehenden  Durchmessers,  die  Axen  sowohl  der  loTolntion, 
als  auch  der  Ellipse  der  Kraft«.  Diese  letztere  erhält  man,  wenn 
auf  jedem  Strahl  von  S  aus,  die  Entfernung  des  Kreispanktes  des 
andern  Strahles  von  0,  aufgetragen  wird.  Fflr  einen  Quadranten 
wurde  Fig.  194  diese  Ellipse  gezeichnet,  und  am  Endpunkt  jeder 
Kraft  die  conjugirte  Richtung,  welche  in  der  Figur  gleicbesZeichen 
trägt,  aufgetragen,  und  als  Schnitt  schraffirt.  Dieser  Ellipsen- 
quadrant  giebt  daher  eine  TollständigeUebersicht  der  Inanspruch- 
nahme desMateriales.  Indem  man  die  Schnitte,  weil  Fig.  194  Doppel- 
strahlen  vorausgesetzt  werden,  in  entgegengesetztem  Sinn  als  wie 
die  Kräfte  dreht,  sieht  man,  dass  in  den  Schnitten  1^*234,  das 
Material  in  entgegengesetztem  Sinn,  als  wie  in  den  Schnitten 
4  3  2  «  y  1  in  Anspruch  genommen  ist,  und  dass  es  im  Doppel- 
strahl i  nur  scheerend  in  Anspruch  genommen  ist. 

Schneidet  der  Kreis  die  Linie  ß  q^  nicht  8.  Fig.  195,  so  ßllU  der 
Anfangspunkt  der  Coordinat^n  Über  den  Kreis  hinaus,  und  das 
Involutionscentrum  als  Pol  der  Linie  0  A  fällt  in  den  Kreis.  Die 
Involution  der  Kräfte  und  Schnittrichtungeu ,  hat  keine  Doppel- 
strahlen, je  zwei  conjugirte  Bichtungen  trennen  sich,  die  Rieb- 
tungen  der  Schnitte  und  Kräfte  drehen  sich  im  gleichen  Sinn,  und 
das  Material  ist  aberall  in  gleicher  Weise  in  Anspruch  genommen. 
•  Da  die  Axen  conjugirte  Richtungen  sind,  so  trennen  auch  sie  alle 
andern  Richtungen;  in  Fig.  195  Hegen  daher  die  conjngirlen 
Kräfte  und  Schnitte,  in  zwei  verschiedenen  Quadranten,  nicht  in 
demselben  Quadranten,  wie  in  Fig.  194. 

Die  Strahlen ,  welche  von  S  nach  dem  Schnitt  der  Polaren, 
von  0  mit  den  Kreis  gezogen  werden ,  sind  die  gleichlangen  con- 
jugirten  Durchmesser  der  Kräfteellipse,  siehe  Nr.  126  S.  522,  sie 
haben  mit  den  Doppelstrahlen  die  Eigenschaft  gemein,  dass  das 
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Quadrat  der  Taagente  des  Winkels,  den  sie  mit  der  Axe  bilden, 
dem  Product  derTangenten  der  Winkel  gleich  iat,  die  irgend  zwei 
c«&jngirte  Richtungen  mit  derselbeD  bilden.  Durch  sie  allein  ist 
also  auch  die  Involation  bestimmt,  indem  die  sie  halbirenden  Axeu 
ebenfalls  conjugirt  sind,  und  deshalb  haben  wir  sie  punktirt.  Man 
könnte  sie  die  imaginären  Doppelsti-ahleD  der  IdvoIuüod  der 
Kräfte  und  Schnitte  nennen. 

Wird  das  Centram  S  der  KrSfteellipse  an  einen  andern 
Punkt  des  Ereieee  verlegt,  so  ändert  sich  jene  nicht,  denn 
die  Winkel,  welche  die  Strahlen  nach  festen  Punkten  des 
Kreises  mit  einander  bilden,  ändern  sich  nicht;  die  Entfernungen 
ron  0  nach  denselben  Punkten,  d.  h.  die  Längen  der  Strahlen  von 
S  ebenfalls  nicht:  demnach  dreht  sich  nur  die  Ellipse  um  S,  ohne 
ihre  Form  zu  verändern,  wenn  S  den  Kreis  beschreibt.  Die  Ellipse 
ist  daher  vollständig  durch  die  Lage  der  beiden,  in  Bezug  auf  den 
Kreis  conjugirten  Punkte ,  0  und  C  eines  Durchmessers  bestimmt. 

Wird  von  der  absoluten  Grösse  der  Kräfte  abstrabirt,  und  nur 
die  proportionale  Aenderung  derselben  in  den  verschiedenen 
Schnitten  in's  Auge  gefasst,  so  genagt  es  zur  vollständigen  Dar- 
stellung der  Inanspruchnahme  des  Materials ,  in  einem  Punkt  die 
Lage  der  beiden  reellen  Fig.  194  oder  imaginären  Fig.  195  Dop- 
pelstrablen  anzugeben;  denn  zieht  man  dann  einen  beliebigen 
Kreis  durch  ihren  Schnitt,  so  ist  der  Pol  der  Sehne,  welche  die 
Schnitte  des  Kreises  mit  den  beiden  Schenkeln  verbindet,  ent- 
weder der  Punkt  0,  oder  der  Punkt  C,  je  nachdem  die  Doppel- 
strahlen reel  oder  imaginär  sind,  wodurch  alles  bestimmt  ist. 
Nur  muss  jetzt  noch  angegeben  werden,  wie  das  Material  in  An- 
spruch genommen  ist,  was  einfach  mittelst  eines  -{•  oder  — ,  oder 
einem  a  oder  r,  für  absolut  und  rückwirkend  geschehen. kann. 

Soll  auch  noch  die  Grösse  der  Inanspruchnahme  angedeutet 
werden,  so  kann  man  die  Längen  der  Doppelstrahlen  begrenzen,  als 
die  Kräfte,  die  in  ihnen  wirken.  Nimmt  man  auf  jedem  der  Doppel- 
strahlen einen  Punkt  so  an ,  dass  die  Entfernung  beider  Punkte 
gleich  der  doppelten  Kraft  in  einem  der  Doppelstrahlen  ist,  so  ist 
der  durch  den  Scheitel  und  die  zwei  Punkte  gehende  Kreis  der 
der  Fig.  194  und  195. 

Auch  durch  die  Lage  und  Gr^isse  der  beiden  Axen  derKräfte- 
ellipBe,  kann  die  ganze  Inanspruchnahme  des  Materials  fUr  einen 
Punkt  angedeutet  werden ;  denn  trägt  man  a  und  &  von  0  aus  in 
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entgegengesetzter  Sicbtung,  wenn  die  Doppelstrahlen  reell  sind, 
in  gleicher  wenn  sie  imaginär  sind  auf,  so  sind  die  Endpunkte 
auoh  die  Endpunkte  des  DurchmesserB  der  Kreise  Fig.  194  und 
195,  Bo  dass  also  auf  diese  Weiae  alles  vollständig  bestimmt  ist. 
Der  Winkel  den  die  Doppelstrahlen  mit  den  Axen  bilden, 
lässt  sich  auoh  sehr  einfach  durch  die  Axen  ausdrucken.  Sind 
a  und  ß  die  Axenläugeu ,  also  auch  Fig.  194  die  Segmente  des 
Durchmessers  durch  0,  so  ist  die  auf.  diesem  Durchmeser  eenk- 
recht  stehende  halbe  Sebne  gleich  Y^a  ß,  und  die  Tangente  des 
Winkels  den  ein  DoppeUtrahl  mit  «  bildet,  gleich : 


■^^^-n 


Denselben  Ausdruck  erhält  man  auch  fflr  imaginäre  Doppel- 
strablen  Fig.  195.  Die  von  &  ans  gemessenen  Entfernungen. 
Schnitte  des  Durchmessers  mit  dem  Kreis,  sind  gleich  a  und  /i. 
Die  durch  C  getrennte  Segmente  desselben  gleich  : 

denn  da  die  C  und  0  conjugirt  sind,  so  müssen  sich  diese  Segmente 
ebenfells  wie  a  za  ß  verhalten,  und  ihreSummemnasgleich  a  ~  ' 
sein,  woraus  sich  die  obigen  Werthe  ergeben.  Die  Tangente  fii' 
Winkels,  den  ein  imaginärer  puuktirter  Doppelstrabi  mit  äei 
Axe  a  bildet,  ist  also  gleich : 

wie  oben.  Die  beiden  Fälle  für  die  reelle  und  die  imaginäre  Tan- 
gente, lassen  sich' demnach  in  eine  Formel  rereinigen,  wenn  man 
schreibt : 


t9 


4-K- 


wo  a  und  ß  entgegengesetzte  Zeichen  zu  geben  sind,  wenn  sie  dfe 
Material  in  verschiedener  Weise  angreifen,  gleiche  aber,  wenn  äe 
in  gleicher  Weise  es  angreifen.  Im  ersten  Fall  ist  die  Tangeote 
reell,  im  zweiten  imaginär.  Sucht  man  diesen  Ausdruck  zu  cod- 
struiren,  so  gelangt  man  ebenfalls  zur  Constmction  Fig.  194. 
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Aus  den  bisberigen  Entwickelungeo  gebt  bervor,  das»  wenn 
TOD  der  OröBse  der  Kräfte  abstrabirt  wird,  in  einem  Punkt,  da« 
Material  auf  einfacb  uneodlicb  verschiedeDe  Weiae ,  in  Äueprucb 
geDommen  werden  kann.  Pttr  jede  dieser  Ärteo  der  Inanepruch- 
nabmen,  giebt  es  aber  uneodlicb  viele  nur  durch  ihre  Stärke  eich 
unterscbeidende,  also  zu  ähnlicben  Ellipsen  führende  luanspruch- 
nabmen.  Im  ganzen  kann  also  ein  Punkt  auf  doppelt  anendlich 
riele  Weisen  beansprucht  werden.  Ja,  man  kfinnte  sagen, 
auf  dreimal  unendlich  viele  Weisen,  wenn  die  Drehung  der 
Kräfteellipse,  also  die  Richtungen,  in  welchen  die  grOssten  und 
kleinsten  Inanspruchnahmen  stattfinden ,  als  besondere  Arten  be- 
trachtet werden  wollten. 

Sind  fttr  einen  Punkt  die  beiden  Axen,  die  Riebtungen  des 
grilsBten  Zuges  und  Druckes  bestimmt,  und  gebt  man  in  der 
Richtung  des  Zuges  zu  einem  unendlich  nahen  Punkt  über,  fUr  den 
man  wieder  die  Richtung  des  Zuges  bestimmt,  u.  s.  f.,  bo  erhält 
man  eine  Spannungstrajectoric,  nach  der  bin  das  Material  nur  ge- 
spannt ist,  und  längs  der  keine  scheerenden  Kräfte  wirken.  In 
der  gleichen  Weise  vom  ersten  Punkt  in  der  Richtung  des 
Druckes  fortgebend,  erhält  mau  eine  Trajectorie  des  Druckes, 
welche  die  erste  im  Ausgangspunkt  unter  einem  rechten  Winkel 
"  uneidet.  Einen  andern  vom  ersten  endlich  entfernten  Punkt 
tuAin  man  wiederum  als  Ausgangspunkt  zweier  Trajectorien 
betrachten ,  u.  s.  f.  So  kann  man  den  ganzen  KOrper  mit  zwei 
Systemen  von  Trajectorien  aberdecken,  die  sieb  alle  unter  einem 
rechten  Winkel  schneiden,  und  welche  die  Richtungen  angeben, 
nach  welchen  sichderZug  und  der  Druck  fortpflanzen,  weshalb  wir 
sie  die  Zug-  und  Druckcurven  nennen  wollen.  Denkt  man 
sich  das  Material  zwischen  diesen  Curven  in  ihnen  vereinigt,  so 
wird  es  nuraufZugoder  Druck  zu  widerstehen  faaben,  und  dieselben 
Reactionen  als  wie  der  Körper  selbst  ausüben  kOnnen.  Diese 
Zug-  und  Druckcurven  sind  Überall,  wo  die  Natur  eonstruirt,  in  den 
Fibern  des  Holzes,  in  dem  Oewebe  der  Spongiosa  in  den  Knochen 
derThiere,  auf  das  deutlichste  zu  erkennen,  so  dass  also  die  wirk- 
liche Uebertragung  der  Kräfte  nach  diesen  Riehtungen  keinem 
Zweifel  unterliegt  Im  nächsten  Abschnitt  werden  wir  diese  Cur- 
ven flir  verschiedene  Balken  construiren. 
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Wir  nehm eo  Fig.  193  als  CoordlaateDRien  die  Richtungen  beider  Schnitlr 
an ,  ffir  welche  die  Ki^fte  pi  pi  0i  gegeben  sind.  Ek  seten  dann  die  ULn^en  def 
Schnlttein  den  Richtungen  der  x  und  y  Aie  gieichaundfi,  aoddiesaf  und  in  a  nnd  b 
wirkenden  Krifte  gleich  ^  und  Hi  Dnd  g,  and  o,.  Wir  erhalten  die  Iiing«  e  d«r 
die  BodpnDlite  von  a  und  b  mit  einiinder  verbindenden  Selten  ana: 

«>  =  o'  +  6'  —  S  a  6  (u, 
weoD  mit  u  aod  tu'  die  cos  und  sin  des  WinkeU  der  Aien  bezeichnet  werden,  dann 
dnd  die  Beltenkrälte  X  und  Y  der  anf  e  wirkenden  Krifte : 

X—a9i  +  6  et. 
y  -  a  p,  +  i  ff,. 

Beieichnet  man  mit  x  und  t  die  S^teokrifte  der  auf  die  EiDbelt  tob  e  wir- 
kenden Kraft  ft,mi  iat  X  —  «  «,  nnd  ¥—e  i,     SnbstllDirt  man  diese  Werthe  in 

a  b 

die  obigen  Oleichnngen,  nnd  sqcbt  aus  deiuelbM  —  uad  —  so  erbilt  man : 

**  —  «,»  —  e,  e,. 

tT«  -       =m  ff,   K  _  p,  ,. 


EUimintrt  man  aus  diesen  Oieichongen  — ,  und  setit  du)o  fQr and 

,  die  Coordioatenverhiltnisse   der   conjngirten  Richtnugen   von  KrSft«n    tnd 

Schnitten  i,  nnd  i^  ■<>  erhilt  man : 

e.  r.  'i  —  *.  (r,  +  I,)  +  pi  =  0, 
die  Olelchnng  der  Involntion ,  welche  diese  conjugirten  Rlchtnogeo  mit  «^"iindfT 
bilden. 

Das    CoordinateaverhäJtniBB    der    DoppeUtrahlen    bestimint    sich    ans   der 
Gleichnng : 

p,  r»  —  a  o,  (  +  e,  =  0. 
nad  sie  sind  reell,  zuBammenblleDd  oder  imaginSr,  Je  oacbdem  die  IMsciinüiMale 
'■'  —  9i9*  POsitlT,  0,  oder  negativ  Ist. 

8etat  man  In  dieser  Qleichung  r  -■  -^,  so  erhält  man  die  Oleichnng,  nnd 
dnroh  AnflSsung  die  Gleichungen  der  beiden  Doppeistrahlen : 

p,  !«»  —  S  ff,  *  y  +  p,  i/'  —  0, 
[(_«, +rf)x  +  p,  rite— Ol  —  ^a:  +  p,  p]-  ü. 
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Bebt  man  i  ^-  g,  +  S  a,  u  +  p,, 
ao  sind  die  FaotoreiT  c  nnd  (",  dorcli  welclie  di«ae  Gleicbongen  anf  dieNonnaironn 
gebracbi  »erden 

(1  _{_»,  +  J)i  _  a  p,  (—  o,  +  rf)  «  +  y,» 

—  ei  (Ct  —  eO  +  » C«i  +  f  1  <•)  C'i  —  «Ti  —  (^  1  +  s  (p  —  8  ((»,  +  p,  (.)  j, 
(■  i_  e,  (e,  -  ^  +  a  (»,  +  P,  »)  (ff,  +  ^  -  P,  1  +  a  rf>  +  9  c«,  +  p,  •>)  t. 
Seilt  man  reroer : 

^i  _  (p,  _  p^  +  4  (ö,  +  p.  0.)  (ff,  +  p.  «.)  -  1'  +  4  rf»  «.'«i 
M  wird: 

.'  ,'  _  p,  f,, 

und  mBo  erhält  den  Winkel,    dCD  die    beiden  DoppeUtrahlen  mit  einander  bU> 

ft  ün  e  —  i  &  u, 
fiecm  e  —  X; 

worin  0  denjenigen  Winkel  der  DoppeUtnhlen  beBeichnet,  welcher  wal  einerOrdl- 
nate  eine  endliobe  Strecke  anaichneidet. 

Die  aielchang  derjenigen  InToIntionaaie ,   welche  diese  endliche  Strecke 
schneidet,  lat; 

—  O  +  e«  —  ?i)  !«!  +  3  (ff,  +  p,  w)  y  —  0. 
Der  CoefSdent,  durch  welchen  die  Oleiehnng  dieaer  Aie  anf  die  Ifoimalform 
gebracht  wird,  ist : 

*,»  —  a^(^  +  i  —  Sp,  u»), 
and  der  Winkel,  dm  sie  mit  den  Doppelstrahlen  einachliesat,  ergiebl  sich  aoi : 

S  ^  Bin»  -— -  e  -=  /i  —  J, 

8  (4  coa»— ■  B  =  fi  +  X. 

Die  Olmdiung  derjenigen  Ase,  weiche  die  endliche  Strecke  einer  Ordinate 
iwiecheD  den  DoppeUtrahlea  nicht  BChneldet,  ist: 

(^  -  fi  +  Pi)  a:  +  a  («1  +  Si  ")  y  —  0 
Ist  ff,  +  p,  a>  poriti*,  w)  liegt  diese  Involutionsaie  iwlitchen  der  negstlTen 

y  Axe  nnd  der  Linie  t  ,  ist  aber  ff,  +  p,  u  negativ,  so  liegt  eie  zwjaub'en  *''  nad 

der  positiven  s  Aie. 

Der  Nornaifactor  dereeltfen  tat : 

I,»  —  2  ^  (^  —  i  +  a  p,  «'»). 

Der  Winkel  den  ele  mit  Doppelstrahlen  bildet,  Ut  gleich  90 —  O. 

Die  Aien  sind  Immer  reell-,  sind  dagegen  die  DoppelstTahlen  nicht  reell,  so 
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wird  2  fi  sin<     ~  0  nega,tW.     Die  Wiokel  mit  den  Doppelatrahlcn   werd«»   >!«> 
KlKichseitig  mil  dieReo  irnnginär. 

Um  die  Qrelchuug  dei- Kr^fteHlipBe  d,  h.  eine  BezinhnriK  EWlsvheD  den  Sei' 
tetikr9ftei)  x  >  vod  p  cn  erhalten ,  aubsCituiren  nir  die  obea  8.  53S  gediodeimi 
Wertlie   von  (H  — ,  tf*  —  in  die  Identität : 


^). 


und  erhsltsD,  wenn  man : 

"i»  —  öl  "i  +  pi  fi  +  i'i  e»  1'  +  Ol'  <». 
«11  ■=  ei'  +  -'  ei  "i  »  +  oi*i 

setEt,  die  Gleichung  der  Kraftellipse  i 

Oll  **  —  2  O,»  (  «  +  Ojj  ('  ■=  iP. 

Da  dieae  Gleichung  darch  die  SabaUtulion  der  linearen  Werthe  von  iF* 
und  6*  —  in  eine  quadratische  Oleichung  von  J>  - —  und  J'  — -  entatanden  ist, 

BO  mSaten  sich  Ihre  Invarianten  in  einfacher  Weise  durch  die  Invarianten  dieser 
anadrBcken  lassen.  Znnächat  mnsa  ihre  DlsoriaiinanteiJsi,  gleicb  der  derarsprSng- 
lichen  Oleichang,  mnltiplicirt  mit  dem  Quadrat  der  SnbstilntionBdeterminante 
^  sein,  in  der  That  flndet  eich  Idcht  durah  anech reiben  i 

'^»B    ^1     <I|1     "ll     ]     "=■    I    ?1    "l     I'I      1     "     I     "■    J*    «'• 

I    «il   "ll    I  I  *1   fi    I      I    "    •    i 

Oll  — Oll  =(e.  —  ei)*. 

a,,  +  o,,  »  —  (.*,  +  e,  «i)i, 

o,  1  +  a, ,  "  =  {"i  +  ei  w)  a ; 

I  _  Q, ,  +  !  o,  I  (U  +  «11  =  1'  +  2  d"  Bi', 

m~  +  y~P  —  4  ^1^  =  +  )AJ'  +  4  J>  rf»  »>  —  +  /.  .  i. 
Uie  Gleichung  der  einen  Äie  der  Etlipae  Ist; 

—  (m  +  fl,,  —  0»*)^  +  2  Co,»  +  a,i  M^y  —  0. 
Wir  haben  hier  wieder  statt  x  nnd  t,  x  nnd  y  Keeelcl,  am  Bn*udeDl«ii ,  da»  es 
sich  nicht  mehr  am  die  SeitenkrÜtte  von  q,  deren  Endpunkt«  imaor  aar  der 
Kräfteellipee  liegen,  aondern  um  die  allgemeine  Gleichung  dner  Axe  handelt. 
Hubslltuirt  man  in  diese  Gleichung  die  eben  gefundenen  Werthe  fSro, ,  a, ,  e,, 
nnd  m,  so  erhält  man : 

-  C"  +  ei  —  Pi)  *  +  3  (ff,  +  e,  •>)  y  —  o. 
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LHe  GIHchUntt  <lirser  Aie  iat  idcDtlgch  mit  der  lovolutiODsaxe,   welche  die 
endliche  ^trecke  einer  Ordinate  zwischen  den  Doppel« trablen  Buhneidet. 
Drs  Qnadrat  ihrer  Länge  iBt  gleich : 

^._(»_t£*  _^2,_  (,,  +  ,,  +  „,,■,)__  J,_(,,  +  l  ,,+  i.^,,. 

Die  Ortaee  UDter  der  Klammer  Ist  ein  vollit&ndlges  Quadrat,   also  ist  die 
Aienlfinge  gleich : 


Die  UrQtee  der  iweiteo  Axe,  welche  die  endliche  Strecke  einer  Ordinate 
swlucbeD  den  iwei  DoppeUtrahlen  nicht  schneidet,  nnd  deren  Gleichung  oben  bchon 
angegeben  worden  Ist,  ist  gleich  : 

/'-±-^  (/•->>■ 

<f*  ist  poritiv  oder  negaüv,  Je  nachdem  die  OrdnnngMtrablen  reell  oder  ima- 
ginfir  sind. 

ia*  und  mit  ihm  A^  Ut  aber  immer  poBitiv ;  demnach  kdnnen  die  Endpunkte 
der  g  out  auf  riner  Ellipse,  nie  auf  einem  anderen  KegelBChnitt  liegen.  Ea  kann 
höchetens  gleich  0  werden ;  dann  fallen  die  DoppeUtrahten  zusammen  nnd  dl«  Kch- 
lODg  der  Krirte  IbI  constant.     Hr.  126  S.  iS3. 

Wird  l  gleich  0  bei  pOBitivem  d^,  w  ist  der  Winkel  9  der  Doppelatrahleo  ein 
rechter,   die  Aien  a  nnd  fi  der  RrSfieellipse  einander  gleich ,   diese  also  ein  Kreis. 

bt  i  poaltiv,  so  ist  der  Winkel  der  DoppeUtrahlen  ein  spitier,  und  a,  d.  h. 
die  iD  ihm  liegende  Aie  die  grossere. 

Ist  ;i  negativ ,  so  Ist  der  Winkel  der  Doppel  strahlen  ein.  stnmprer  nud  fi  die 
grossere  Aie.  Die  grOpsere  Aie  der  Krärteelitpee  liegt  also  Immer  im  spitten 
Winkel  der  Doppebtrahlcn, 

In  den  eben  anfgeiäbtten  drei  FRlIen  i«t  /t  >  i ,  ea  gilt  daher  bei  a  und  ^ 
das  olwre  Zeichen ;  ist  dagegen  (F>  negativ,  d.  h.  sind  die  Doppelstrahlen  imaginär, 
aoiat  |U  •<  Jt,  nnd  ee  sind  die  Zeichen  von  a  nnd  ß  so  tii  wihlen,  dass  dieBeOrOssen 
immer  poslüv  »tnd. 

Die  DimioD  von  sin  —  6  dnrch  co*  —  ö  gieht : 


was  mit  8,  530  vollkommen  im  EInMsnge  steht. 

139.  Kr&fte,  welche  Flllchen  proportional  Bind. 

Wir  wollen  jetzt  nicht  mebr  annehmen,  dass  die  Inanspruch- 
nahme des  Materials  unverftndei*t  bleibe,  wenn  man  in  einer  be- 
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stiiDinteB  Richtung  fortschreitet,  Bondem  dasB  sie  sich  nach  allen 
Richtungen  hin  ändere.  Um  die  Kräfte  zu  bestimmen,  weichein 
diesem  Falle  pro  Flächeneinheit  auf  irgend  eine  Schnittebeiie 
wirken,  nehmen  wir  ganz  wie  in  Nr.  124  S.  &14  an,  es  seieDdie 
Kräfte  bekannt,  welche  auf  drei  durch  den  Funkt  0  gebende,  ge- 
gebene Schnitte  BOC,  CO  A,  ^0£  (Fig.  196)  pro FläeheaeiQheit 
wirken.  Dann  schneiden  wir  diese  drei  Flächen  durch  eine  Ebene 
ABC,  die  parallel  zum  gewünschten  Schnitt  läuft,  und  erhallen, 
indem  wir  die  auf  die  drei  gegebenen  Schnitte  wirkenden  Krähe 
zusammensetzen,  die  aai  j4BC  wirkende  Kraft. 


Die  Kräfte,  welche  auf  die  Seitenflächen  des  Tetraeders  wirken, 
greifen  im  Schwerpunkte  derselben  an,  weil  sie  die  Mittelkraft 
gleichmässig  über  dieselben  rertheilter  Kräfte  sind;  zerlegt  man 
sie  dort,  wie  es  in  der  Figur  angedeutet  ist,  in  drei  Seitenkiäfte 
Bg,  S,g,  Suf,  wo  Rg  diejenige  Kraft  bezeichnet,  welche  auf  die 
Fläche  g  parallel  zur  Kante  g  oder  Coordinatenaxe  g  wirkt,  und 
Sig  diejenige,  welche  parallel  zur  Axe  i  in  der  Fläche  g  wirkt,  w 
lässt  sich  das  Gleichgewicht  der  so  erhaltenen  9  Krttfte  mit  einer 
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loten,  die  in  beliebiger  RicbtuDg  auf  ^5  C  wirkt  und  durch  den 
Schwerpunkt  von  ABC  geht,  allgemein  nicht  anders  denken,  als 
indem  man  annimmt,  daes  diejenigen  S,  welche  in  zwei  verschie- 
denen Flächen  liegen  und  die  Schnittlinie  dieser  Flächen  in  einem 
und  demselben  Punkte  Bchneiden,  so  gross  seien,  dass  ihre  Hittel- 
kraft durch  den  Schwerpunkt  S  von  ABC  gehe. 

Solche  S  haben  gleiche,  aber  vertauBcbte  Indexe,  z.  B.  Su 
und  5s,,  die  Ebene  derselben  enthält  den  Schwerpunkt  S,  denn 

ihre  Ordinate  ist  ^    ^^  c,  wenn  mit  a  ^  e  die  drei  Seitenlangen 

0)j4BC  bezeichnet  werden.  Soll  nun  die  Hittelkrafl  5,,  und 
5j|  durch  S  geben,  so  mtlsaen  sich  diese  Kräfte  wie  die  Seiten  des 

Parallelogramme,  das  sie  mit  S  bilden ,  d.  h.  wie  — j-  a  :  —5-  b 
verhalten.  Um  dies  auszudrucken,  'setzen  wir  die  auf  die  Ein- 
heit jeder  der  beiden  Flächen  wirkende  Kraft  ^  -^  und  -^-> 

ft),  o, 

worin  Cjj  =  ff,!  sein  muss,  denn  man   hat  in  diesem  Falle 

2  ö)j  „ 

die  sich  wie  a  zu  d  verhalten,  wie  es  sein  soll.    Ebenso  müssen 

,  ff)  *        (Tl  I        (Tj  3  ,      Ot» 

"ti  =  f»\  lind  ffgj  =  ffjj  sein,  wenn  — ;— •  —^^  -=-^  und    -~ 
f>s      «»1      Wj  (o, 

die  auf  die  Einheit  der  Flächen  3,  1  und  2  wirkenden  Kräfte  sind. 

Es  ist  klar,  daas  auf  diese  Weise  das  Gleichgewicht  bestehen 
kann,  welches  auch  die  Stellung  der  Ebene  ABC  sein  mag ;  denn 
wenn  die  drei  Kräfte  R  und  die  drei  Mittelkräfte  je  zweier  S  durch 
den Sehwer^nkt  von  ABC  gehen,  so  lassen  sich  dort  diese  sechs 
Kräfte  zu  einer  einzigen  Mittelkraft  zusammensetzen. 

Andere  Arten  des  Gleichgewichtes  lassen  sich  wohl  fUr  spe- 
cielle  Stellungen  von  ABC  und  gewisse  Richtungen  der  Kräfte, 
Dicht  aber  allgemein  fttr  alle  möglieben  Stellungen  und  Kräfte  den- 
ken. Nimmt  man  z.  B.  an,  die  zwei  Kräfte  a, ,  und  o', ,  genllgen  der 
obigen  Bedingung  nicht,  dann  wird  ihre  Mittelkraft  nicht  durch  den 
Schwerpunkt  5  geben,  während  die  Mittelkraft  der  7  übrigen  Kräfte 
durch  ihn  geht  Sollen  steh  daher  alle  Kräfte  zu  einer  einzigen 
zusammensetzen  lassen ,  so  muss  die  Richtungslinie  der  7  Kräfte 
5i3  5,1  5,,  Ä'a,  A|  ff,  J?t  in  der  Ebene  von  <r, ,  <r,,  liegen,  also 
mit  der  Ebene  3  parallel  laufen  mUssen.    Dieses  Verbältniss  kann 
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bei  einer  bestiinioteD  Stellung  von  AB  C  zutreffen,  wird  aber  nicbl 
mehr  zutreffen ,  eobald  man  diese  Stellung  ändert.  Nimmt  min 
an,  zwei  Paar  Kräfte  ffi  i  c,,,  tr, ,  <7,,  genügen  der  BedinguDg 
nicht,  so  wird  dei*  Fall  auf  den  vorigen  zurückgeführt,  wenn  sieb 
die  Mittelkraft  der  zwei  Paaren  entsprechenden  S  schneiden. 
ScbneideD  sie  sieb  aber  nicht  und  liegt  auch  die  Mittelkraft  tob 
5j,  5)1  J?|  J?g  A,  in  keiner  ihrer  Ebenen,  so  erhält  man  drei  Kräfte, 
welche  sich  nicht  scbnei<ten.  Die  Mittelkraft  derselben  kann  da- 
her, selbst  wenn  sie  eine  haben,  unmöglich  dureh  S  gehen,  weil 
dieser  Punkt  auf  einer  derselben  liegt  und  die  Mittelkraft  dreier 
Kräfte  im  Räume  laut  Nr.  61  S.  221  keine  derselben  schoeiden 
darf.  Noch  mehr  Bedingungen  mUssten  erfüllt  werden,  wenn  aucb 
die  Mittelkraft  des  3.  Paares  Sj,  Sjj  nicht  durch  S  ginge.  Es 
kann  daher  allgemein  behauptet  werden:  Zerlegt  man  die 
auf  3  Ebenen  durch  einen  Punkt  0  beaDspruchtec 
Materials  wirkenden  Kräfte,  nach  den  Richtungen 
der  Schnitte  dieser  drei  Ebenen,  so  verhalten  sieb 
je  zwei  der  in  verschiedenen  Ebenen  wirkenden 
Kräfte,  welche  mit  der  Schnittlinie  dieser  zwei 
Ebenen  nicht  parnllel  laufen,  umgekehrt  wie  die 
Sinus  der  in  dienen  Ebenen  liegenden  Axenwinkei. 
Der  Symmetrie  wegen  setzen  wir  aucb  die  auf  die  Einheit 

einer  Fläche  wirkende  Kraft  =  -~-,  so  dass  alle  o  und  a  mit  dem 

halben  Producte  der  die  Fläcfae  begrenzenden  Axenabschnitle  zd 
mulljplieiren  sind,  um  die  ganzen  auf  die  Fläche  wirkenden  Kräfte 
B  und  5  zu  erhalten. 

Ist  die  auf  eine  Ebene  A  0  B  (Fig.  196)  wirkende  Kraft  -^- 

pro  Flächeneinheit  in  Richtung  und  Grösse  gegeben  und  nimnil 
man  zwei  weitere  Ebenen  durch  0  so  an,  dass  ihr  Schnitt  0  C  mit 

-^-  pai-allel  läuft,  so  wird,  wenn  man  die  Zerlegung  der  Kräfte 

nach  der  Richtung  der  drei  Schnitte  0)A BC  vornimmt,  sowohl 

-?-'-  und  A^,  als  auch  —V^  und     V'  gleich  0,  weil   -^^  bereite 

schon  die  Richtung  OChat.    Die  auf  f  OCund  COA  wirkendes 

Kräfte   ^.  -  "*}  und  -^^.  "'V*  laufen  daher  mit  ^  0  Ä  parallel; 
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Bie  wurden  in  ^  0  Jt  hineinfalleo,  wenn  man  sie  von  0  als  von 
dem  Hittelpunkte  eines  Strahlen bUndels  atie  auftrüge.  Man  darf 
daher  die  Stellung  einer  Ebene  und  die  Richtung 
der  auf  sie  wirkenden  Kraft  conjugirt  nennen. 
Geht  eine  Ebene  A  durch  die  Richtung  einet  Kraft 
b,  so  liegt  auch  die  Richtung  der  auf  A  wirkendeo 
Kraft  a  in  der  b  conjugirten  Ebene  fiundtlieEbene 
aft  =  ^i8tdeo)Sehuitt^fi=cconjugirt.  In  einem 
solchen  Dreikant  ist  also  jede  Ebene  der  gegen- 
überliegenden Kante  und. jede  Kante  der  gegen- 
ttberliegenden  Ebene  conjugirt;  sie  bilden  ein 
Tripel  conjugirter  Elemente. 

Um  die  Beziehungen  zwischen  conjugirten  Ebenen  und  den 
auf  Bie  wirkenden  Kräften  zustudiren,  gehen  wir  von  einem  solchen 
Tripel  conjugirter  Elemente  aus.  Wir  setzen  alle  5,«  (Fig.  1915) 
gleich  0  und  tragen ,  von  0  ausgehend ,  die  nunmehr  allein  vor- 
handenen Kräfte  Ri  B^  Bj  als  Zug  auf  und  projiciren  das  ganze 
Tetraeder  sammt  dem  Kräftezug  aus  dem  unendlich  fernen  Punkte 
rou  B  C  auf  eine  Ebene,  die  auf  dieser  Linie  senkrecht  steht.  Die 
Projection  wird  identisch  mit  Fi^.  193  S.  525,  und  wenn  man  die 
Ebene  ABC  um  die  Linie  BC  dreht,  so  wird  der  Kräftezug  iden- 
tisch mit  den  Figuren  194  und  195,  wenn  dort  0,^0  gesetzt 
wird.  Denn  B,  bleibt  eonstaut,  wie  dort  pi,  weil  dieFläcfae  ABC 
bei  der  Drehung  sich  nicht  ändert,  die  Richtung  der  Mittelkraft  von 
A,  Aj  bleibt  unvei^ndert,  weil  das  Verhältnise  der  Flächen 
A  0  B  und  A  0  C  es  bleibt,  und  ihre  Grßsse  ändert  sich  propor- 
tional der  Kantenlänge  OA,  weil  beide  Flächep  dieser  allein  sich 
ändernden  Ulnge  proportional  sind.  Endlich  ist,  wie  dort,  die 
Fläche  ABC,  auf  welche  sich  die  Mittelkraft  R,  A,  A,  vertheilt, 
der  Länge  des  Schnittes,  der  Höhe  des  Dreiecks  ABC  propor- 
tional. Wir  dürfen  daher  alle  in  Nr.  135  und  126  gefundenen 
Sätze  auf  die  Projection  auf  eine  Normalebene  zur  Drehungekante 
AC  anwenden.  Dreht  sich  also  eine  Schnittebene  um  eine  feste 
Axe,  so  bewegt  sieb  die  auf  dieselbe  wirkende  Kraft  in  der  Ebene, 
welche  rom  Ursprung  0  aus  die  Mittelkraft  von  AjÄg  projicirt  und 
die  der  Richtung  B  C  conjugirt  ist.  Die  Projection  der  Kraft  auf 
die  Kormalebene ,  mithin  auch  die  Kraft  selbst  beschreibt  mit  der 
Schnittebene  einep  involutArischen  StrahlenbUscbel.  Der  End- 
punkt der  Kraft  liegt  auf  einem  elliptischen  Projectionscylinder, 
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ist  mitbin  selbst  eine  Ellipse;  senkrecht  safeioander  Btebendes 
Schnittebeneo  entsprechen  conjugirte  Halbdurchmesser  dic«er 
Ellipse  als  Kräfte.  Hat  die  Involation  derSchnittebene  und  der  Kräfte 
Doppelelemente,  so  bilden  diese  wohl  noch  im  senkrechten  Schnitte 
gleiche  Winkel  mit  den  Axen  der  projicirten  Ellipse ,  allein  nicht 
mehr  mit  den  Axen  der  Krfifteellipse :  weil  die  ProjectioDeii 
gleicher  Winkel  auf  eich  schneidende  Ebenen  sich  nicht  mebi 
gleich  bleiben  und  dieAxen  der  beiden  Ellipsen  nicht  mehr  in  der 
gleichen  Projeclionaebene  liegen,  diese  scheerenden  Kräfte  sind 
eben  deshalb  anch  nieht  mebc  gleich  gross;  dieses  VerhältuiBS 
allein  kann  also  vom  senkrechten  Schnitt  nicht  anf  den  scbiefeo 
übertragen  werden. 

lieber  die  Richtung  der  Kante  B  C  sind  keine  besondem  Vor- 
ai&setzungen  gemacht  worden ,  das  Gresagte  gilt  daher  allgemeiD 
von  allen  Richtungen  im  Räume.  üLsst  man  insbesondere  diese 
Drehaxen  eine  Ebene  durchlaufen ,  so  erhält  man  unendlich  viele 
KiUfteellipsen ,  welche  alle  die  der  Ebene  conjugirte  Kraft,  d.h. 
deren  Durchmesserläuge  gemein  haben ;  da  nun  alle  Ellipsen  anch 
die  Ebenen  der  Drehungsaxen  in  einer  Ellipse  schneiden,  so  folgt, 
dasa  alle  Ellipsen  auf  einem  Ellipsoid  dem  der  Kräfte  liegen. 

Genau  wie  hier  die  Kräfteellipse  zum  Ellipsoid  erweitert  wurde, 
kann  auch  die  Involution  der  conjugirteu  Elemente  zum  Polar- 
systeme  im  Strahleubündel  erweitert  werden,  nur  ist  die  OperatioD 
nicht  mehr  so  anschaulich,  weil  die  greifbare  Ellipse  fehlt  Wir 
drehen  eine  Ebene  um  eine  Drehaxe,  dann  erhalten  wir  in  jeder 
derselben  eine  Involution,  und  es  liegen  alle  Strahlen,  welche  der 
Drehungsaxe  conjugirt  sind,  in  .der  ihr  conjugirten  Ebene;  wir 
drehen  noch  um  zwei  weitere  beliebige  Axen  und  erhalten  wieder 
Reihen  von  InvoluHonen.  Sollen  nun  je  drei  Ebenen  dieser  drei 
Strahlenbtlschel ,  welche  durch  einen  Strahl  geben ,  drei  Strsfalen 
conjugirt  sein,  welche  in  einer  Ebene  liegen,' nnd  nochdasudie 
6  Elemente  involutoriach  liegen,  wie  auch  die  Drehaxen  gev^blt 
werden  mögen :  so  kann  das  gleichzeitig  nur  dann  stattfinden,  wenn 
alle  Involutionen  einem  involutorischen  Systeme  angehören,  d-  h. 
ein  Polarsystem  im  StrahleubUndel  bilden. 

Dieses  Polarsystem  ist  nicht  identisch  mit  dem  der  conjugirten 
Durchmesser  und  Diametralebenen  'des  KiUfteellipsoids ;  alleii 
beide  Polarsysteme  haben  gemeinschaftliche  Hauptebenen  und 
Systemsaxen.    Denn  sucht  man  im  Strahlenbtludel  das  Tripel  con- 
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jugirter  Ebenen,  welche  senkrecht  aufeioander  stehen  und  deren 
Schnitte  die  Äzen  des  Systems  sind ,  so  sind  auch  diese  in  dem 
Kräfteellipsoid  co^jugirt,  weil  die  Ebenen  senkrecht  aufeinander- 
Btehen;  sie  sind  also  auch  die  Axen  des  Eräfteellipsoids,  weil  sie 
conjugirt  und  die  Kanten  eines  rechtwinkeligen  Dreikants  sind. 

HatdasPoIarsystem  einen  Ordnungskegel,  so  sind  die  Wiokel, 
welche  DoppelBtrablen  in  irgend  einer  Ebene  durch  eine  der  drei 
Axen  mit  diesen  bilden,  gleich  gross. 

Wir  werden  in  einer  der  nächsten  Nummern  nachweiseo,  dass 
die  Projectionscylioder  der  Durchdringungscurre  des  Ordnungs- 
kegela  mit  dem  Eräfteellipsoid  parallel  zu  einer  der  drei  Axen, 
Cylinder  zweiter  Ordnung  sind. 

Das  bis  jetzt  Entwickelte  fassen  wir  nochmals  zusammen  und 
ergänzen  es  mit  einigen  selbstTerständlichen  Sätzen  aus  den 
früheren  Nummern. 

Ist  das  Material  in  einem  Punkte  so  inAospruch 
genommen,  dass  sich  die  Inanspruchnahme  ändert, 
wenn  man  in  irgend  einer  Richtung  fortschreitet, 
so  bilden  die  Richtungslinien  der  Kräfte,  welche 
anf  ebene  Schnitte  durch  den  Punkt  wirken,  mit 
diesen  Ebenen  ein  Polarsystem  im  Str ahlenblinde I. 

Hat  das  Polarsystem  keinen  Ordnuogskegel,  so 
ist  das  Material  nach  allen  Riehtungen  hin  inglei- 
eher  Weise  beansprucht,   gedruckt  oder  gespannt 

Hat  das  Polarsystem  einen  Ordnungskegel,  so 
ist  es  im  Inaern  des  Kegel  in  entgegengesetzter 
Weise,  als  wie  ausserhalb  desselben  in  Anspruch 
genommen.  Fflr  Schnitte,  welche  den  Kegel  be- 
rahren,  fällt  die  Richtung  der  Kra  ft  in  dieSchnitt- 
ebene,  d.  h.  das  Material  ist  in  solchen  Schnitten 
nur  Bcheerend  in  Anspruch  genommen. 

Trägt  man  von  dem  gegebenen  Punkte  aus  die 
auf  die  rers&hiedenen  Schnitte  wirkenden  Kräfte 
in  Richtung  und  Grösse  auf,  so  liegen  die  End- 
punkte aller  dieser  Kräfte  auf  einem  Ellipsoid, 
dessen  Axen  mit  dem  des  Polarsystems  zusammen- 
fallen. Die  grOsste  der  drei  Axen  stellt  die  Maxi> 
malinanspruchnahme  des  Materials  dar. 
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Hat  das  Polaraystem  der  Schnitte  und  KrKfte- 
ricbtungeii  einen  Ordnungskegel,  so  stellt  die 
Länge  der  in  ihn  hineinfallenden  Axe  dieMaximal- 
inaDspruchnahme  im  Innern  des  Kegels  dar.  Die 
grössere  der  beiden  nicht  in  ihn  hineinfallendeD 
Axen  stellt  die  entgegengesetzte  Maximalioan- 
spruehnahme  ausserhalb  des  Ordnungskegels  dar. 

Bezeichnet  man  die  in  den  drei  Axen  pro  F  lachen - 
einbeit  wirkenden  Kräfte,  also  die  drei  Axen  des 
Kräfteellipsoids  mit  a  ß  j,  so  ergeben  »ich  die  Win- 
kel, welche  die  Strahlen  des  Ordoungskegels  mit 
den  Axen  bilden,  aus: 

worin  die  Winkel  von  der  Axe  des  Nenners  ab  zu 
zählen  sind.  Haben  aßy  gleiche  Zeichen,  d.h.  ist 
das  Material  iuden  drei  H^uptschuitten  in  gleich  er 
Weise  in  Angriff  genommen,  so  ist  der  Ordnungs- 
kegel imaginär.  Haben  a/f/verschiedeueZeichen, 
eo  mttssen  zwei  dieser  Kräfte  gleiche  Zeicbeo 
haben;  in  den  Uauptschnitten  dieser  und  der  dritten 
sind  die  Strahles  des  Ordnungskegels  reell,  nnd 
diese  Axe  liegt  in  ihm.  In  der  Ebene  der  zwei 
gleichartigen  Kräfte  sind  die  Strahlen  imaginär, 
sie  liegen  demnach  ausserhalb  des  Ordnungskegels. 
In  den  Hauptschnitten  kann  die  Kräftcellipse  und  der  Wiskel 
@  mittelstKreise  (Fig.  11J4  und  195  ii.b'ib  und5^6)  construirt  werden ; 
ausserdem  ist  diese  Gonstruction  in  je  zwei  Schnitten ,  von  denen 
zwei  imaginär  sein  kOnnen,  durch  die  beiden  kleineren  Axen  an- 
wendbar, in  welchen  die  Erhebung  der  Kraft  Über  ihren  conjugirten 
Schnitt  gleich  der  mittleren  Axe  ist.  Es  kann  aber  kein  Interesse 
bieten,  diesen  Schnitt,  der  mit  dem  Kreis  oder  Umbiealschnitt  nicht 
zusammenfällt,  aufzusuchen-  In  allen  andern  Schnitten  ist  die 
Gonstruction.  nicht  anwendbar. 
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130.  Constrnction  des  ElUpsoids  Flftchea  proportionaler 
KrSfte. 

Wir  wollen  jetzt  das  Ellipaoid  Flächen  proportioualer  Kräfte 
wirklieb  coDstruiroD.  Wir  setzen  zunäclist  voraus ,  es  wirken  die 
Kräfte  auf  diedreiSeiteDfläcb«u  eines Oreikants  ioden  gegeoUber- 
liegeuden  Kanten  und  es  seien  auch  noch  die  Grössen  dieser  Kräfte 
in  den  Kanten  gegeben.  Die  Seiten  und  gegenüberliegenden 
Kanten  des  Dreikants  sind  also  conjugirt  im  Polarsysleme  der 
Kräfte  ihrer  Schnitte ;  ferner  sei  eine  Ebene  rorhanden,  Ar  die  es 
von  besonderem  Interesse  ist,  die  ausserhalb  wirkenden  Kräfte  zu 
ermitteln;  endlich  seien  noch  die  Richtungen  und  Grüssen  der 
Maximali  nanspruchnahmen  des  Materials  zu  bestimmen. 

In  passender  Entfernung  r  (Taf.  15)  vom  gegebenen  P«nkt(0) 
fuhren  wir  eine  Parallelebene  zu  der  Ebene,  für  die  man  Hpeciell 
die  Inanspruchnahme  des  Materials  zukennen  wUnscht,  und  wählen 
diese  Ebene  zur  Bildebene.  Die  Projectlon  des  gegebeneu  Punktes 
(0)  sei  0  und  der  Schnitt  des  gegebenen  Dreikants  mit  der  Bild- 
ebene sei  das  Dreieck  /4  BC. 

Da  in  der  hier  rorliegenden  Darstellung  voraugsweise  nur 
Strahlen  des  Bündels  (0)  Torkommen ,  so  begnUgen  wir  uns  mit 
einer  ProjectionderdarzuBtellenden  Dreikante  und  anderer  Gebilde. 
Irgend  welche  Punkte  und  irgend  welche  Linien  sind  durch  ihre 
Projection  und  die  Spuren  der  aus  (0)  sie  projicirenden  Sti-ahlen 
und  Ebenen  gegeben.  Figuren  iu  solchen  Ebenen,  z.  B.  die 
Schnitte  von  Ebenen  mit  dem  Kräfteellipsoid,  sind  ebenfalls  durch 
ihre  Projectionen  und  die  tipuren  der  Ebenen,  in  denen  sie  sich 
befinden,  gegeben.  Ucidie  wahren  Längen  dieser  Gebilde  schliess-  ' 
lieh  zu  erhalten,  braucht  man  Strahlen  nur  um  ihre  Projectionen 
umzuklappen,  es  fallen  dann  die  Höhen  0  (0)  auf  die  zu  den  Pro- 
jectionen senkrechten  Radien  des  Uistanzkreises  r.  Durch  diesen 
und  die  Spur  der  Strahlen  ist  dann  alles  gegeben.  Die  wahre 
Grosse  einer  ebenen  Figur  erhält  man  durch  Umklappung  der 
Ebene  um  ihre  Spur.  Dabei  fallen  die  Perpendikel  von  (0)  auf 
ihre  Spuren  mit  ihren  Projectionen  zusammen;  die  Lage  dea 
Punktes  (0)  in  der  umgeklappten  Ebene  erhält  man  daher  einfach, 
indem  man  die  Länge  dieser  Perpendikel  auf  ihren  Projectionen 
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aufträgt.  Letztere  ULnge  erhält  man  ebenfalls  durcb  Umklappung. 
AufTaf.  15  Bind  die  von  ihrem  Fubs-  uod  DurchHtosspunkte  aug 
zu  meBHenden  Perpendikel  ;>„  p*  p,  von  (0)  und  0  auf  die  Drei- 
kantsseiten  (0)  ABC  eingetragen.  Man  hätte  diese  Längen  udt 
auf  ihre  Projectionen  herunterzuschlagen ,  um  die  umgeklappten 
Ebenen  der  Dreikante  zu  erhalten. 

Es  seien  Qa  Qh  ^c  die  etwas  stark  ausgezogenen  Projectionen 
der  von  0  aus  aufgetragenen  Kräfte  pro  Flächeneinheit,  welche  in 
den  Kanten  {0)ABC  aüI  die  gegenüberliegenden  Seiten  wirken. 
Zur  Construction  der  auf  die  Parallelebene  zur  Bildääcfae  wirkeu- 
deu  Kraft  R  denken  wir  uns  die  Bildebene  parallel  mit  sich  selb«! 
80  Terschoben ,  dass  der  Flächeninhalt  ihrer  Basis  j4BC  gleich  1 
wird;  oder  mit  andern  Worten,  wir  nehmen  ^£C  als  FlächeD- 
einheit  an.  Beetimmen  wir  nun  die  auf  die  Seitenf  Sehen  (0)  ABC 
wirkenden  Seitenkräfte  Ab  A»  ^o  und  setzen  sie  mittelst  eines 
Kräftezuges  zusammen ,  so  erbalten  wir  die  Mittelkraft  R  der  auf 
ABC,  die  Einheit,  wirkenden  Kraft. 

Die  Flächen  (0)£Cund  ABC  verhalten  sich  wie  die  Per- 
pendikel von  den  Punkten  (0)  und  A  auf  die  gemeinschaftliche 
Basis  B  C.  Den  Perpendikel  pa  von  (0)  auf  B  C  haben  wir  bereits 
coDstruirt  Den  Perpendikel  />'<,  von  A  auf  B  C  greift  man 
direct  auf  dem  Blatt  ab.  Um  daher  die  Projection  der  auf  die 
Fläche(O)  B  C  wirkenden  Kraft  ff«  zu  erhalten,  hatman  q,  mit  dem 
VerbältnisB  pa'p'a  dieser  beiden  Höhen  zu  muttiplictren ;  diese 
Operation  ist  in  dem  rechten  Winkel  der  umgeklappten  Fläche  aus- 
geführt, allein  nicht  ausgezogen  worden,  wir  begnügen  uns  damit,  zu 
sagen,  dass  Ra,  ebenso  Ri,  und  A,  dieResuItate  dieser  Verwandlungen 
sind.  Taf.15  wurden  die  Projectionen  dieser  Kräfte  in  derBeihen- 
folge  Bt  Bf  Ri,  zur  Projection  der  ganzen  auf  ABC  wirkenden 
Kraft  zusammengesetzt.  Durch  die  Projection  des  Endpunktes 
dieses  Linienzuges  allein  ist  dieser  Punkt  noeb  nicht  vollständig 
gegeben,  wir  mUssen  noch  die  Spur  des  Strahles  bestimmen,  der 
ihn  aus  0  projicirt;  wir  schneiden,  um  sie  zu  erhalten,  den  Strahl 
durcb  die  Spur  der  Ebene,  welche  aus  (0)  die  letzte  Kraft  Bt  des 
Kräftezuges  projicirt  Diese  Spur  geht  durch  B,  denn  Bt  läuft  mit 
(O)  B  parallel.  Ferner  geht  sie  durch  die  Spur  Mi,  des  Strahles 
(0)  (Ag  Ri,),  diese  letztere  aber  Hegt  auf  der  Linie  A  C,  weil  so- 
wohl B,  als  auch  B^  in  der  Ebene  (0)  A  C  liegen;  verbindet  man 
daher  Mb  mit  B,  so  schneidet  sie  auf  dem  Strahl  durch  den  End- 
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punkt  des  Zuges  dessen  Spur  Ht  aus.  Durcb  diese  Spur  ist  die 
Lage  des  Endpunktes  des  Zuges  rollBtändig  bestimmt  und  damit 
auch  die  Kraft,  welche  auf  die  Bildebene  wirkt.  Hiermit  ist  der 
erste  Theil  der  Aufgabe  gelöst. 

In  dem  Folarsystem,  welches  der  Ordnungskegel  auf  der 
Bildebeoe  ausschneidet,  ist  M  der  Schnittlinie  einer  Parallelebene 
zur  Bildebeoe,  d.  fa.  der  unendlich  fernen  Geraden  conjugirt  3t 
ist  also  der  Mittelpunkt  dieses  Polarsystems ,  das  mit  dem  Poiar- 
dreieck  ABC  nun  ToUständig  bestimmt  ist.  In  der  Linie  j^C  ist 
dem  Schnitt  JMi,  als  Schnitt  Ton  MB,  der  unendlich  ferne  Punkt 
von  -4  C  coqjugirt,  er  ist  also  der  Mittelpunkt  der  Involution  des 
Polarejetems  in  A  C.  Da  der  Punkt  Mi,  ausserhalb  A  C  liegt,  so 
hat  die  Involution  Doppelpunkte,  das  Polarsystem  eine  Ordnungs- 
curve  und  der  Ordnuugskegel  in  (O)  ist  reell.  Man  erhält  die 
Ordnungspunkte ,  indem  man  die  Tangentenlängen  von  M/,  an 
einen  durch  begebenden  KreiB  auf  ^  C  herunteracblägt;  sie  be- 
stimmen die  zwei  Schnittpunkte  der  Ordnungscurre  s  mit  ^  C. 
Die  Verbindungslinien  dieser  Doppelpunkte  mit  B  berühren  s  in 
diesen  Doppelpunkten.  Zieht  man  durch  den  einen  dieser  beiden 
Punkte  eine  Parallele  zur  Tangente  an  den  andern ,  so  schneiden 
alle  Strahlen ,  welche  von  B  aus  Punkte  der  Parallelen  zur  Tan- 
gente projiciren ,  die  vom  Doppelpunkte  gleich  weit  entfernt  sind, 
conjugirte  Punkte  auf  j4  C  aus.  Dieselben  Operationen  sind  auch 
auf /f  auszufahren,  allein  der  Punkt  Jf  „  fällt  nicht  mehr  auf  das  Blatt ; 
bei  der Construction  lag  er  noch  auf  dem  Brett^sodass mittelst  des- 
selben der  Schnittpunkt  von  s  mit  j4  B  und  die  durch  A  gebende 
Tangente  von  s  in  diesem  Punkte  erhalten  werden  konnten ;  der  an- 
dereDoppelpunktlagweitausserhalbdesBrettes.  Mc  ßtlltzwiscben 
A  und  B,  die  Involution  auf  j4  B  bat  demnach  keine  Ordnungs- 
punkte und  ist  die  Seite  des  Polardreiecks,  welche  ausserhalb  der 
Curve  s  liegt.  Ein  Halbkreis  über  ^4  B  schneidet  die  Ordinate  von 
Me  in  dem  auf  dem  Blatt  m\t  Je  beseicbneten  Punkte,  von  dem  aus 
conjugirte  Punkte  von  -i4  B  durcb  die  Schenkel  eines  rechten  Win- 
kels projieirt  werden.  Die  Uurchmesserinvolution  von  M  ist  auch 
gegeben,  jedem  Strahl  oder  Durchmesser  der  unendlich  fernen 
Punkte  der  Dreiecksaeiten  ABC  sind  die  Strahlen  nach  den  gegen- 
überliegenden Ecken  des  Dreiecks  conj  ugirt.  Mittelst  dieser  3  Paare 
Strahlen  lassen  sich  die  Asymptoten  von  s  direct  construiren.  Wir 
haben  jetzt  viel  mehr  Daten  als  wir  brauchen,  um  s  zu  zeichnen. 
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Jeder  Schnittebene  des  BUndeln  (0),  welche  eine  Lioie  der 
Bildebene  projicirt ,  entspricht  der  Strahl ,  welcher  deo  Pol  dieMr 
Linie  projieirt,  als  Richtun^linie  der  auf  die  Sehnittebene  wir- 
kenden Kraft.  Die  so  conjugirten  Elemente  kQunen  entweder 
mittelst  der  Carve  f,  oder  mittelst  der  drei  Involntionen  in  JBC 
construirt  werden.  Letzteres  muss  immer  geschehen,  wenn  keioe 
Ordnung:seurre  s  vorhanden  ist. 

Zur  Bestimmang  derAxen  dieses  Polarsystems,  wird  genauso 
verfahren,  wie  es  in  Vrot  Fiedler't  darstellender  Geometrie,  Nr.  97 
S.  354  „Die  Axenscbeitel  etc.  der  Flächen  2.  Ordnung"  beechrie- 
ben,  und  an  einem  Beispiel  erläutert  ist.  Man  bestimmt  zo  jedem 
Strahl  der  Ebene  (0) ^  ß  denjenigen  conjugirten  Strahl,  der  auf 
jenem  Strahle  senkrecht  steht ;  der  Ort  aller  dieser  DurchmeBser, 
der  ein  Eegel  zweiter  Ordnung  ist,  muss  die  drei  Axen  entbalten, 
sie  sind  die  rechtwinkelig  conjugirten  Strahlen  der  Strahlen  der 
Ebene  (0)  ^  B,  in  welchen  diese  von  den  Hauptschnitten  gt- 
Bchnitten  wird.  In  gleicher  Weise  geben  die  Strahlen  der  Ebene 
(0)  ^  C  einen  Kegel,  der  ebenfalls  die  Axen  enthält.  Die  beiden 
Kegelflächen  schneiden  eich  in  dem  Strahl,  der  dem  gemeinschafl- 
liehen  Strahl  (0)  A  conjugirt  ist,  also  jedenfalls  in  mindeetens 
noch  einem  Strahl ,  im  vorliegenden  Fall  aber  in  noch  drei  Strah- 
len ,  welche  die  gesuchten  Axen  sind.  Diese  hier  angedeuteten 
Operationen  wurden  wie  folgt  in  der  Bildebene  auagefDbrL 

Es  seien  zuerst  die  den  beiden  conjugirten  Strahlen  (0)  A 
and  B  senkrecht  coi^ugirten  zu  bestimmeD.  Dem  Strahl  (0)  0 
ist  die  Ebene  (0)^f7ooQjugirt,  demnach  liegt  die  Spur  des  ge- 
suchten Strahles  auf  A  C,  und  dann  auf  der  Spur  einer  Normal- 
ebene zu  (0)  B  durch  (0),  diese  Normalebene  enthält  immer  den 
Perpendikel  durch  (0)  auf  (0)A B,  und  die  Spur  geht  daher  auch 
durch  dessen  Spur  y,  die  man  dadurch  erhalten  hat,  dasa  man  die 
auf  dem  Bild  und  &af  AB  normale  Ebene  durch  (0)  0  F,  die  den 
Perpendikel  ;>e  enthält,  in  die  Bildebene  niedergeklappt  hat,  und 
im  Endpunkt  vonpc  einen  Perpendikel  errichtete,  der  die  Projection 
voapc  in  ^schnitt;  da  die  Spur  ferner  auf  0£  senkrecht  stehen  mun, 
so  ist  sie  vollständig  bestimmt,  sie  schneidet  auf  A  C  den  Punkt 
n»  der  zu  construirenden  Curve  v  aus.  Ebenso  erhält  man  die 
Spur  UV,  des  (0)A  entsprecbenden  Strahles  als  Schnitt  von  CB 
mit  dem  auf  OA  senkrechten  Strahl  von  UF.  Zwei  weitere  con- 
jugirte  Punkte  sind  der  unendlich  ferne  von  AB,  und  der  Mittel- 
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punkt  der  lavolution  M^  Der  Paraltelstrahl  zu  ^  fl  durch  C  und 
der  auf  OMt  eeakrechte  Strahl  durch  y,  schoeidea  sich  im  Punkt 
v_;  ebenso  der  Strahl  C  Mt  M  und  dev Perpendikel  VO\m  Punkt 
T>a.  Die  Gurve  v  der  so  beBtimmteD  Punkte  ist  ein  Kegelschnitt, 
weil  die  Strahlen  von  f' senkrecht  auf  denen  von  0  stehen,  und 
die  Strahlen  von  0  und  C  projectirisch  sind,  indem  sie  conjugirte 
Punkte  auf  .<4£  projicireu,  also  /^  und  Caoch  projectivisch  sind. 
Die  Punkte  V  und  C  liegen  daher  auch  auf  der  Curve.  Jedes 
Paar  conjngirter  Punkte  Ton  AB  giebt  zwei  weitere  Punkte  van 
t>;  io  Fällen  aber  wie  in  vorliegenden,  wo  0  sehr  nahe  bei  ^£ 
liegt,  und  daher  die  bisweilen  langen  Strahlen  von  ü  nicht  genau 
gezogen  werden  kOnuen,  ist  es  vortheilhafter,  die  bisher  bestimm- 
ten Punkte,  welche  meistens  auf  Linien  liegen,  die  durch  die 
Aufgabe  selbst  in  grosser  Länge  gegeben  sind ,  dazu  zu  benutzen, 
um  den  Kegelschnitt  mittelst  projectiviscben  Punktreihen  zn 
ergänzen. 

Die  den  conjugirten  Punkten  der  Linie  AC  entsprechende 
Curve  u,  gebt  durch  die  in  gleicher  Weise  construirten  Punkte 
B  U  Ue(u  D)  u„u^  von  denen  der  Punkt  u  v  auch  der  Curve  »  an- 
gehört. Die  beiden  Curven  ti  und  t>  schneiden  sich  ausser  diesem 
Punkte  noch  in  -^  y  Z ,  welche  die  Spuren  der  Axen  sind.  Von 
denselben  bezeichnen  wir  die  Spur,  welche  in  die  Ordnungshypet^ 
bei  ßllK  mit  Z,  es  werden  daher  ÄZ  und  YZ  von  der  Hyperbel 
geschnitten ,  X  Y  dagegen  nicht  0  muss  der  Schnittpunkt  der 
Höhenperpendikel  des  Dreiecks  XYZ  sein. 

Die  Ordnungscurve  der  Schnitte  und  Kräfte  erzeugt  in  jeder 
Seite  des  Dreiecks  JCYZ  eine  Involution.  In  der  Involution  in 
AY  sind  zunächst  diese  zwei  Punkte  selbst  conjngirt,  und  der 
Schnitt  der  Verbindungslinie  eines  jeden  der  ausser  JT^Z  noch 
vorbaadenen  Pole  AB  CM  und  dem  Pol  Z  mit  .^K  ist  dem  Schnitt 
einer  jeden  Polare  mit  JT  Y  conjngirt.  Insbesondere  schneidet 
M  Z  den  Mittelpunkt  der  Involution  auf  JT  Y  aus.  Senkrecht  über 
diesem  Hittelpunkt  in /j  schneiden  sich  alle  Halbkreise,  welche 
Über  zwei  conjugirten  Punkten  beschrieben  werden,  so  dass  von 
Ja  je  zwei  solcher  Punkte  unter  einem  rechten  Winkel  projieirt 
werden. 

In  gleicher  Weise  können  die  Involutionen  mit  Doppelpunk- 
ten in  den  beiden  tlbrigen  Seiten  XZ  und  YZ  construirt  werden; 
noch  einfacher  erhält  man  diese  vier  Doppelpunkte  direct  als 
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Schoitte  der  Ordnungshyperbel  mit  den  Seiten.     Die  Tangenten 
an  die  Schnittpunkte  gehen  durch  die  gegen  Dberliegenden  Pole. 

Um  die  Hauptscbnitte  des  KräfteellipaoidB  za  erhalten ,  kip- 
pen wir  ihre  Ebenen  Ä{0)  V,  Y(0)  Z,  Z(0)X  in  die  Bildebene 
nieder,  wobei  der  Funkt  (O)  nach  0^0^  0,  ßllt.  Die  Verbindungen 
dieaer  Punkte  mit  XVZ  sind  die  Bauptaxen  der  Schnittellipaen; 
die  Verbindungslinien  mit  den  Ordnungspunkten  der  Involatienen 
sind  die  Ordnungsstrahlen  der  Involution  der  Er&fte  und  Schnitte. 
Einer  der  beiden  imaginSren  Ordnunggstrablen  in  der  Ebene 
Jf  (O)  ¥  wurde  nach  Nr.  126  S.  522  als  conjugirter  Strahl  0,  (45») 
des  Axenhalbirungswinkels  Ot  45o,  erhalten,  45o  und  (45i)  wurden 
auf  ATmarkirt;  vom  Punkt  7^  werden  sie  durch  zwei  senkrecht 
auf  einanderstehende  Strahlen  projicirt. 

Zur  BeBtimmung  der  Axenlängen  haben  wir  die  eine  der 
drei  in  den  Axen  wirkenden  Kräfte  ^',  willkürlich  angenommen 
und  von  Oj.  und  Oy  gegen  Z  hin  aufgetragen,  an  den  Endpanktea 
der  ^',  zwei  Perpendikel  bis  zu  den  Schnitten  mit  den  Ordnungs- 
strahlen errichtet,  und  durch  diese  Schnitte  und  die  Punkte  0^.  und 
Oy  Kreise  gelegt.  Vergleicht  man  diese  Kreise  mit  Fig.  194,  so 
sieht  man  sofort,  dass  sie  mit  den  Kreisen  dieser  Figur  Überein- 
stimmen, wenn  der  Punkt  S  am  Endpunkt  des  Durchmessers  CO 
angenommen  wird,  q',  und  die  Senkrechte  an  dessen  Endpunkt 
Taf.  15,  sind  die  Coordinatenaxen  fttr  die  auf  und  in  Schnitten 

Es  sei^Sft^'  I^ic  ErgänznngsstOcke  von  f',  su  den  Durch- 
und  B  senkrecht  Mch  die  Axenlängen  g'*  und  q'j,,  wie  das  auch 
ist  die  Ebene  (0)-^ Cedit  ist.  Mittelst  dieser  Axenlängen  kann 
suchten  Strahles  auf  ^  Cl^s  umgeklappten  Ebene  X  0.  Y  con- 
ebene  zu  (0)  B  durch  (0),  die«  des  dieser  Ellipse  umscbriebeneD 
Perpendikel  durch  (0)  auf  (O)^icbon  oben  construirten  imaginft- 
durch  dessen  Spur  f,  die  man  dadtf.,  was  in  der  Zeichnung  fOr 
auf  dem  Bild  und  auf  JB  normale  Ewst  Auch  hier  wurde  der 
Perpendikel  pc  enthalt,  in  die  Bildeben  Dieser  Ober  der  Different 
im  Endpunkt  vonp,  einen  Perpendikel  er(  klein  ausgefallen,  dass 
vonp,  in  ^schnitt;  dadie  Spur  femer  auf  Od  nicht  zum  Constmiren 
so  ist  sie  vollsKndig  bestimmt,  sie  schneid  der  Endpunkt  von  f'g 
Vi,  der  zu  oonstruirenden  Curve  v  aus.  Euaxen  fUr Kräfte  in  und 
Spumr.  des  (0)-^  entsprechenden  Strahlinktes  vom  entfernten 
mit  dem  auf  0  A  senkrechten  Strahl  von  Ü  Pol  J  des  Ursprungs, 
jugirte  Punkte  sind  der  unendlich  ferne  vo».  ist  das  Involutiona- 
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eentrum  der  Schnitte  und  Kräfte,  er  entspricht  dem  Punkt  C  der 
Figur  195  S.  526.  Auf  der  Zeicbnuog  Taf.  15  wurde  noch  gezeigt, 
daBB  die  Punkte,  welche  die  imaginären  Doppelatrahlen  und  die 
HalbirungBlinien  des  Azenwinkels  ausschneiden ,  mit -J  auf  einer 
geraden  Linie  liegen ;  die  Halbirungslinien  gehen  durch  'die  End- 
puDkte  des  auf  ^'y  senkrechten  KreiBdurchmeBsers. 

Mittelst  der  Axenlängen  können  wir  die  Länge  irgend  eines 
Strahles  tod  Obestimmen.  Wir  fDhren  diese  Bestimmung  vor  allen 
für  die  drei  Strahlen  (}„  ^a  ^c,  aus.  Die  Ebene  J?(0)Z,  welche  <>«  aus 
der  Axe  x  projicirt,  klappen  wir  in  die  Bildebene  um;  B,  ist  der 
Fusspunkt  des  Perpendikels  tod  (0)  auf  den  Schnitt  BZ.  Wird 
auf  der  Senkrechten  von  0  auf  diese  Linie  B,  Ob,  gleich  der  Ent- 
fernung {0)Bt  gemacht,  so  niOi,-.  derPunkt,auf  welchen  iO)  nach 
dem  Umklappen  fällt  Die  Axen  des  umgeklappten  Ellipsoideo- 
Schnittes  sind  gegen  Z  und  Z«  den  Schnitt  von  B  Z  mit  J(  Y  ge- 
richtet; die  Dinge  der  enteren  ist  gleich  p',  und  die  der  zweiten 
gleich  q'it,  gleich  dem  halben  Ellipsendurohmesser  von  0^  Zt, 
welcher  in  der  Ebene  AO^Y  leicht  mittelst  der  Axen  ^'j,  und  g'g 
ohne  vorerst  die  Ellipse  selbst  zu  zeichnen,  bestimmt  werden 
konnte.  Von  Ob,  ans  wurde  nun  mittelst  zweier  Kreise,  die  mit 
diesen  q,  und  ^/,i  als  Radien  beschrieben  wurden ,  die  Länge  des 
gegen  B  gerichteten  Strahles  e'i  construirt  In  gleicher  Weise 
wurde  die  Ebene  ^  (0)  Y  am  j4  Y,  ^g  Y  gedreht  und  ^'a  bei  O^j/, 
endlich  die  Ebene  C  (0)  Yvm  C  Y^C^Y  gedreht  und  «,,  bei  0., 
construirt. 

Wurde  genau  und  richtig  gearbeitet,  so  werden,  wegen  willkür- 
licher Annahme  von  «'j  die  so  erhaltenen  ^'^  9'«  ^'^  nicht  gleich,  wohl 
aber  proportional  den  ursprQnglichen,  durch  ihre  Projection  gegebe- 
nen Qa  Gb  e'c  Bein.  D.h.  projicirt  man  parallel  zu  0)  0.,  0«,  Oey  die 
erhaltenen  Axenendpunkte  <)'„  et  f'e  Auf  ihre  Projectionen  (0)^BC 
und  verbindet  ihre  Endpunkte  durch  Linien,  so  müssen  diese 
Linien  parallel  laufen  mit  den  Verbindungslinien  der  ursprünglich 
gegebenen  fa  Qb  ^o  Trifft  das  zu ,  so  kann  man  auch  die  ange- 
nommenen e'itfy  (f,  auf  (0)  X  Y  Z  projiciren,  und  durch  Parallel- 
liuien  die  wahren  Längen  von  ^^  <iy  q,  bestimmen.  Mit  diesen 
werden  die  Ellipsen  der  Qauptschnitte  gezeichnet.  Diese  Art 
Regula  falsa  wurde  auf  der  Zeichnung  nicht  ausgeführt,  sondern 
die  ^a  9'b  e'c  °^^^  ^^"^  wahren  Axenlängen  construirt. 

Die  Endpunkte  der  Axen  wurden  iu  die  Bildebene  nach 
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ex  9i/  ?i  projicirt,  dann  mit  den  drei  Axenlängen  in  den  drei  nm- 
geleg:ten  Hauptschnitten  die  BIlipBen  derselben  gezeichnet,  tud 
damit  iat  der  Zweck  der  Aufgabe  erfüllt;  man  sieht:  in  der  Rich- 
tung (0)  X  findet  die  grCeste  InanspruchDafame  des  Materijds 
anaserfaalb  des  Ordnungskegels  mit  p,.  statt,  im  Ordnungskegel, 
nach  der  Richtung  (0)  Z  mit  ^,.  Die  Richtung  der  auf  eine  belie- 
bige Ebene  wirkenden  Kraft  erhält  man  durch  den  Pol  ihres 
Schnittes  mit  der  Bildebene  in  Etezug  auf  itie  Ordnungshyperbel, 
und  ihre  GrOsse  durch  Umklappung,  genau  wie  fa«c  erhallea 
wurden.  Um  jedoch  alle  diese  Verhältnisse  klarer  darzastellen, 
wurden  noch  das  £llipsoid ,  dessen  Schnitte  mit  den  der  Ebenen 
der  beiden  Dreikante  ABC,  XYZ  und  dem  Ordnungskegel  cud- 
struirt,  endlich  wurde  noch  die  auf  der  Bildfläche  normale  Ebene 
durch  X  und  durch  den  Pol  der  Bildebene  umgeklappt. 

Der  das  Ellipsoid  projicirende  Gyliader  berührt  es  in  der  dem 
Durchmesser  0  (0)  conjugirten  Diametralebene.  Den  drei  Dii- 
metralebenen  (0)  0)  X  Y  Z,  welche  je  durch  eine  Axe  gehen  und 
den  Strahl  (0)  0  enthalten,  entsprechen  die  dreiStrableo  exe\e'-. 
welche  in  einem  Hauptschnitt  liegen,  den  Durchmessern  (0)  Oj,  0^0, 
coDJugirt  sind,  und  die  Bildebene  in  E^  Ey  E,  durchstoasen,  in  der 
0  (0)  conj  ugirteu  Ebene  liegen,  und  deren  Schnitt  mit  der  Bildebene 
demnach  die  Verbindungslinie  £  dieser  Punkte  ist.  Man  erhält 
die  Projectionen  der  Endpunkte  von  e'^  e'g  e,  in  e^  «y  e,  auf  den 
Strahlen  0)  Ej  Eg  E,.  In  diesen  Endpunkten  wird  das  Ellipsoid 
von  Parallelebenen  zu  (0) 0)XYZ  berührt,  demnach  laufen  auch 
die  Tangenten  der  Projectionsellipse  in  e^  e^  e,  parallel  mit  0)^  Y  Z. 
Wir  haben  jetzt  6  auf  drei  Darchmessern  liegende  Punkte  der 
ProjectionsellipBe  mit  ihren  Tangenten,  was  mehr  als  hinreicht, 
um  sie  zu  zeichnen. 

Die  ProjectioD  eines  jeden  Diametralscbnittes  berOfart  die 
Projection  des  Ellipsoids  in  dem  Strahl  oder  Durchmesser  von 
0,  welcher  durch  den  Schnitt  der  Spur  der  Diametralebene  mit  E 
geht;  es  werden  daher  alle  Parallellioien  zu  den  gemeinacbaftliebeD 
Tangenten  an  den  Enden  dieser  Durchmesser  in  proportionale 
Tbeile  durch  die  beiden  Ellipsen  getheilt.  Diese  Eigenschaft 
haben  wir  bentitzt  um  die  6  Ellipsen  in  den  Schnitten  (0)  XYZ 
und  i_0)  A  B  C  zu  zeichnen.  Jede  der  drei  Ellipsen  vx{Oi  X  Y  Z 
geht  durch  zwei  der  drei  Punkte  Qx  q^  9,  und  berührt  die  Projec- 
tion des  Ellipsoids  in  den  Endpunkten  der  Durchmesser  ej<v«(  ■ 
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Da  die  Tangenten  an  den  Endpunkten  parallel  zu  0}  Ä  Y  Z  lau- 
fen, so  wurden  zunächst  zwei  Parallele  zu  dieser  Linie  durch  die 
beiden  der  Punkte  ^x  Qu  Q*  >  durch  welche  die  Ellipse  gehen  soll, 
gezogen ,  dann  das  BeductionsverhältniBB  der  Abschnitte  zwischen 
den  beiden  Ellipsen  und  dem  Durchmesser  ermittelt  und  endlich 
eine  Reihe  weiterer  Ordiuaten  nach  demselben  Verbältniss  redu- 
cirt.  Bei  der  Construction  der  drei  Ellipsen  in  den  Schnitten 
iO)  ^  B  C  wurde  gerade  so  verfahren,  nur  musaten  die  gemein- 
schaftlichen  Tangenten  an  den  Berührungspunkten  erst  gezeichnet 
werden,  weil  sie  von  vorn  herein  noch  nicht  vorhanden  waren. 

Um  beliebige  Ebenen  durch  (0)0  leicht  umlegen  zu  können, 
sollte  man  die  Länge  des  in  dieser  Linie  liegenden  Ellipsoiden- 
strahles  n'a  kennen,  wir  erhalten  ihn  durch  Umklappen  der  Ebene 
(0)0Z  genau  wie  weiter  oben  QaQbH'c  erhalten  wurden,  f'g, 
wurde  in  dem  Hauptschnitt  0,  }'T  construirt,  dann  {0)0  Z  umge- 
klappt, wobei  wie  sich  von  selbst  versteht  Op  auf  den  Distanzkreis 
r  ßlUt,  und  dort  wurde  mit  Httife  von  9,  und  f o„  die  gesuchte  lünge 
Q„  bestimmt.  In  allen  Schnitten  durch  (0)  0  ist  dieser  Halbdurch- 
meeser  dem  Durchmesser  in  der  Ebene  E  coi^ugirt,  weil  diese 
Ebene  dem  Strahl  {0)  0  conjugirt  ist. 

Mittelst  dieser  beiden  coqjugirten  Durchmesser  kann  man 
alle  durch  {0)  0  gehenden  Ellipsen  zeichnen,  ohne  auf  die  Haupt- 
schnitte  zurückzugreifen.  Wir  wollen  nach  dieser  kurzem  Methode 
die  Ebene  umklappen,  welche  den  der  Bildebene  conjugirten 
Durchmesser,  also  den  höchsten  und  tiefsten  Punkt  des  Ellipsoids 
heztlglich  der  Bildebene  enthält. 

Dieser  Durchmesser  geht  durch  den  Po)  oo  der  unendlich- 
femen  Geraden  der  Bildebene,  bezüglich  des  Polarsystem  das 
durch  das  EUipsoid  erzeugt  wird.  Er  liegt  in  dem  Durchschnitt 
der  drei  Linien,  welche  Ä,  Y,  Z  mit  den  Mittelpunkten  M^M^  M, 
der  Involutionen  in  den  gegenüberliegenden  Seiten  verbinden. 
(Q>  fällt  bei  dem  Umklappen  nach  0^  auf  den  Schnitt  einer  Senk- 
rechten zu  Ooo  mit  dem  Distanzkreis,  auf  derselben  Senkrechten 
wurde  abwärts  gegen  0,  e«  aufgetragen.  Die  Verbindungslinie 
vuQ  0^  mit  dem  Schnitt  der  Spur  0  oo  und  E^  ist  der  Qa  conju- 
girte  Durchmesser,  die  Endpunkte  desselben  liegen  vertical  aber  den 
Endpunkten  des  Durchmessers  0  oo  der  Frojection  des  Ellipsoids. 
Mittelst  dieser  beiden  conjugirten  Durchmesser  kann  die  Ellipse 
gezeichnet  werden.    Der  höchste  und  der  tiefste  Punkt  liegt  auf 
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der  Linie  0^  oo  und  ist  dem  DurcbmesBer  parallel  zur  Bildebene 
oder  parallel  zu  0  oo  conjugirt.  Dieser  letzte  Durchmesser  ist  aU 
Theil  des  Parallelachnittes  zur  Bildebene  dem  zu  E  parsUeleo 
DurcbmeeBer  der  Projeetioti  des  Ellipsoids  conjugirt.  Wir  moebteo 
diese  Ellipse  nicht  einzeichnen ,  weil  wir  deren  schon  zu  riele  auf 
dem  EUipsoid  hüben.  Wenn  die  Hauptsehnitfe  die  Form  des 
Ellipaoidg  am  klarsten  zur  Anschauung  bringen,  so  macht  die 
zuletzt  gezeichnete  Ellipse  dessen  Stellung  zur  Bildebene  am 
dcntlichsten. 

Sehr  TieL  zur  Deutlichkeit  trägt  auch  der  eingezeicbnele 
EllipaenBchnitt  der  Bildebene  mit  dem  EUipsoid  bei.  Von  demsel- 
ben sind  der  Mittelpunkt  cc  und  ausserdem  je  zwei  Schnittpunkte 
mit  den  £benen  {0)  A  B,  B  C,  X  Y,  XZ,  0  oo  im  Ganzen  also 
10  Funkte  oder  mit  Htllfe  des  Mittelpunktes  20  Punkte  bekannt, 
so  dass  er  sehr  scharf  gezeichnet  werden  kann. 

Ausser  dieser  Ellipse  wurde  auch  noch  der  Schnitt  der  Drei- 
kantseiten  und  des  Ordnungskegels  mit  der  Bildebene  eingezeichnet. 
Denkt  man  sich  die  Bildebene  borizoDtal,nDd  den  unter  ihr  liegen- 
den Theil  des  Ellipsoids  mit  Wasser  angefüllt,  so  entstehen  zwei 
kleine  Seen,  welche  von  der  £llii)9e  und  einerseits  von  der  Hyper- 
bel, andrerseits  von  den  Drcikantscfanitten  begrenzt  sind.  Die 
vorhin  gezeichnete  Ellipse  durch  die  Verticalebene  0  <x  stellt 
einen  Querschnitt  durch  den  tiefsten  Funkt  des  Sackes  dar;  dieser 
tiefale  Punkt  wurde  durch  einen  stärkeren  Punkt  markirt. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  die  Durchdringungscunre  des 
Ordnungskegels  und  des  Ellipsoids  zu  zeichnen.  Beide  Flächea 
zerfallen  innerhalb  der  acht  durch  die  Hauptschnitte  gebildeten 
Dreikante  in  ebenso  viele  vollkommen  gleiche,  congruente  oder 
symmetrische  ITieile,  daher  wird  auch  die  Durchdringungscnrre 
aus  acht  aolchen  StUcken  bestehen  müssen;  und  wegen  dieser 
Symmetrie  undCongruenz  wird  auch  dieCurve  aus  dem  unendlirb 
fernen  Punkt  jeder  Axe  so  auf  den  conjugirten  Hauptschnitt  pro- 
jicirt,  dass  auf  Jedem  Projectionsstrabl  zwei  Punkte  liegen.  Da 
nun  die  Durch  dringungscurve  eine  Curve  vierter  Ordnung  ist,  uod 
jeder  Kegel  der  eine  solche  Curve  so  projicirt,  dass  je  zwei  Punkte 
der  Curve  auf  jedem  seiner  Strahlen  liegen,  ein  Kegel  zweiter 
Ordnung  ist,  so  aind  die  Frojectionen  auf  die  Hauptschnitte 
Kegelschnitte.     Wegen    der  eben    hervorgehobenes  Symmetrie 
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mttssen  auch  die  Axen  p'a;^^^',  in  den  Hauptachnitten  die  Axen 
dieser  EegelBcbnitte  sein.  Da  die  Spitze  des  OrdDungskc^la  im 
Innern  des  ElÜpsoids  liegt,  bo  muss  die  Curve  in  zwei  vollkommen 
getrennt  geschlossene,  gewundene  fiinge  zerfallen,  durch  deren 
Mitte  die  Axe  0  Z  geht.  Die  beiden  Ringe  projiciren  sich  auf  die 
Ebene  X  0,Y  als  ganze  Ellipse.  Die  Aseolängen  Oj  1  =0,5 
ergeben  sich  aU  die  Ordinales  der  Schnitte  der  beiden  Ordnungs- 
strahlen mit  der  Projectionsellipse  io  X  Og  Z  wo  sie  direct  ab- 
gegriffen werden  kOnnen;  in  KO^Z  fallen  die  Projectionen  auf 
die  Axe  0,  Z.  Die  Axenlängen  -O^S  =  0^7  ergeben  sich  in 
gleicher  Weise  als  die  Ordinaten  y  der  Schnitte  der  beiden  Ord- 
nungsstrahlen mit  der  Projectionsellipse  in  Y  Oj.  Z;  in  Ä  0^  Z 
fallen  die  Projectionen  auf  die  Axe  0^  Z.  Von  der  Ellipse  0^ 
sind  Jetzt  die  zwei  Axen,  von  der  Hyperbel  0^  eine  Axe  0^  (3  7) 
und  die  beiden  Punkte  1  und  5,  von  der  Ellipse  O3.  ebenfalls  die 
Axe  0^  (1  5)  und  die  zwei  Punkte  3  7,  die  drei  Kegelschnitte 
könneo  daher  gezeichnet  werden. 

Zusammengehttrige  Projectionen  desselben  Punktes  kDnnen 
leicht  gefunden  werden ;'  nimmt  man  z.  B.  in  ^V  0^  Y  den  Funkt  2 
beliebig  an ,  so  bestimmt  das  a,-^  desselben  in  X  0^  Z  und  das  y^ 
in  YOxZ  einen  Punkt  auf  jedem  der  beidenRinge,  welche  gleiche 
2i  haben,  wodurch  auch  die  beiden  andern  Projectionen  der  zwei 
Punkte  bestimmt  sind,  welche  Über  2  in  ^  0,  y  liegen.  Wird 
von  den  Zeichen  abstrahirt  und  irgend  eine  Ordinate  abgenommen, 
so  findet  sieb  in  jedem  der  acht  Coordinatendreikanle  ein  Punkt 
dieser  Ordinate;  wegen  der  oben  erwähnten  Congruenz  und  Sym- 
metrie der  Curvenstöcke  in  jedem  der  Dreikante,  bilden  die  Pro- 
jectionen dieser  zwei  mal  vier  Punkte  2  4  6  tj,  Rechtecke  in  jedem 
Hauptscbnitt,  die  eingezeichnet  sind  so  weit  sie  auf  das  Blatt 
fallen;  im  Raum  bilden  sie  das  rechteckige  Parallelepipedon 
2  4  6  8  2'  4'  6'  8'. 

Die  Projectionen  derCurvenpunkte  auf  die  Bildebene  ergeben 
sich  aehr  genau  aus  dem  Schnitt  der  drei  Projectionslinien  parallel 
£u  0)  X  Y  Z  aus  jedem  Hauptschnitt.  Die  Projectionslinien  der 
geraden  Punkte  wurden  als  Seiten  des  Parfillelepipedons  gestricht. 
Ausserdem  liegen  noch  die  Punkte  1 5  auf  einem  Projectionsstrahl 
parallel  za  0  X,  und  die  Punkte  3  7  auf  einem  solchen  parallel  zu 
0  Y.  Besondere  Punkte,  die  fUr  das  Zeichnen  der  Gurre  sich  sehr 
nutzlich  zeigen,  sind  die  zwölf  Punkte  auf  den  sechs  Projections- 
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strahlen ,  von  denen  je  zwei  eine  Protection  der  Curve  auf  die 
HauptBcbnitte  berühren;  im  Bild  projicirt  die  Curre  dieselben 
Strahlen,  so  dass  wir  nicht  allein  diese  Punkte,  sondern  auch  ihre 
Tangenten  erhalten.  Einige  dieser  Punkte  sind  eingezeichnet,  ihre 
CoDBtruction  weicht  nicht  von  der  allgemeineD  ab. 

Zu  den  besondem  Punkten  gehören  auch  die  vier  Punkte,  in 
welchen  die  Curve  die  Projection  des  Ellipsoids  berührt,  m 
liegen  auf  den  zwei  Strahlen  von  0  nach  den  Schnitten  der 
Ordouogshyperbel  mit  der  Linie  E.  Ferner  die  vier  Punkte  auf 
den  Tangenten  von  0  an  die  Ordnungshyperbel ,  indem  diese 
Tangenten  in  diesen  Punkten  auch  Tangenten  der  DurcbdringuDgB- 
curve  sind ,  von  diesen  konnte  nur  der  zwischen  3  und  4  ange- 
deutet werden ,  weil  der  zwischen  7  und  8  mit  dem  Strahl  des 
Kegels  in  der  Ebene  (0)  i4'C  zusammenfällt.  Um  im  Allgemeiaen 
den  Punkt  der  Durehdringungscurve  auf  einen  Strahl  des  OrdnuDgs- 
kegels  zu  erhalten,  der  durch  seine  Spur  auf  der  Hyperbel  t  ge- 
geben ist,  hat  man  die  gegebene  Spur  aus  Jl,  Y,  Z  auf  die  gegen- 
überliegenden Seiten  von  X  Y  Z  zu  projiciren,  und  diese  Punkte 
mit  Oxg,za  verbinden,  dann  sind  diese  Verbindun^Iinien  die 
Projectionen  des  gegebenen  Strahles  auf  die  Hauptschnitte,  und 
schneiden  daher  auf  den  Projectionen  der  Durchdringungscurve 
den  gesuchten  Funkt  aus.  In  der  Zeichnung  wurde  diese  Cod- 
struction  nicht  angegeben,  weil  die  eine  derSpuren  derTangenten 
weit  über  die  Grenzen  des  Blattes  fällt,  und  die  andere  zwischen 
den  Punkten  1  8,  wegen  der  NShe  dieser  Punkte  nicht  mehr  deut- 
lich gezeichnet  werden  konnte.  Ist  einmal  die  Curve  gezeichnet, 
80  ist  die  Strecke  eines  jeden  Strahles  durch  0  die  Projection  der 
Strecke  des  entsprechenden  Strahles  durch  (0)  zwischen  der  Bild* 
ebene  und  dem  Ellipsoid.  Projicirt  man  insbesondere  die  acht 
Punkte  2  4  6  8  2'  4'  ti'  8'  des  Parallelepipedons  aus  (0)  auf  die 
Hyperbel,  so  liegen  je  zwei  gegenüberliegende  Punkte  2(>',48',6S', 
84'  auf  einem  Strahl  von  (0),  so  dass  nur  4  Hyperbelpunkte  2"  4" 
f>"  8"  ausgeschnitten  werden.  Die  Verbindungslinien  je  zweier 
gegenüberliegender  dieser  Punkte  gehen  durch  einen  der  Punkte 
X  Y  Z;  denn  diese  Verbindungslinien  kOnnen  als  Schnitte  von 
Ebenen  durch  zwei  gegenüberliegende  parallele  Kanten  des  Parallel- 
epipedons betrachtet  werden,  welche  auch  die  Aze  mit  der  die 
Kanten  parallel  laufen,  enthalten.  Von  diesen  vier  Punkten  fallen 
nur  2"  und  8"  auf  das  Blatt,  ihre  VerbindungsÜDie  geht  durch  Y. 
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Da  das  ebeo  Geeagle  auch  umgekehrt  werden  kano  ho  folgt,  daes 
jedes  der  Hyperbel  einbeBcbriebene  Viereck,  deBBen  Poldreieck  mit 
X  Y  Z  zusammenfällt,  als  die  Projectionen  von  acht  symmetrisch 
gelegenen  Punkten  der  Durcbdringungscarre  betrachtet  werden 
kann. 


131.  Bestimmungswelsen  des  Systems  der  Schnitte  nnd 
Kräfte,  Zug-  nnd  Dnickcurven  in  Körpern. 

In  der  Torigen  Nnmmer  haben  wir  angenommen,  es  seien  drei 
den  gegenüberliegenden  Seiten  conjugirten  Kanten  eines  Dreikants 
gegeben  und  mittelst  dieser  die  Inanspruchnahme  des  Materials  in 
derSpitze  desDreikants  darzustellen.  Es  ist  das  der  allgemeinere 
Fall,  weil  die  drei  Kräfte  in  den  Kanten  ganz  beliebig  gewählt 
werden  können  ;  es  ist  auch  einer  der  instructirsten  Fälle,  weil 
erst  durch  Zusammensetzung  der  Kräfte  das  Polarsystem  der 
Kräfte  nnd  Schnitte  bestimmt  werden  konnte.  Allein  so  bietet 
sich  der  Fall  in  der  F^razis  nicht  dar,  sondern  es  werden  beliebige 
Schnitte  und  die  dazu  gehSrigen  Kräfte  gegeben  und  nun  das 
Ellipsoid  zu  construiren  sein.  Wir  wollen  daher  hier  zeigen,  wie 
die  verschiedenen  möglichen  FiUle  auf  denaufBlattlS  behandelten 
zurttckgefahrt  werden  kttnnen. 

Wir  schicken  voraus ,  dass  durch  das  Polarsystem  der 
Kräfte  und  Schnitte  auch  die  Verhältnisse  der  Dimensionen  des 
Ellipsoids  gegeben  sind,  es  darf  dann  nur  noch  eine  Kraft  will- 
kürlich der  Grösse  nach  angenommen  werden ,  um  die  absoluten 
Dimensionen  des  Ellipsoids  zu  fisiren. 

Es  seien  drei  Ebenen  als  Schnitte  gegeben ,  dann  dUrfen  die 
Richtungen  der  auf  sie  wirkenden  drei  Kräfte  nicht  willkürlich 
angenommen  werden ,  sondern  es  müssen  um  ein  Polarsystem  zu 
bestimmen,  das  Dreikant  der  Ebenen,  nnd  das  der  Kräfte  perspec- 
tivisch  liegen.  Es  seien  A  B  C  äie  Ebenen  im  StrahlenbUndel, 
dann  kennen  die  Bichtungen  von  a  und  b  die  auf  j^nniB  wirken^ 
ganz  willkürlich  angenommen  werden,  die  Richtung  der  auf  C 
wirkenden  KraftcmuHS  so  gewählt  werden,  dase  die  Ebenen  a(ßC), 
b  {CA)  nnd  e  {AB)  sich  in  einem  Strahle  S  des  Bändels  schnei- 
den, oder  was  dasselbe  ist  so,  dass  die  Schnittlinien  der  Ebene 
{ab)  C,  (*c)  A  und  {ca)  B  in  einer  Ebene  a  liegen.    Die  Wahl 
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der  Kraft  c  iet  daher  auf  die  Ebene  s  iAB)  beschriinkt  Wählt 
man  sie  in  dieser  Ebene,  so  bestimmen  nach  bekannten  Gesetzeii 
der  Geometrie  der  Lage  die  vier  Pole  a  a  b  c  mit  den  ihnen  ent- 
sprechenden Polaren  S  ^  j?  C  ein  Polarsystem  mit  oder  ohne 
Ordnungseurve,  das  ^rade  so  bestimmt  werden  könnte,  wie  du 
der  vorigen  I^ummer  aus  einem  Polardreieck  und  dem  Mittelpunkt 
des  Systems.  Ans  dem  Polarsystem  ergieht  sich  dann  das  Ellip- 
Boid  wenn  noch  irgend  eine  Dimension  d.  h.  eine  Kraft  willkariii^ 
angenommen  wird.  Zu  demselben  Resoltat  gelangt  mau  aacfa, 
wenn  man  die  zuerst  angeDommene  Kraft  nach  den  Richtungen 
der  Kanten  von  yt  B  €  zerlegt  dann  die  beiden  übrigen  Seiten- 
kräfte so  wählt,  dasB  ihre  Seitenkräfte  den  Bedingungen  von 
Nr.  129  S.  537  entsprechen.  Wir  wollen  hier  nur  die  Identit&t 
der  beiden  Bestimmungsarten  hervorheben,  ohne  näher  darauf  ein- 
zugehen. Der  eben  behandelte  Fall  wird  Qbrigens  der  in  der 
Praxis  am  häufigsten  vorkommende  sein. 

Der  folgende  Fall  ist  nahezu  identisch  mit  Taf-  15.  Es 
seien  zu  zwei  Ebenen  ^  und  B  die  Richtungen  und  auch  die 
Grössen  der  auf  sie  wirkenden  Kräfte  ganz  willkarlich  angenom- 
men; dann  darf  anch  noch  die  im  Bchnitt  von  A  B  =  e  wirkende 
Kraft  als  Kraft  auf  die  Ebene  a  b  •=  C  willkttrlich  iuigeDommen 
werden.  Denn  nach  Nr.  126  ist  durch  die  Schnitte  von  A  und  B 
und  die  darauf  wirkenden  Kräfte  a  und  b  dielnvuludon  der  Kräfte 
und  Schnitte  nebst  der  KräfteelUpse  in  der  Ebene  C  vollständig 
bestimmt,  und  es  lassen  sich  daher  in  derselben  zwei  coojugirte 
Ebenen  A'  und  B  so  angeben,  dass  d  mB  und  b'  '\^A'  liegt,  und 
a' und  A'  auch  der  Grösse  nach  bestimmt  sind.  Wird  jetzt  auch 
im  Schnitt  von  A'  ß  =  A  B  iiK  Kraft  c  als  auf  «  A  =  «'  **  wir- 
kend angenommen,  so  ist  der  Fall  auf  den  von  Taf.  15  zorHck- 
gefuhrt.  Ist  überhaupt  auf  die  eben  angegebene  oder  auf  irgend 
eine  andere  Weise  die  Involution  der  Kräfte  und  Schnitte  in  einer 
Ebene  eines  Bündels  und  die  auf  die  Ebene  wirkende  Kraft  ge- 
geben ,  so  darf  nur  noch  zu  einer  beliebigen  zweiten  Eb«ie  die 
Kraft  darauf  so  angenommen  werden ,  dass  die  Ebene  der  beiden 
Kräfte  durch  den  Strahl  der  ersten  gegebenen  Ebene  gehe,  welcher 
dem  Schnitt  der  beiden  Ebenen  conjugirt  ist. 

Man  wird  wohl  nie  von  dem  Satz  Gebrauch  zu  machen  haben, 
dass  ein  Polarsystem  auch  durch  ein  Fllnfkant  gegeben  ist,  in 
welchem  jeder  Kante  die  gegenüberliegende  Seite  zugeordnet  ist 
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WäreD  fttr  alle  Puokte  eines  Kürpera  die  Polarsyateme  der 
Schnitte  und  Kräfte  gegeben ,  so  könnte  man  in  ähnlicher  Weiae 
wie  es  Nr.  137  S.  5öl  fUr  die  Ebene  angedeutet  worden  ist,  auch 
das  Wirken  der  Kräfte  im  Innern  von  EQrpem  daretellen.  Von 
einem  Punkte  ausgebend  seien  die  drei  Azenrichtungen  be- 
stimmt. Ist  nach  einer  dieser  Axen  das  Material  in  entgegen- 
gesetzter Weise  als  wie  nach  der  Richtung  der  zwei  andeni 
in  Anspruch  genommen ,  so  nehmen  wir  auf  diesen  beiden 
Äsen  in  endlicher  aber  kleiner  Entfernung  Tier  weitere  Punkte 
an,  und  fuhren  für  dieselben  die  gleichen  Axenbestimmangen  aus; 
sie  geben  uns  acht  weitere  Punkte,  die  nicht  in  der  gleichen  Ebene 
als  wie  die  ersten  vier  liegec,  von  diesen  gehen  wir  zu  weitem 
12  über  u.  g.  f. ;  denkt  man  sich  den  Raum  zwischen  je  4  solcher 
Funkte  durch  windschiefe  Flächen  ausgefüllt,  so  ist  das  Resultat 
dieser  ersten  Operation:  eine  beliebig  krumme  Fläche,  überzogen 
von  einem  Metz  rechtwinkelig  sich  schneidender  Trajectorien,  in 
deren  Schnittpunkten  Mormallinien  sich  erheben.  Ueber  und  unter 
der  Fläche  können  zwei  weitere  construirt  werden  u.  s.  f. ;  das 
Endresultat  der  ganzen  Operation  ist:  Ein  Bündel  von  Linien,  die 
sich  durch  den  Körper  ziehn  und  die  von  normalen  Scbicbtenflächen 
geschnitten  werden.  Nach  der  Richtung  der  Linien  ist  das  Material 
in  einem  Sinne  am  stärksten  in  Anspruch  genommen ,  nach  allen 
Richtungen  in  der  Fläche  in  entgegengesetzter  Richtung,  oder  auch 
in  gleicher,  wenn  die  InansprucbnahDie  tiberall  die  gleiche  ist. 
In  den  Flächen  selbst  kSnnen  noch  durch  Liniennetze  die  Maxi- 
maN  und  Hinimalinanspruchnahme  angedeutet  werden.  Würde 
man  noch  in  allen  Kreozungspunkten  die  GrOsse  der  in  den 
kreuzenden  Linien  wirkenden  Kräfte  andeuten ,  so  wäre  die  In- 
anspruchnahme des  Körpers  im  Innern  vollständig  dargestellt. 

Leider  aber  muss  gesagt  werden,  dass  diese  Darstellung  prak- 
tisch unausführbar  sei.  Die  Zeichnung  der  vorigen  Nummer  hat 
grosse  Hube  und  verhältnissmässig  viel  Zeit  gekostet,  kostet  auch 
noch  viel  Zeit,  selbst  wenn  man  sich  auf  die  Bestimmung  derAxen- 
richtung  beschränkt;  diese  Arbeit  ftlr  etwa  100  Punkte,  was  sehr 
wenige  wären,  auszufuhren,  ist  eine  Arbeit,  die  die  Kräfte  und  Zeit, 
die  auf  irgend  einProject  verwendet  werden  kann,  weit  übersteigt. 
Im  Raum  beschränkt  man  sich  deshalb  darauf,  die  Zug-  und  Druck- 
curven  fUr  mehrere  Längenschpitte  auszuführen. 
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132.  Formeln  fflr  die,  Flächen  proportionalen  Kräfte. 

WieiaNr.  IS9  bestimmeo  wirdiesar  die  Ebene '4£C  Ftg;.  l96N^.536«i^ 
kendeo  Ktätte  niittelBt  derjeuigeii  die  auf  die  drei  Seitenflürbea  AOB,  BOCni 
C  O  A  wirken.  Wir  nehmen  dlete  drei  Ebenen  als  Coordiaateaebenen  id,  Did 
eeUeo  gapz  wie  frQber: 

Die  CoordiDaten  der  Ebenen  ABC—  f.  q,  C. 
die  CoainQB  der  Coordinatensxenninkel  — >  w,  u,  wj, 
die  Stni»  dereelben  *•  u,  at\  at'j, 
die  anf  nnd  1d  der  Coordlnatenebene  g  wirkenden  KrSfte  — >  -^f-     —7^  nnd  —r- 

pro  FlScheDeinhelt. 

Die  ganien  anr  die  Fl&ehe  g  wirkenden  Krifte  sind  nnn  lant  Nr.  IIB  S.  538. 


>  {.f* 


-,  Sig  - 


2i,{i 


,SAf 


9  hik 


worin  yijfcirtend  eine  der  Comblnatlonen  I  S  3  beiächnet  nnd  fi  fifiuHf,  f ,  ; 
ideatiscb  lit. 

Die  in  den  Coordlnaten  parallelen  SeitenkrSfie ,  welche  auf  die  Flicke 
F,  —  ^£C  wirken  eeiaaXYZ,  nnd  pro  Flächeneinheit  ki9. 

Dann  Ut  offenbar : 

Die  Fliehe  F«  ergiebt  sich  ans : 

4{»fl»£>P,  —  —      l<«i»if     — 2" 
M,  I   *>,  q 
«»  <».   1   f 

{  1  i 


Man  hat  daher: 


2«  —  e.  ^  +  «11  1  +  9,ti. 
i  t  —  o,,  f  +  p,  9  +  o»,f, 
£»=  «11  f  +  «iiU  +  Pj     f. 


and  die  Unterdetermlnanten  von  J  gleich  A'it  - 
Qleiehnngen : 


i'  80  findet  man  aot  ebiitca 
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iTf   :    J  —  «,,■  +   J,,  I   +   ^,  », 

Die  Sabstitation  dieser  Werthe  tod  f  q  ;,  In  die  tnABC  pkralielen  Eb«-ne 
dnrch  d^n  Ur^rang: 

gittbt  di6  GJeichDDft  der  der  Hiebtang  >i9  enUprecbeDden  Ebene: 

rf,,  «1  + J,,C«y +  .1)  +  <J„.J(+  J,j  («*  +  **)  +^,(-z  +  ^J) 
+  d,,  j  z  —  0. 

Diese  Oleichung  iat  offenbar  die  Polarglelcbnog  des  Kefele: 

Sollen  conjnffirte  Elemente  dieser  KegelflScbe  aenkreebt  «nfeinander  steben, 
so  glebt  der  Vergleleh  der  anf  xy  z  Eenlirecbten  Ebene : 

(ar  +  «i,  y  +  Wi  z)  ai'  +  (w,  I  +  y  +  »,  t)  y'  +  (w,  I  +  et,  s  +  z)  2  —  0 

mit  der  PolargldeboDg : 

(<^. «  + d,  ,y  + 'i. i)^' +  («f»!  +  «^ly  + '.j«)  j' +  (*!«  +  «".iS +  *. 2)1— 0  ■ 
(dl,i+  rf,,S  +  *,,z)i—       x+u^y  +  <^z, 
C*i,  a;+  Jijy  +  rf„z>l=.o,a!+       J  +  w.  z. 
{<f„  X  +  <J„  y  +  *„  z)  i  —  u,  a:  +  n^  jr  +  z; 

weno  ü  eine  CoDstante  lit. 

Die««  drei  Oleichangen  kCnnen  aber  glelehieltiK  nnr  dann  besteben  wenn : 


Da  aber  diese Detennlnnnte  in  Being  auClvom  drittnn  Grftde  ist,  «o  giebt  ee 
nur  drei  Werthe  fSr  die  Conetante,  welche  obipe  drei  Oieicbungeo  mSgliob  macben. 
Sat  man  diese  drei  Wertbe  dnrcb  ADähnnK  der  cnbiBchen  Oleicfaiiofc  gefunden  (in 
der  analjtiscben  Qeometrle  wird  bewiesen,  dase  die  drei  Waraeln  der  Qlelchung 
immer  reell  sind)  and  einen  derselben  in  die  Determinante  subBtituirl,  so  verhalten 
sich  die  Aiencoordinaten  wie  die  Unterdeterminanten  einer  Zelle  oderCoIanne. 

Ffir  bestimmte  Wertbe  von  iii,  etod  ffiese  OperaHoneo  leicht  aosfChrbar,  ali- 
gemein algebraisch  so  viel  tina  bekannt  ist,  wurden  sie  noch  nicht  dorchgefühit. 

Gleichttogen  iwiicben  xi9  allein,  d.  h.  die  Qleichnng  des  KT&rteellipsoidB 
erbilt  man  dnrcb  die  Snbstitntion  der  oImd  gefnndenen  Wertbe  Ton  f  ;Ci  '»  die 
Determinante  X*.    Sie  ergtebt: 


D.gitizecbyG00glc 


Element«  der  ElutidtZtathcorie. 


1 

- 

(Ol 

•>, 

'  +  '„ 

+  *.» 

(ua 

1 

ot, 

', 

«  +  *■ 

+  4.» 

(U, 

üi. 

1 

'. 

'  +  4. 

+  4.» 

*,'  +  •>,■ 

,    4,  '  +  J,. 

,'„•  +  4. 

0 

+  *,.   ». 

+  *,  », 

+  4,». 

Die  Coordinttten  xweier  Ebenen,  die  senkrecht  aofeinuider  stehen',  geBign 
der  Qleicbnng: 


Sabttttairt  man  in  dieie  Olfichnng  für  f  q  f  die  eben  gefnndenen  Werthe  ii 
»  I  9,  nnd  rflr  f '  q'  f*,  die  in  x'  i'  ^' ,  so  erbftlt  raan  die  Polargleicbang  der  im 
Kräneellipsoid  conjngirten  Diametral  ebenen  nnd  DarchmeBser.  Hieran»  gebt  her 
vor,  dRsa  senkrechten  ächnittebenen ,  Bicfatungen,  nnendllch  Terae  Pnnktn  ent- 
sprechen, nelcbe  im  Kräfteellipeoid  conjogirt  sind. 

Hlerans  kann  man  schlieasen,  dass  der  Kegel  nnd  das  Elllpsold  gleiche  Aiet 
haben ;  denn  die  Aien  des  Kegels  sind  anch  Im  Ellipsm'd  eonjagirt.  Wdt  ihre  drei 
Ebenen  gegenseitig  senkrecht  auf  einander  stehen,  vt  sind  ihre  g^enüberliegen- 
denAxen  aach  im  Kräfteellipsold  conjagirt,  demnach  anch  dieAxen  dieses,  weil  ät 
senkrecht  anfeinander  stehen.  Die  oben  anfgwtellle  Qleichang  von  X  beslinmt 
daher  aaeh  die  Aien  des  Elllpwids. 

Wir  vollen  Jetzt  annehmen  die  drei  Ebenen,  von  denen  wiransgegangen  aindi 
nnd  die  wir  als  Coordinatenebenen  angenomaien  haben ,  seien  im  Polars^leai  des 
Kegels  oonjngirt,  dann  sind  lanl  Nr.  ISS  3.  53B  die  «  gl^ch  Nnll.  In  Folge 
dessen  wird : 

<*  =  pi  pi?!.  "fii  =  ei  es;  <'ii  =  pi  pii  «Jis  =  pi  p«;  'n  —  «fu  ="<^,  —  o. 

Die  Oleichung  des  Ordonngakegela  reducirl  sich  auf; 

Pi  P»  Ps 

Die  p  sind  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinnes,  Je  nachdem  sie  das  Mate- 
rial in  gleicher  oder  in  entgegengesetzter  Weise  in  Ansprach  nehmen.  Ist  da> 
Material  in  den  drei  Riehtungen  in  g:lei  eher  Weise  beansprucht,  d.h.  haben  diedrei^ 
gleiche  Zeichen,  so  giebt  es  keine  reellen  Werthe  von  xi/  nnd  =,  welche  obiger 
Gleichnng  genügen;  Der  Ordnnngakegel  Ist  imaginfir,  was  Jedoch  nicht  hindert, 
dass  in  dessen  Polarglelchung  Jedem  reellen  Pnnkt  eine  reelle  Ebene  und  nnigr- 
kehrt  conjagirt  sei. 

Sind  die  p  nicht  gleichen  Sinnes,  so  mösaen  zwei  derselben  gleichen,  das  dritte 
entgegengesetzten  Sinnes  sein.     Der  Oleichnng  dieses  letztem  weises  »ir  die  i 
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561 


Aie  zu.     Diesem  Fall  entapiicht  also  das-oiitere  Zeicben  des  dritten  Glied«»  der 
Kegelglelckong. 

Der  Ordnnn^kngel  Ut  Jetit  reell ,  nnd  es  gelten  alle  Beziebnngen  zwischen 
Schnitten  uod  ingehOrlfcen  Erärterichtungen  die  weiter  oben  Nr.  ISB  S.  541  aafge- 
lählt  worden  sind. 


iiDd  die  GMebmiff  des  KrSfteelUpMids : 


!■  körperliehen  Ecka  mit  w 


ScbllesBlich  nehmen  wir  an ,  es  stehea  die  drei  coujogirten  Aien  tenlcrecbt 
BDf  einander;  dann  werden^le  lUi'und  alle  tuilt  mit  verscbiedeuen Indexen  gleich  0, 
die  ttiA-=i  I,  and  ^e  Oteichangen  dea  Kegels  und  des  EllipMlds  werden: 


Pi"  e»*  ?i* 

Setit  rann  In  diesen  GleichnogaD  eine  der  unbeknnnlen  Veränderlloben  ^  0, 
Bo  geben  sie  über  In  die  in  Nr.  ISS  8.  S3t  Bnrgesteliten.  In  einem  Haupt- 
achDitt  also  verhalten  sich  die  Schnitte  and  die  Ihnen  conjagirten  Kr&rte  mit  Ihren 
Kcbtnngen  wie  im  ebenen  KrifteeTstem.  Die  «iwaTnniengehOrigRn  Schnitte  and 
BicfatnnKen  kSniien  mittelst  der  Kreise  Nr.  137  S.  aS5  und  636  conatruirt  werden. 

In  Schnitten  Jedoch,  die  nar  elneAie  entUalteri,  Sndet  dies  schon  akbt  mehr 
36 
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statt;  MtKt  man*,  B.  y  -•  rznnd  i  — 'ix,  so  werden  die  Gl  ekliongen  detKcfth 
ODd  des  Eilipsoida : 

■Dd 

Nan  ist  aber  (  — -  ■+  — -  )  nicht  das  Onadrat  von  (      -  +   —  ),  m>km 
\  pi«  p,«  y  \  p,  p,  / 

gelten  aocb  die  dortigen  BesiehnnKen  nnd  Kreiseonitnietionea  nicht  mehr  firaoMe 

Schnitte,  was  ancb  mit  dem  in  Nr.  139  8.  B430e<iagten  vollkommen  nbertinatiinnt. 

Der  Scbnitt  des  Kegels  mit  dem  Ellipaold  kann  natürlich  nnr  dana  reell  i«ii. 

irennder Kegel  selbst  es  ist.    In  diesem Falluod  diedreiProJecUaneodesScbDitta: 

(-L  +  _L)^  +  (_L  +  _L)i-_,, 

(.L__L)-  +(_L  +  _L)i_,, 
^  gt        Pi-'ei        ^ci        ei-'e» 

(_L^  J_)ll+(_L  +  _L)iL_,. 

Von  diesen  drei  Projectionen  ist  die  ente  Immer  eine  Ellipse,  Dnd  «m  dn 
beiden  andeni  ist  die  eine  eine  Ellipse  nnd  die  andere  eine  Hyperbd,  trottden 
dass  die  Carve  selbst  iler  Ordnang  Ist.  Dieses  Verhiltniss  ennl^Iiebte  die  eis- 
tkehe  Constniction  der  Durch driDiniP8>Ka''Te  auf  Taf.  15  uebe  Nr.  130  S.  &&3. 


Zweites  Kapitel. 
Die  elastische  Linie. 


133.  Die  elastische  Linie  im  Aügemeinen. 

Die  Theorie  der  Elaeticität  wird  in  dem  Baufach  vom  Ingeoieur 
vorzu^neise  dazu  benutzt,  um  die  an  Balken  wirkenden  Er&flei 
welche  durch  GleichgewicfatabediDgungeD  nicht  von  vorn  herein 
gegeben  sind ,  nSher  zu  bestimmen.    Z.  B.  ein  beliebig  belasteter 
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Balken  ruht  auf  2  Stutzpunkten,  die  nur  in  rerdcaler  Richtung 
widerstehen  können;  wie  wir  Nr. 58  ä.211  gesehen  haben,  lassen 
sich  in  diesem  Fall  die  an  Balken  wirkenden  Belastungen  nur  auf 
eine  einzige  Weise  in  zwei  durch  die  Stützpunkte  gehende  verticale 
Kräfte  zerlegen,  und  wir  bedürfen  der  Elasticitätstheorie  nieht,  um 
sie  zu  bestimmen.  Ruht  aber  der  Balken  auf  mehr  als  zwei  z.  B.  n 
Stutzpunkten,  so  genUgen  die  Gleichgewichtsbedingungen  nicht 
mehr  um  die  drei  verticaleu  Reactiouen  der  Stützpunkte  zu  be- 
stimmen; weil  n — 2  derselben  ganz  willkürlich  angenommen,  mit 
den  Übrigen  zusammengesetzt  und  die  entstehende  Hittelkraft  dann 
erst  nach  der  Richtung  der  Verticales  durch  die  zwei  andern 
Stutzpunkte  unzweideutig  zerlegt  werden  können;  und  das  ist  auf 
unendlich  viele  Weisen  möglich.  Biese  Vieldeutigkeit  wird  nun 
dadurch  aufgehoben,  dass  man  festsetzt:  die  Lage  der  Stutzpunkte 
dUrfe  sich  hei  den  Verbiegungen ,  welche  der  Balken  durch  die 
an  ihm  wirkenden  Kräfte  erleidet,  nicht  ändern.  Ebenso  ver- 
hält es  sich  mit  dem  Bogen;  die  Widerlagerreactionen  sind  unbe- 
stimmt, weil  sie  in  verschiedenen  Richtungen,  bisweilen  auch 
hoher  oder  tiefer  angenommen  werden  dttrfen,  vergleiche  Nr.  55 
Fig.  109  und  110  S.  199,  und  demnach  das  Gleichgewicht  der  am 
Bogen  wirkenden  Kräfte  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten 
wiederhergestellt  werden  kann;  auch  hier  wird  dieZweideutigkeit 
dadurch  aufgehoben,  dass  man  featseUt :  die  am  Bogen  wirkenden 
Kräfte  dürfen  bei  den  unvermeidlichen  Verbiegungen  die  Lage 
der  Statzpunkte  und  die  Richtung  der  etwaigen  Auflagerflächen 
nicht  verändern. 

Bei  Bestimmung  der  diesen  Bedingungen  entsprechenden 
Kräften  (Pfeiler-  und  Widerlagerreactionen)  verfahren  wir  auf  die 
folgende  Weise:  wir  bringen  an  dem  Balken  irgend  eines  der 
möglichen ,  also  den  Gleichgewichtsbedingungen  entsprechenden 
Kräftesjsteme  an,  bestimmen  die  Verbiegungen ,  welche  von  allen 
am  Baiken  wirkenden  und  sich  von  Querschnitt  zu  Querschnitt 
ändernden  Kräften  herrUhren,  und  fuhren  schliesslich  durch  Modi- 
6cation  des  angenommenen  Kräftes^stems ,  oder  was  dasselbe  ist, 
durch  Anbringung  von  Kräften ,  welche  das  Gleichgewicht  nicht 
stOren,  deren  Summe  also  gleich  0  ist,  und  die  in  der  Regel  fUr 
einen  grossem  Theil  des  Balkens  constant  sind,  diejenigen  Punkte 
des  Balkens  in  ihre  ursprüngliche  Lage  zurUck,  welche  der  Natur 
der  Sache  gemäss  fest  sein  sollen. 
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Unsere  Aufgabe  zerfällt  also  in  zwei  Theile : 

1)  MUsBen  die  von  beliebigen  Krilften  heirUhrendeD  Fonn- 
änderuDgen  des  Balkens  bestimmt  werden,  d.  h.  es  ist 
die  diesen  Kräften  entsprechende  elastische 
Linie  zu  construiren. 

2)  Gewisse  Punkte  sind  in  ihre  ursprtlngliche  Lage  KurUck- 
zubringen,  oder:  die  elastische  Linie  ist  durcb 
gegebene  Punkte  zu  fuhren,  indem  die  ursprüng- 
lich angenommenen  Kräfte  modificirt  werden. 

So  weit  diese  Aufgaben,  namentlich  die  zweite,  einer  allge- 
meinen Lösung  fähig  aind,  sollen  sie  hier  behandelt  werden  j  aof 
weitere  Specialitäten  werden  wir  dann  s[äler  bei  dem  continoir- 
lieben  Balken  und  bei  dem  Bogen  eintreten. 


134.   Die  Fonnändenmgen  welche  die,  Batkenelemente 
pressenden  nnd  scheerenden  Kräfte  herrorlHringeii. 

Wir  beschränken  unsere  Untersuchungen  auf  ^ie  elastiKhe 
Linie  in  der  Ebene.    Soll  also  durch  das  Willen  der  Erilße  am 
Balken  dieser  nicht  aus  der  Ebene  heraustreten,  so  mUssen  die 
P,  Mittelkräfte  allerausserhalbeinesQueracbnitle« 

wirkenden  Kräfte  in  dieser  Ebene  Hegen;  Tor- 
sionskräfte,  die  nicht  um  Aien  drehen,  die  senk- 
recht auf  der  Ebene  stehen,  sindausgescfaloBsen, 
und  endlich  muss  die  Ebene  eineHauptaxe  der 
Centralellipse  eines  Quersohnittes  enthalten. 

Dies  vorausgesetzt,  muss  es  mOglieh  sein, 
die  Kräfte  ausserhalb   eines  Querschnittes  in 
drei  in  der  Balkenebene  wirkenden  Kräfte  zn 
zerlegen :  in  eine  nach  der  Richtung  der  Bal- 
kenaxe  wirkende  Kraft  Q,  in  eine  senkrecht 
auf  ihr  stehende  und  in  der  Ebene  des  Quer- 
schnittes  wirkende  scheerende   Kraft   S  und 
in  eine  unendlich  ferne  Kraft,  die  wir  mil  f 
bezeichnen. 
Die  erste  Kraft  Q  drQckt  das  Balkeaelement  A  <  (Fig.  197)  in 
der  Richtung  der  Balkeuaxe  zusammen.     Da  Q  in  dem  Schwer* 
punkl  angreift,  so  liegt  die  neutrale  Aze,  um  die  sieb  der  Quer- 
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schnitt  dreht,  als  Antipolare  des  HittelpuakteH  der  CeDtralellipse 
im  Unendlichen;  der  Qaerschnitt  wird  demnach  parallel  zu  eich 
selbst  verschoben.  Es  wird  angenommen,  die  Kraft  ß  pro  Flächen- 
einheit, dienolhwendigistjUnieinegenisBe,  sehrkleineZusammen- 
pressung  l  pro  Flftcheneinheit  zu  bewirken.  Bei  der  GrBsse  dieser 
Zusammenpressung  proportional,  so  dass  man  ^  =  e  X  hat,  worin 
E  einen  Erfahrungaeoefficienten,  den  Elasticitätsmodul  bezeichnet. 

Ist  die  Querschnittsfläche  des  Balkens  F,  so  ist  ^  =  -^  und  die 

auf  die  Länge  des  Balkenelementes  A  «  treffende  Zueammenpree- 

Bung  i.  Ai  gleich  --„  At. 

Da  der  Drehungswinkel  der  Endfläche  von  A  s  bei  dieser  Zu- 
sammenpresBung  =•  0  ist,  so  werden  alle  mit  dem  Element  A  s 
verbundeneiTund  zusammenhängenden  Punkte,  z.  B.  das  Balkcnende 
um  die  gleiche  Gr&aae  parallel  zur  Axe  von  A  s  verschoben. 

"Während  unter  der  Einwirkung  von  Q  diel^nge  von  A  t  sieb 
verkleinert,  vergrössem  eich  gleichzeitig  alle  Quersohnittsdimen- 
sionen. 

Nimmt  man  an,  dieses  finde  gleichmftsBig  nach  allen  Rich- 
tungen des  QuerschnitteB  um  die  GrOaae  fi  pro  Längeneinheit  statt, 
so  wird  in  Folge  der  Verkürzung  und  der  Verbreiterung  des  Bal- 
kens das  Volumen  desselben  nach  der  Wirkung  derKraft^  gleich: 
(1  —  ;i)(l  +/0»^A«=(l-|-2/t  — A+M»— 2i/*-  w«i)FA*. 

Die  Kraft  Q  könnt«  das  Volumen  von  A  <  nur  verringern,  es 
muBS  daher,  weil  ju  und  Im  kleine  Grßsscn  sind,  dass  die  hohem 
Potenzen  den  niedrigem  gegenüber  vemachlässigt  werden  ktinnen, 

fi  <C  -ä-  ^  sein,  fi  liegt  daher  zwischen  0  und  -^  X. 

Die  zweite  Kraft  Ä'  verschiebt  den  Endquerschoitt  von  A  f  in 
seiner  eigenen  Ebene  F  in  der  Richtung  von  S.  Auch  hier  wird 
angenommen,  dass  die  Kraft  a,  welche  pro  Flächeneinheit  noth- 
wendig  ist,  um  den  Endquerschuitt  eines  Balkenelemeotes  von 
der  Länge  1  um  die  GrBsse  g>  zu  verschieben ,  dieser  proportional 
sei,  und  man  setzt  daher : 

ff  >=  «'  jp. 

Die  von  der  Kraft  S  herrtlbrende,  auf  das  Balkenelement  A  s 

treffende  Verschiebung  9>  A  «  ist,  weil  «r  =>   t,-  ist, gleich-,^  A  s. 
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Wir  reproduciren  hier  nach  Prof.  C/eÄacA'*  Theorie  derElasti- 
1         j     1 


citätS.  10  den  Beweis,  das»  s  zwischen  - 


-  und  - 


« liege,  d.b.: 


Fig.  I9S. 


Wenn  Q  gleich  S  ist,  so  ist  die  Verschiehuug  des  Querschnittet 
in  der  eigenen  Ebene  in  Folge  der  scheeren- 
den  Kraft  2 — Smal  so  gross,  als  wie  die  Ver- 
schiebung desselben  in  der  Richtung  derAie 
in  Folge  der  Zusamnienpressung  durch  Q. 

Es  sei  Fig.  198  der  Querschnitt  eines 
cubischen  Balkenelements,  dessen  Seiten- 
flächen den  Inhalt  1  haben ,  es  sei  belastet 
mit  der  Kraft  p.  Unter  der  Einwirkung  dieser 
Kraft  wird  sieh  die  Hßhe  des  Elementes  um 
i.  vermindern  und  die  Breite  um  ß  Ytt- 
grÖBsern.     In  Folge   dieser  Aenderung   der 

Dimensionen  werden  die  ursprunglich  rechtwinkeligen  Diagonalen 

eisen  stumpfen  Winkel  90  -\-  <p  mit  einander  bilden,  wie  die  Figur 

es  zeigt,  und  man  hat  offenbar: 


'ff  (45- -9- SP)  =  - 


1  +  - 


!  +  /•• 


weil  der  Winkel  g>  sehr  klein  ist.    Hieraus  findet  man  nun : 
-l-y(2_A_|_^)_i_|_^. 

oder  weil  i.  —  ^  als  sehr  kleine  QrÖss'der  2  gegenüber  vernach- 
lässigt werden  kOnnen : 

SP  (=  A  +  /*. 

Oben  ist  gezeigt  worden,  dass  /i  zwischen  0  und  — ^^liege; 

es  muss  also  im  vorliegenden  Falle  9:  zwischen  l  und  — s-  fliegen. 

Da  (/>  sehr  klein  ist,  so  kann  es  als  die  Verschiebung  aller 
senkrecht  auf  den  Diagonalen  stehenden  Querschnittsfiächen  in 
ihrer  eigenen  Ebene  betrachtet  werden;  und  Herr  Prof.  CUiich 
schreibt  nun  diese  Verschiebung  der  mit  dem  treffenden  Quer- 
schnitt parallel  laufenden  Seitenkraft  von  p  zu. 

Schneidet  man  den  Würfel  nach  der  Richtung  der  Diagooftle 
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(wie  die  Fig.  198  es  andeutet)  und  zerlegt  man  ^  im  Schnitt  mit 
ihr  in  zwei  Seitenkräfte ,  woTon  die  eine  in  der  Schnittfläche  und 
die  andere  senkrecht  darauf  steht,  so  ist  jede  dieser  heideo  45* 

mit  Q  bildenden  Seitenkräfle  ^=  p  1/  -^-    Der  Flächeninhalt  einer 

Diagonalfläche  ist  aber  <=  ]^  2,  wenn  der  einer  WOrfelaeite  •=  1 

ist;  die  auf  y'^  2  echeereod  vertheilte  Kraft  9  1/-^  oder  die  schee- 

rende  Kraft  ist  demnach  gleich : 


n'-^^=-i-'- 


D&a  =•  l  s  ist,  ao  haben  wir  jetzt  zwei  zusammengehörige 
Werthe  von  a  und  9),  die  wir  in  die  Gleichung  a=  y  e  sub- 
Btituiren  und  daraus  s  bestimmen  können,  nämlich : 


-folgt 


Oben  haben  wir  gesehen,  dass  —^  zwischen  den  Grenzen  0 

and  —^  Yariire:   demnach  Tariirt  e'  zwischen  — ^  und  -^  e. 

Wenn  keine  bestimmteren  Angaben  Über  s"  vorliegen ,   so  kann 
man  jeweilen  e'  •=  0,4  e  setzen. 

Zur  Gonstruction  der  von  Q  und  5  herrührenden  VersehiebuDgen 
ist  es  zweckmässig,  sie  in  der  Weise  zusammenzufossen,  dass  man 

das  im  Verhältnis»  von  -r  vergrOsaerte  S,  also  -^  5  mit  ^  zu  Q' 


wurde  und  dann  die  von  (^  herTtlhrende  und  c  enteprecbende  Ver- 
schiebung -~r  A  4  in  Richtung  und  Grösse  aufträgt.    In  Fig.  197 

geschah  es  dadurch,  dass  man  auf  einer  Linie  durch  den  Angriffs- 
punkt TOD  (^,  At  und  e  F  auftrug  und  durch  den  Endpunkt  von 
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A  s  eine  Parallele  zu  der  Verbiodungalinie  S,  eF  zog,  welche  dann 
die  Verschiebung  auf  Q'  in  Eicbtung  und  GrSsse  abschnitt,  wie  die 
Figur  es  zeigt  Dass  diese  Construetion  gerade  nicht  Ober  jedem 
Bogenelement,  eondem  an  irgend  einer  andern  passenden  Stelle, 
z.  B.  bei  dem  Strahlenbttschel  der  Q  oder  ^  s  ausgefObrt  werden 
kann,  wo  dann  die  Linie  der  e  F  und  A  i  nur  einmal  zu  ziehen  ist, 
versteht  sich  von  selbst.  Ebenso  dass  «  F  nicht  im  Maassatabe  der 
Q  und  S  aufgetragen  werden  mUsse,  denn  es  ist  in  der  Regel  500 
bis  1000  Mal  grosser  als  alle  Kräfte,  mit  denen  man  es  auf  dem 
Blatt  zu  thuD  hat  und  die  gleicher  Art  als  wie  p  F  sind ;  trägt  man 


in  nfach  vergrössertem  Haassstab  erhält,  was  bei  Zusammeo- 
Betzungen  mitandemLlDieu  wohl  zubeacfaten  ist  Herr  Prof.  Jf^Ar 
in  Dresden  empfiehlt  (1868  in  der  Hannoveranischen  Zeitschrift  des 
Ing.  und  Arcb.  Ver.)  n  gleich  der  reciproken  Zahl  des  Maassstabes 
zu  setzen,  dann  erhält  man  die  Verschiebungen  in  natttclicher 
Grösse.  Es  ist  schön,  sich  an  dieses  Verhftltniss  halten  zu  könoen, 
allein  immer  wird  das  nicht  möglich  sein. 

Durch  Aneinanderreihen,  d.  h.  durch  äummation  aller  den 
einzelnen  As  entsprechender  Vei^chiebungen  erhält  mandie  totale 
VersehiebuDg  eines  bestimmten,  mit  dem  Bogen  verbundenen 
Punktes,  z.  B.  seines  Endpunktes.  Das  Summationspolygon  wird, 
wenn  die  q  sehr  klein  sind,  was  wo  möglich  immer  sein  sollte, 
eine  Figur  gleicher  Art  wie  der  Bogen  oder  Balken  selbst  sein. 

Können  die  S  Ternacblässigt  werden  und  sind  die  —^  Aber 

den  ganzen  Balken  hin  constant,  was  z.  B.  bei  einem  Bogen  der 
Fall  wäre,  dessen  Form  genau  mit  der  Drucklinie  zasammenfiele 
und  dessen  Querschnittsöächen  den  ausserhalb  wirkenden  KrXflen 
proportional  wären :  so  istdasSummationspoIygon  dem  Bogen  oder 
Balken  selbst  ähnlich ,  denn  alle  entsprechenden  Elemente  laufen 
parallel  und  verhalten  sich  wie  bF-.Q.  Lagen  die  Bogenenden 
ursprünglich  auf  einer  Horizontalen ,  so  wUrde  auch  das  Resultat 
der  Summirung  aller  Formänderungen  eine  horizontale  Linie  ^^^ 

— ötel  der  Spannweite  sein. 

Genau  dieser  Art  sind  auch  die  vondenTemperaturdifferensen 
herrührenden  Formänderungen.    Das  Summationspolygon  ist  dem 
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Bogen  oder  Balken  selbst  äbnlich  und  ist  reducirt  im  Verbältniss 

von  1  :  T  .  -j^  A  t,  worin  t  der  AusdeboungBCoefficient  für  100" 

und  A  /  die  Temperatnrdifferenz  ist    Nach  Herrn  Prof.  Mousson's 
Physik  (S.  17)  ist  t  fftr  Eisen  —  0,001118,  Stabl  0,00124  (circa 

g^),  Kupfer  ,00171,  Sandstein  ,00117,  Granit  ,0009,  Holz  ,0003. 

Von  vorn  herein  können  demnach  beide  Formänderungen 
approximativ  geschätzt  werden,  wenn  man  sie  =  —  „  +  x .  -rr^  A  ( 
der  Batkendimensionen  annimmt  und  vorau^etzt,  dass  die  von  5 
herrflhrendeo  Aenderungen  sich  gegenseitig  aufbeben.  Für  ~., 
ist  ein  Hittelwerth  einzusetzen. 

Dieses  Verfahren  dürfte  um  ao  mehr  geuttgen,  als,  wie  wir 
in  der  nächsten  Nummer  sehen  werden,  die  von  den  Q  und  S  her- 
rtlhrenden  Aenderungen  im  Verbältniss  zu  den  von  den  Momenten 
$  berrtthrenden  sehr  klein  sind.  Werden  doch  die  Formände- 
rungen der  S  bei  continuirlichen  Balken,  wo  sie  verhältnisa- 
mässig  am  grSssten  sind,  in  der  Regel  nicht  berücksichtigt. 


135.   Formändenmgen,  welche  die  an  Balkenschnitten 
wirkenden  Momente  hervorbringen. 

Um  die  von  den  Momenten  $  herrührenden  Formänderungen 
zu  bestimmen,  vereinigen  wir  wieder  $  mit  Q  zu  eiser  Kraft  Q, 
die  nieht  mehr  im  Bcbwerpnnkte,  sondern  am  Hebelsarme  q  (siehe 
Fig.  199)  so  wirkt,  dass  ßy  —  ^  ist.  LautNr.l05S.418drebt  die 
Kraft  Q  den  Eudquerschnitt  von  A«  um  die  neutrale  Axe,  deren 

Entfernung  vom  Schwerpunkt  =  i  = ist,  woftdentrefTenden 

Trägbeitshalbmesser  der  Centratellipse  bezeichnet;  die  Verschie- 
bung des  Schwerpunktes  ist  gleich  j'  A  ^  -—  A  s,  worin  A  d  den 

kleinen  Drebungswinkel  des  Querschnittes  um  die  neutrale  Axe 
bezeichnet. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt : 

e  t  F  siq  F  ff  3 
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Wo  iqF*^k'F^3  das  Trägheitsmoment  des  Querechnittes  in 
Bezag  auf  die  dem  Aagrifftipunkt  von  Q  coDJugirtfl  ScbwerpnaktB- 
axe  bezeichnet. 

Das  von  Q  getrennte  Moment  $  greift  als  unendlicb  ferne 
Kraft  im  Unendlichen  an  und  dreht  den  Querschnitt  am  die  And- 
polaredes  unendlich  fernen  Angriffspunktee,  um  den  $  conjug^rteo 
DurchmesBer  der  Gentralellipse,  um  deren  horizontale  kleine  Aie, 

Flg.  199. 


\\ 

— ^-^.- 

y^^^     \ 

S 

^      \ 

wenn  ihre  grosse  Ase  in  der  Verticalebene  von  $  liegt  Das 
Moment  $  verändert  demnach  die  Lage  der  Sohwerpunktsaxe  gar 
nicht,  sondern  bringt  nur  Drehung  um  dieselhe  hervor.  Auf  der 
andern  Seite  rerschiebt  Q  allein,  im  Schwerpunkt  wirkend,  wie 
wir  in  der  vorigeo  Nummer  gesehen  haben,  den  Querschnitt  parallel 
mit  sich  selbst,  ohne  Drehung  zn  verursachen,  um  die  Gröwe 
(iAS)  =  QAt:eF.  Wirken  daher  $  und  Q,  so  muss  die Parallel- 
verscbiebung  des  Querschnittes  (iA<f)  derEraft^  und  dieDrehuog 
A  i  der  Kraft  $  tugewiesen  werden. 

ist  demnach  die  vom  Moment  $  herrührende  Drehung  der  Eod- 
fläche  von  A  a  um  die  Schwerpunktaaze. 

In  Folge  dieser  Drehung  dreht  sich  jede  mit  A  <  verbundene 
Querschnittafläche,  z.B.  die  Endfläche  des  Balkens  um  ebensoviel; 
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und  jeder  mit  derselben  verbnndene  Punkt  legt  einen  Weg  r  A  d  =« 

r  % 

— %-  A*  (siehe  Fig.  199)  zurück,  wenn  r  die  Entfernung  des  Punktee 

TOD)  Drehungemittelpuukt  bezeichnet.  Die  Richtung  dieser  Be- 
wegung steht  nattirlicher  Weise  senkrecht  auf  r,  der  Verhindungs- 
liaie  des  Punktes,  mit  dem  Drehungsmittelpunkt,  d.  h.  mit  der 
Schwerponktsaxe  der  Endfl&che  des  treffenden  Elementes  A  s. 

Die  totale  von  $  und  Q  herrührende  Bewegung,  die  sich  aus 
r  A  (f  und  t  A  (f  zusammensetzt,  steht  senkrecht  auf  der  Verbin- 
dungslinie r|  des  Punktes  mit  den  Antipolaren  des  Angriffspunktes 
von  Q  im  Querschnitt,  dem  Endpunkt  von  i,  und  ist  gleich  ri  A  (f; 
die  Figur  zeigt,  dass  ry  ^  S  gleich  der  Summe  des  Zuges  der 
Linien  r  A  cf  und  i  A  «f  ist. 

Ea  verhalten  sich  nämlich : 

Tf  Ad         iA<f  rAiJ 


136.  'Snnifflation  der  von  den  Momenten  herrUhrenden 
Fonnänderongen. 

Um  die  von  allen  Balkenelementen  A  s  berrhbrenden  Form- 
änderungen zu  Summiren,  ist  es  zweckmässig,  die  Coordinaten- 
änderungen  A  iTy  und  A  ^t  eines  auf  diese  Weise  fest  mit  dem 
Bogen  verbundenen  Punktes  ir^  yy  zu  bestimmen.  Die  drei  Aende- 
rungsUngen  A  xx,  A  y^  und  r  A  (f  bilden  ein  rechtwinkeliges  Drei- 
eck (siebe  Fig.  199),  welches  dem  Dreieck  y  —  y^,  x — x^  und  r 
ähnlich  ist,  wo  x  und  y  die  Coordinaten  der  betreffenden  neutralen 
Axe  des  Anfangspunktes  von  r  sind,  indem  die  entsprechenden 
Seiten  der  Dreiecke  senkrecht  auf  einander  stehen.  Man  hat 
demnach : 

AiFi  —  Ay,  rArf  ?A'_ 

y  —  y,  ""iT  —  jr,    ""       r       ""«3' 
woraus : 

Ä  ar,  =  (y  —  y,)  ^-^'  und  —  A  y,  =  (a-  —  *-,)  'j^  folg*- 

A  jTi  ist  negativ,  weil,  wie  die  Figur  zeigt,  einer  positiven  Drehung 
eine  Abnahme  der  Ordinaten  entspricht 
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Bezeichnen  wir  die  totale  Aendening  der  Coordinaten  dei 
PuokteB  xi  uod  yi  mit  k  und  k,  und  die  totale  Drehung  einer  mit 
('^i^i)  verbundeeeD  geraden  Linie  mit  d,  so  bestehen  diese  Gröaseo 
aua  derSumme  aller  ^6,  Axi  und  Ay,,  welche  tod  den  einzelnen 
A  t  herrühren,  an  denen  die  ihnen  zugehörigen  $  wirken,  undnau 
hat  daher  S  =  S  A  i,  h  •=  2  &  a.\  und  k  '=•  S  A  y|.  Hat  maa 
diese  Summen  bestimmt,  so  kann  man  rückwärts  den  Drehnngs- 
mittelpunkt  (x"  y')  ermitteln,  um  welchen  sich  (;r,  y,)  im 
Gtanzen  gedreht  hat,  um  aus  seiner  ursprünglichen  Lage  in  die 
Endlage  HberzugeheD.  Um  diesen  Punkt  zu  erhalten,  hat  mu  in 
den  eben  entwickelten  Verhältnissen  nar  h ,  k  und  S,  x"  und  ;* 
statt  A  ;r,,  A  ^1  A  (f,  IT  and  y  zu  setzen. 

Die  jetzt  angedeuteten  Summationen  führen  zu  den  folgenden 
Formeln : 


Die  Summen  erstrecken  sich  natürlich  über  das  ganze  in  Be- 
tracht kommende  Balkenstttck,  z.  B.  tod  einem  festen  Auflager  ao 
bis  zu  dem  Querschnitt,  mit  dem  der  Punkt  xy  y,  und  eine  dnrcb 
ihn  gehende  Linie  fest  verbunden  ist. 

Um  diese  Summationen  auszuführen  und  zq  conatruiren, 
wollen  wir  zuerst  die  Wirkungen  einer  einzelnen  Kraft  j4  für  eis 
mehr  oder  weniger  langes  BalkenstUck  ermitteln  und  dann  erst 
alle  von  den  einzelnen  Belastungen  AP  des  Balkeos,  den  wir  jetzt 
allgemein  als  einen  Bogen  annehmen,  herrührenden  Aendemngen 
summiren.  Wir  setzen  zunächst  also  voraus,  dass  die  Momente  $ 
von  einer  einzigen  für  das  betrachtete  Bogenstück  constanten Kraft 
^  herrühren  und  summiren  (fie  entsprechenden  Aenderungen  für 
dieses  Bogenstück. 

Es  sei  u  der  veränderliche  Abstand  des  Schwerpunktes  eines 
jeden  Bogenquerscfanittes  von  der  Richtungslinie  der  Kraft  J. 
Dann  ist  $  ^  ^  u  und  die  Fundamentalgleichungen  der  vorigen 
Nummer  werden : 
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weil  das  constante  ^  als  Faktor  vor  das  Hummenzeichen  heraus- 
geDoromeD  werden  kann.    Wir  denken  uns  nun  jedes  einzelne 

Bogenelement  behaftet,  gleicfaeam  belastet  mit  dem  Wertbe  — —  • 

bilden  nach  den  früheren  Regeln  deren  Summe  a  uod  construiren  den 
Schwerpunkt  und  die  GentralelHpse  dieser  Werthe.  Dann  ist  die 
erste  Summe  ein  statisches  Moment,  weil  die  u  den  Entfernungen 

der  mit  — ^  belasteten  Bogenelemente  von  einer  geraden  Linie 

der  Richtungslinie  der  Kraft  j4  gleich  sind. 

Wir  verlegen  die  Coordinatenaxen  nach  dem  Funkt  ^i  yi ,  so 
dasB  die  Coordinaten  dieses  Punktes  vor  der  Bewegung  gleich  Null 
und  nach  derselben  gleich  h  und  k  sind ;  ferner  bezeichnen  wir 
in  Fig.  200,  wo  das  negative  Moment  der  Kraft  mit  dem  der  For- 
metn  dem  Zeichen  nach  nicht  Übereinstimmt,  weil  die  Reaction  so 
eingezeichnet  wurde,  wie  sie  sich  in  Wirklichkeit  gestaltet,  mit  u^. 


die  Entfernung  des  Schwerpunktes  ff  der  Belastungen  - 


I  der 


Richtungslinie  ^  und  die  Coordinaten  desselben  in  Bezug  auf  die 
neuen  Axen  mit^^y^;  femer  mit  iTh  und  jr.  die  Coordinaten  des 
Antipoles  der  Linie  ^,  endlieh  mit  Ux  und  u^  die  Entfernungen  der 
Antipole  der  Axeo  von  der  Richtungslinie  von  j4,  wie  die  Figur  es 
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andeutet ;  dann  eracheint  das  erste  Moment  <f  als  statiscfaes  Moment 
der  ~— ,  beztlglich  derRichtungBliuieder^  und  ist  gleich  Ug/ta; 
die  zweite  Summe  ist  gleich  y^  u^  ^„  tr  oder  y^u^Aa  oder  end- 
lich gleich  yu  i,  denn  sie  ist  das  CeDtrifugalmomeDt  der  Wertfae 
—^  bezüglich  der  Linie  A  und  der  Parallelen  zur  x  Axe  duith 

;r,  yi.  Laut  Nr.  101 S.  104  ist  aber  dieBeBCentrifagalmoment  gleich 
derEotfemuDg  des  Schwerpunktes  o  von  einer  dieser  Linien  glacb 
Ug  oder  y^  multiplicirt  mitder  Entfernung  desAntipols  der  treffen- 
den Linie  von  der  andern  y.  oder  Uj, ,  und  multiplicirt  mit  der 
Summe  aller  - 

—  k  als  CeDtrifugalmoment  der  Werthe  ~ 

die  y  Axe  gleich  x^  Uy  A  a,  oder  x,  u^  j4  a  oder  gleieh  x,  i. 

Wir  haben  also : 

.     <r  =.       u„Aa, 

h'-y^u,  A  a=  y^u„A  <r  =  y^S, 
—  k'^  x^UyA  a  —  x^u^  A  a  »^  Xa^. 
Da  Über  die  Richtung  der  Axen  keine  bestimmten  Voraufl- 
setzungen  gemacht  wurden,  so  kOnnen  wir  den  Axen  jede  beliebige 
Richtung  geben  und  die  gewonnenen  Resultate  haben  dann  noch 
allgemeine  Ottltigkeit.  Wir  fuhren  also  die  x  Axe  durch  den  Anti- 
pol  von  u  oder  wir  bringen  sie  in  die  Lage  r  der  Fig.  200,  dann 
wird  yu  =  0,  x^  =  r,  der  von  jT]  yi  ■=  0  zurückgelegte  Weg  ßült 
mit  der  y  Axe  zusammen  und  wird  gleich  r  <f;  und  man  hat 
schliesslich : 

i^U„Aa;  A  =  0;  ~  k  =^  r  S. 
Diese  Resultate  können  wir  also  in  Worte  fassen : 
Jede  Kraft  dreht  um  ihren  Antipol   bez-flglicb 

der  Centralellipse  der  — ^;  und  die  OrCsse  der 
Drehung  ist  gleich  der  Kraft,  multiplicirt  mit  dem 
statischen  Moment  dieser  ~-  bezüglich  ihrer  Rich- 
tuugslinie. 
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Zu  einer  andern  AuffasHung  giebt  die  Form : 

-  Ä  AI 

in  welche  mau  die  Resultate  kleiden  kann ,  VeraDlaBsung.  Die 
Perpendikel  von  dem  Schwerpunkte  der  -—  und  von  den  Anti- 
p<rien  der  Coordinatenaxen  auf  die  Richtungslinie  der  Kraft  ^  ver- 
halten sich  wie  die  Grössen  d,  —  und ;  d.  h,  beschreibt 

man  um  diese  3  jederzeit  bekannten  Funkte  Kreise,  die  sich  wie 
diese  Grössen  verhalten,  so  schneiden  sich  die  Tangenten  an  je 
zwei  dieser  Kreise  auf  der  Richtnngslinie  von  j4.  Diese  drei 
Schnittpunkte  kOnnen  auch  direct  dadurch  coustruirt  werden,  dass 
man  nach  Nr.  2  S.  13  Parallellinien  durch  die  drei  gegebenen 

Punkte  ziebt,  auf  diesen  Grössen  aufträgt,  welche  d, und  — 

proportional  sind,  dann  schneiden  die  Verbindungslinien  der  End- 
punkte der  Parallelen  die  Dreiecksseiten  der  gegebenen  Punkte 
ebenfalls  auf  der  gesuchten  Richtungslinie  von  /tf,  indem  diese 
Punkte  identisch  mit  den  vorhin  benutzten  Tangentenschnitt- 
punkten  sind. 

Wenn  die  Summationen  auf  analytischem  Wege  ausgeführt 
werden,  gelangt  man  jederzeit  zu  J,  —  und  — ;  und  dann  haben 

diese  3  Werthe  eine  ganz  bestimmte  Bedeutung :  sie  sind  die 
trimetrischen  Coordinaten  der  Linie  ^^  bezüglich 
des  Fundamentaldreiecks,  welches  mit  dem  Schwer- 

gebildet  wird. 

Wir  sind  jetzt  vollkommen  im  Stande,  die  zweite  der  S.  564 
aufgestellten  Aufgaben  zu  lOsen,  nämlich  die  Kraft  zu  bestimmen, 
welche  im  Bogenende  nöthig  ist,  um  einen  gegebenen  Winkel  zu- 
rückzudrehen and  eine  gewisse  Strecke  znrUckzuftlbren.  Wir  be- 
stimmen  auf  der  Senkrechten  durch  den  Endpunkt  dieser  Strecke 
den  Punkt,  von  welchem  aus  die  Strecke  mit  Berücksichtigung  des 
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äiDoea  anter  dem  Winkel  S  gesehen  wird ;  dann  ist  die  Antipolan 
dieses  Punktes  die  Richtungslinie  der  Kraft  yi ;  durch  Coustnic- 
tion  derselben  sind  alle  u  gegeben  und  daher  anch : 


Drittes  Kapitel. 

Der  elastische  Bogen. 


137.  Die  Widerlagerreactionen  von  Bogen. 

In  der  vorigen  Nommer  haben  wir  ganz  allgemein  die  Kraft 
//  bestimmt,  dureh  welche  eine  gegebene,  unendlich  kleine  Be- 
wegung eines  mit  einem  beliebig  geformten  und  an  einem  Ende 
festen  Balken  oder  Bogen  verbundenen  Punktes  hervorgebracht 
werden  kann.  Bevor  wir  nun  die  aufgestellten  Gleichungen  con- 
struiren,  wollen  wir  zeigen,  wie  mittelst  derselben  die  Wider- 
lagerreactionen von  Bogen  bestimmt  werden  können,  indem  es 
gerade  die  Bogen  sind ,  auf  welche  der  Ingenieur  die  entwickelte 
Theorie  vorzugsweise  anwendet. 

Um  die  Widerlagerreactionen  eines  Bogens  zu  bestimmen, 
der  so  fest  auf  den  Widerlagern  ruht,  dass  daselbst  die  lUcfa- 
tungen  der  Bogenenden  sich  nicht  ändern  kOnnen,  ver^ren  wir 
ganz,  wie  in  der  vorigen  Nummer  angedeutet  wurde.  Wir  be- 
stimmen die  von  jedem  einzelnen  A  P,  mOge  es  Eigengewicht  oder 
zufällige  Belastung  sein,  herrtlhrende  Formänderung  des  einen 
Bogenendes,  das  wir  uns  beweglich  denken,  während  das  andere 
als  fest  vorausgesetzt  wird,  und  diejenige  Widerlagerreaction  ^M, 
welche  die  ganze  Formänderung,  die  Drehung  mit  iDbegriffen, 
wieder  aufhebt.  Die  Mittelkraft  aller  A  A,  welche  von  den  ein- 
zelnen A  P  herrühren,  ist  die  gesuchte  Widerlagerreaction. 
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Es  sei  ferner  die  von  der  TemperaturSnderoDg  deeeelben  Bogens 
henUhrende  Widerlagerreaction  zu  bestimmen.  Ist  das  eine 
Bogenende  fest,  bo  wird  in  Folge  der  gleichmässigen  Ausdehnung 
durch  die  Temperatur  der  ausgedehnte  Bogen  dem  ursprttDgticheD 
ähnlich  sein,  demnach  das  freie  Ende  eine  horizontale  Linie,  ohne 
sich  zu  drehen,  beschreiben,  ea  ist  also  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Verticallinie  derDrehungsmittelpunkt,  nnd  die  Antipolare  des- 
selben, d.  h.  der  der  Verticallinie  conjugirte  Durchmesser  der 
Central  eitipse  wird  die  Ricfatnagslinie  der  gesuchten  Widerlager- 
reaction  sein.    Wenn  der  Bogen  aymmetriscb  gebaut  ist^  so  ist  es 

die  horizontale  Linie  durch  den  Schwerpunkt  a  der  —^' 

Als  zweiten  Fall  nehmen  wir  an,  es  sitze  ein  Bogen  an  beiden 
Widerlagern  auf  zwei  Punkten  auf,  um  die  er  sieb  drehen  kann. 
Wir  verfahren  wie  oben ,  zerlegen  A  P  in  zwei  verticale  Seiten- 
kräfte durch  die  beiden  Stutzpunkte  und  in  einen  Schub  A  j4,  der 
ebenfolls  durch  die  beiden  StUtzpnnkte  gehen  muss,  denn  ginge  er 
nicht  durch  dieselben,  so  wttrde  er  ja  um  sie  drehen.  Wttrde  die 
Axe  der  x  parallel  zu  diesen  Stutzpunkten  gewählt,  so  bestimmte 
sich  dieOrSsse  der  Reactionen  A^  aus  der  zweiten  Gleichung  von 
h,  in  der  alle  Hebelearme  bekannt  sind,  weildieLage  derReaction 
A  A  von  vom  herein  gegeben  ist.  Diese  durch  beide  Stutzpunkte 
gehenden  Reaetionen  A  j4  verursachen  aber  auch  positive  A  y, ; 
welche  allgemein  durch  keine  Kraft  wieder  aufgehoben  werden 
kiJnnen,  weil  sie  eben  nicht  durch  die  Stutzpunkte  gehen  wird; 
denn  wäre  dieses  der  Fall,  so  wäre  sie  eben  nie  notbwendig 
gewesen.    Eis  bleibt  daher  nichts  anderes  flhrig,  als  wie  das  ganze 

System  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  -y^>  wo  /  die  Spann- 
weite des  Bogens  bezeichnet,  wieder  zurückzudrehen.  So  gross 
ist  also  der  Winkel,  um  den  sich  dasjenige  Bogenende  drehen 
wird,  das  wir  uns  fest  gedacht  hatten.  Das  bewegliche  Ende  wird 
sich  je  nach  dem  Zeichen  von  rf,  um  rf  +  diesen  Winkel  gedreht 
haben. 

Die  Aasdehnung  durch  die  Wärme  wird  in  diesem  Falle  ge- 
rade 80  wie  oben  behandelt  werden.  Das  durch  die  Wärme  hervor- 
gebrachte h  wird  durch  ein  horizontales  A..^  durch  das  Bogenende 
aufgehoben,  dieses  A.^  dreht  das  freie  Bogenende  abwärts;  um  so 
riel  mnss  das   ganze  System  wieder  aufwärts  gedreht  werden. 
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Beide  Bogenenden  sind  in  Folge  deasen  steiler  geworden,  was 
auch  ganz  natürlich  ist 

Alte  Praktiker  kommen  bisweilen  auf  die  Idee  (!),  aueh  im 
Scheitel  nocb  ein  Scharnier  auzubringen.  Zur  Bestimmung  der 
an  einem  solchen  System  wirkenden  Erilfte  braucht  man  die  Elasli- 
citatstbeorie  nicht  mehr;  in  der  That  ist  nur  ein  einziges  Seil- 
polygon möglich,  welches  alle  A  P  mit  einander  verbindet,  dessen 
äuBserste  Seiten  durch  die  Scharniermittelpunkte  der  Widerlager 
und  desaen  Polygonseite  zwischen  den  dem  Mittelschamier  an- 
liegenden A  P  durch  dieses  geht  Alle  am  System  wirkenden 
Kräfte  sind  daher  von  vom  berein  bekannt 


138.  Krafteplan  eines  elastischen  Bogens. 

Wir  wollen  jetzt  die  in  Nr.  136  entwickelten  Formeln  auf 
Bogen  anwenden ,  und  zeigen,  wie  die  unter  den  Summenseicben 
stehenden  Werthe  allgemein  construirt  und  summirt  werden 
können.  Wie  schon  bemerkt  wurde,  constmiren  wir  zunächst  die 
roQ  einer  Einzellaat  AP,  welche  irgendwo  angebracht  Bein  mag 
and  verüoal  abwärts  wirkt,  berrflbrenden  Formänderungen,  heben 
diese  durch  die  Widerlagerreaction  A^  wieder  auf,  auxumiren 
dann  alle  A^,  indem  wir  sie  mittelst  eines  Seilpolygons  einfach 
zusammensetzen.  Die  EntfemuDg  der  Richtungslinie  aP  von  den 
ersten  Auflager  A  sei  =  ßl,  und  die  vom  andern  B  -^  fi't  wo  I 
die  totale  Spannweite  bezeichnet.  Bezeichnen  wir  femer  die  Ent- 
fernung irgend  eines  Balkenelementes  von  j4  mit  x  und  die  von 
B  mit  x',  80  ist  das  Moment  der  von  der  Belastung  A  P  herrflhren- 
den  Kräfte  fUr  einen  Punkt  .r  der  Strecke  fil  laut  Xr.  86  S.  340 
gleich  ^jtA/*  und  fBr  einen  Punkt  der  zweiten  Strecke  ß'l  gleich 
ßs  ^P. 

Die  lUchtongslinie  and  Grösse  der  zu  bestimmenden  Kraft 
A^  werde  vorerst  auch  als  bekannt  vorausgesetzt,  dann  ist  ihr 
Moment  Mi  alle  Punkte  des  Balkens  gleich  u  aA,  weil  sie  sich 
über  den  ganzen  Balken  erstreckt 

Die  Grflase  - — —  bringen  wir  auf  die  Form  ^  „; ,  worin  ß 

conatant  und  z'"  variabel  ist     Wird  z.  B.  das  THlgheitsmo- 
ment  nach  Nr.  116  S.  479  construirt,   so  vergrOssere  man  die 
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die  Bogen  auf  der  AbBcisseoaxe  iirgleicbe  Tbeile  theilt  and  daan 
die  c  diesen  treffenden  Bogenlängen  proportional  annimmt,  dann 

ist  «  3  =  (e  ab)  c     -  -  «'",,  und  wenn  wir  statt  dem  couBtanten 

Moment  (e  ab)  r,  S  und  statt  s"',,  s'"  setzen,  so  bat  man 

A  j     _     A  X 
«3     ~  <S  a"'  ' 

Substitnirt  man  diese  Wertbe  in  die  Qleicbungen  Nr.  136 
S.  572  nnd  574,  so  sind  die  folgenden  Werthe  zu  constrairen: 

(Sd=^  aP2x-^  -\-ßAPSj^—^  +  A^  .  »,  ff, 
S  X  y  — j^  -\-AA. n^ya  ff. 


—  (Sk~^AP2x*  -^  -^ßAPSx'x  --j^  +A^.i^x«ff; 
o  *  ßl  *' 

worin  a  statt  S  — ^^  gesetzt  wurde  und  sich  daher  vom  fmbern  a 

der  Nr.  135  durcb  den  coastanten  FaktorlS  unterscbeidet. 

Die  unter  den  2  Zeicben  stehenden  Producte  und  die  Werthe 
ff  sca  yv  coQBtruiren  wir  mittelst  Summationapolygonen  nach  den 
in  Nr.  4  S.  22  entwickelten  Methoden  aufTaf.l6.  Es  sei  Taf.  16,  die 
stark  ausgezogene  parabelarüge  Gurre,  die  Axe  des  fiogens.  Wir 
theilen  denselben  in  lOLametlen,  deren  Projectionen  ^x  auf  die  bori- 
zontaleSehne,  die  wiruna  aU  AbsciBsenaxe  denken,  gleich  gross  sind. 
Im  Sinn  von  Nr.  3  könnten  wir  die  hier  aneinander  gereihten  ^x 
als  Kriiftepolygon  betrachten ;  es  wUrde  dieses  aber  zu  gross  wer- 
den, und  wir  haben  es  desshalb  in  Taf.  16,  auf  die  Hälfte  reducirt 
and  über  den  Mitten  der  ersten  5  Lamellen  die  a'",  die  wir  uns 
auf  irgend  eine  Weise  vorher  bestimmt  denken,  aufgetragen  um  das 
Gesetz  ihrer  Ab-  und  Zunahme  zu  zeigen.  Auf  der  Horizontalen 
durch  diese  Endpunkte  liegen  die  Eckpunkte  des  ersten  Polygons, 
welches  Fig.  25  S.  22  entspricht    Bei  der  Construction  wurde  der 


D.gitizecbyG00glc 


Eleinento  der  Elutlcitititheorie. 


Strahl  5  6  Taf.  16$  vertical  angenommen  und  an  diesen  nach  bei- 
den Seiten  hin  die  weiteren  Strahlen  und  Dreiecke  angereiht. 


Aa:,-  und  die  Höbe  des  Über  ihm  stehenden  Dreiecks  ausgedrDckL 

^  4' 

oder  der  balhen  Spannweite  getheilt  durch  die  Hßhe  -^  m,  (wir 
schreiben  der  Symmetrie  wegen  -^   m)   des   Über   ihr   stehenden 

Dreiecke,  siehe  Taf.  16^,  man  hat  also: 
l 


Zur  Bestimmung  von  A  A  aus  den  obigen  Gleichungen  S.  579 
milästen  alle  vorkommenden  Längen  durch  dieses  Verhältniss  c 
diridirt  werden ;  man  erspart  viele  spätere  Reductionen ,  wenn 
man  gleich  von  vom  herein  alle  s"'  mit  diesem  Verhältniss  mul- 
tiplicirt  Geschieht  dies,  so  muss  das  mit  den  neuen  s"'  construirte 

Verhältnis«  5  -,„—  =  —  ^  -^  =  -^  =  1  werden.     Man 

0    %'"  a         ff    0     »  ff 

bat  daher  das  Eräftepolygon  collineär  so  zu  verzerren,  dass  beide 

Polygone  die  Linie  der  -^  Aa;  entsprechend  gemein  haben,  das 

GolineatioDBcentrum  im  unendlich  fernen  Punkt  der  Linie  m  liege, 
und  die  Entfernung  des  Kreuzungspunktes  der  äussersten  Strahlen 

von  der  Linie  der  --  ^"^  gleich  ^  /  sei. 

Da  die  beiden  Polygone  auch  alle  Verlicalen  mit  einander  ge- 
mein haben,  so  hat  man  nichts  weiter  zu  thun  als  auf  der  Verti- 

calen  m,  -^l  aufzutragen  durch  den  Endpunkt  gerade  Linien  nach 

den  Endpunkten  von  /  zu  ziehen  bis  zum  Schnitt  mit  der  Verti- 

calen  des  Iten  und  letzten  (nten)  as'" 


*"'n-\  «■  s.  w.,  wie  wir  das  schon  öfters  ausgeführt  baben.    Bei 
diesem  Vorgehen  werden  die  os'"  in  der  Mitte,  wenn  die  Strahlen 
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eich  der  Riebtungslinie  der  -g- ">  oäbem  etwas  ungenau,   man 

muss  daher  bei  den  äussersten  Strahlen  beginnen  und  gegen  die 
Hitte  zu  arbeiten;  die  mittelsten  as'"  kann  man  dadurch  bestim- 
men, dasa  man  den  Endpunkt  des  alten  s"'  mit  irgend  einem  etwas 
entfernten  «'",-  verbindet,  und  die  Verbindungslinie  bis  zum  Schnitt 

mit  der  Linie  der  —  A  j^  verlängert;  die  Linie  von  diesem  Schnitt 

nach  dem  Endpunkt  von  ffx'",-  schneidet  dann  auf  dem  2'"  das  ax'" 
ab,  aus  ganz  elementaren  ColliaeationsgrUndeD. 

Mit  diesem  neuen  Polygon  construiren  wir  nun  ganz  so  wie 
es  Nr.  4  gezeigt  wurde,  das  Setipolygon  Taf.  I63,  in  dem  die  Sei- 
ten des  SeilpolygoDS  zwischen  den  Verticalen  durch  die  Endpunkte 
der  A«  oder  Ä^  senkrecht  auf  die  entsprechenden  Strahlen  von 
Taf.  I63  gezogen  werden.  Zwei  aufeinanderfolgende  Seiten  un- 
mittelbar vor  und  nach.  As  echneiden  auf  den  Verticallinieu  durch 

die  Endpunkte  des  Bogene  die  Strecken  ■ — ~-r und  — - —  ab, 

wie  es  Taf.  16j  für  die  Lamelle  8  eingeschrieben  ist  Irgend 
eine  Polygonseite  bei  ßl  schneidet  auf  denselben  Verticalen 
zwischen  ihr  und  den  Endpunkten  des  Seilpolygons  die  Segmente 
ßi       i^  i        ^j. 

JS  a: -,-  und  ^  x  - — ---  ab,  wie  es  auch  ftlr  die  Polygonseite  4  5 

O  ffS'"  ^;  ff*'"  V  •'^ 

also  ß  —  0,4  angedeutet  ist.  In  Folge  dessen  ist  die  Ordinate 
des  Seilpolygons  bei  dem  Angriffspunkt  ß  l  der  Kraft  A  P  gleich : 

ß'l  +  ßl  ffl      o      ^  ßl     2     ■> 

weil  ^/  + /?/=./ ist. 

Es  ist  also  u'a  der  sofaon  mit  ff  dividirte Factor  von  AP  in  der 
ersten  Gleichung  S.  579;  die  beiden  Sussersten  Polygonseiten 

oder — Ti-undbe- 
«o  a' ' 

stimmen  daher  xa  siehe  Taf.  16j. 

Wir  verbinden  ferner  alle  Parallelen  zu  x  (Horizontallinien) 

durchdieMitten  von  A«miteinemSeilpolygon,  dessen  Seiten  parallel 

mit  den  entsprechenden  Seiten  von  Taf.  16g  laufen  (siehe  Taf.  I64), 
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Die  Abacboitte  auf  der  Horizontalea  t  sind  gleich  "— -,- ,  siehedie 

Figur,  und  die  anssersten  Polygonseiten  sehueiden  sieh  auf  der 
Horizontalen  durch  den  Schwerpunkt  er  und  beBtimmen  dadorch 
yo  .  a  iBt  nun  vollBtändig  bestimmt. 


KrftftepolygoD  mit  dem  Schnitt  der  äussersten  Polygonseiten  als 
Pol,  also  a!a  als  Poldistanz,  und  conBiruiren  damit  das  Seilpolygon 
Taf.  16s,  dessen  Seiten  zwiachen  den  Verticallinien  der  A«  mit  den 
Seiten  dee  Kräft«polygonB  Taf.  I63  parallel  laufen.  Ganz  den  Er- 
gebnissen von  Taf.  I63  entsprechend,  giebt  dieses  Polygon  die 
folgenden  Resultate:  zwei  aufeinanderfolgende  Polygonseiten 
schneiden  auf  den  Verticalen  durch  die  Bogenendeti  die  Produkte 

X —  und  ic' -T--ab,  sieheTaf.  16.J  bei  derAhscissejJ/ 

■    a!a  o  s'"  Wo  ff  y " 

ist  die  Ordinate  des  Polygons  bezttglicb  derScblusslinie,  siebe  die 

Fig.,  gleich : 


dem  durch  xa  a  dividirten  Faktor  ron  A  P  in  der  Gleichung  — €A 
S.  579 ;  die  äuBBcrsten  Polygonseiten  schneiden  sich  laut  S.  409 
auf  der  Verticalen  des  Antipols  der  Parallelen  zur  y  Axe  durch  das 
Bogenende,  wie  es  in  der  Figur  augedeutet  ist. 

Ein  Halbkreis,  den  wir,  siehe  die  Figur,  aber  der  EntfemoDg 
des  Antipoles  ron  seiner  Antipolareo  beschreiben ,  schneidet  d*- 
her  auf  der  Verticallinie  durch  a  die  halbe  Entfernung  der  Te^ 
ticalen  Tangente  an  die  Elasticitätsellipse  ab.  Im  Torliegenden 
Fall  ist,  weil  der  Bogen  symmetrisch  vorausgesetzt  wurde,  dieee 
Entfernung  die  grosBe  Aze  der  EUipBC  selbst. 


Eräftepolygon ,  den  Schnitt  der  äussersten  Polygonseiten  mit  der 
Poldistanz  yv  als  Pol,  und  constniiren  mittelet  desselben  dasPoly- 
goD  Taf.  16g,  indem  die  Polygonseiten  zwischen  den  Verticallinien 
senkrecht  auf  die  entsprechenden  Strahlen  von  Taf.  16(  gezogen 
werden.  Zwei  aufeinanderfolgende  Polygonseiten  schneiden  auf  den 
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Verticalen  durch  die  Boeenendeu  die  Produkte  x  -S—  .  

und  x  -^   .  — — -  ab  und  eine  Ordinate  desPoIyirons  ist  eleicb: 
y,        az"' 

1      T-'*^  £^X  '  Aar  1 

dem  durch  y<,  a  dividirteu  Faktor  von  A  P  m  der  Gleichung  der  IS  k 
S.  579 ;  die  äussersten  Polygonseiten  schneiden  sich  laut  Mr.  409 
auf  der  Verticalen  durch  den  Antipol  der  Parallelen  zur  x  Axe 
durch  das  Bogenende. 

Upi  diesen  Antipol  Doch  vollends  zu  beslimnien,  betrachten 

wir  die  Linie  der  -^^ —  Taf.  16*  als  Kräftepolygon,  den  Schnitt 

der  beiden  äuaeereten  Polygonseiteii  als  Pol ,  und  construiren  auf 
diese  Weise  mit  der  PoldiBtaoz  ^a  das  Seilpolygon  Taf.  lö^,  dessen 
Eckpunkte  auf  der  Horizontallioie  durch  die  entsprechenden  A< 
und  Eckpunkte  von  Taf.  1G^  liegen.  Die  äussersten  Fotygonaeiten 
schneiden  sich  auf  der  Horizontalen  durch  den  Antipol  der  m  Axe, 
und  dieser  ist  demnach  jetzt  vollständig  bestimmt.  Ein  Kreis- 
bogen Ober  der  Entfernung  des  Antipots  von  der  AbscisseBaze 
schneidet  auf  der  Senkrechten  von  a  die  halbe  Distanz  der  beiden 
zur  .r  Aze  parallelen  Tangenten  ab.  Die  Verbindungslinie  dieses 
Antipols  mit  dem  Punkte  <r  ist  ein  der  x  Axe  conjugirter  Durch- 
messer, and  schneidet  also  auf  den  ehen  erwähnten  Paralleltan- 
genteo  die  Berührungspunkte  aus,  und  es  kann  jetzt  die  Central- 
ellipse  nach  Nr.  100  ergänzt  und  gezeichnet  werden. 

Der  Vollständigkeit  wegen  haben  wir  hier  gezeigt  wie  die 
Elasticitätsellipse,  die  einen  mehr  demonstrativen  Nutzen  hat,  con- 
atruirt  werden  kann,  zur  Herstellung  eines  Kräfteplanes  braucht 
man  bei  symmetrischen  Bogen  jedoch  nur  diejenigen  5,  nicht  6, 
Polygone  zu  zeichnen,  welche  zur  Construction  der  u'a,  u„  Uy, 
des  Schwerpunkts  und  der  Antipole  notbwendig  sind.  Sind  diese 
ermittelt,  so  erhält  man  durch  SubsUtutioD  die  Gcleichungen : 
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Soll  Ä^  diejenige  Widerlagerreaction  sein,  welche  alle  von 
A  P  herrtlhreDdei)  Formänderungen  wieder  aufbebt,  so  mflssea  die 
linken  Seiten  der  obig^en  Gleichungen  gleich  0  gesetzt  werden 
und  man  hat : 

ito  Uj,  Ug  AP 

u'a  u'x  a',  AA  ' 

Da  also  u^Uj-Uy,  die  senkrechten  Abstände  der Bichtungslioie 
Ä^  voQ  dem  Scbwerpunktffund  den  bekannten  Antipolen,  «'«u'ia, 
proportional  sein  sollen ,  so  kann  diese  Ricbtungslinie  leicht  con- 
struirt  werden.  Die  fUr  die  Lamellengrenze  4  5  Taf.  16]  a  beson- 
ders markirten  t/«  t^^  Uy  wurden  Taf.  16]  auf  drei  Parallellinien 
durch  die  Schwerpunkte  und  Antipole  aufgetragen,  die  Verbin- 
dungslinien  der  Endpunkte  dieser  drei  Linien  schneiden  dann  aaf 
den  Verlängerungen  der  Seiten  des  durch  den  Schwerpunkt  und 
die  Antipole  gebildeten  Dreiecks,  Punkte  der  gesuchten  Ricbtungs- 
linie aus.  Wir  ziehen  die  Linie  und  erhalten  dadurch  die  u^u^Vy-, 
im  Winkel,  den  ua  und  u«  mit  einander  bilden,  wurde  Taf.  16i  mit 
der  Länge  A  P  die  Reaction  A  A  construirt. 

In  gleicher  Weise  erhält  mau  die  Richtungslinien  der  AAf^i 
alle  übrigen  AP;  Taf.  16,  wurde  der  Schnitt  mit  der  Verticalen 
links  augegeben,  und  die  Strecken  zwischen  dem  Torausgehenden 
und  folgenden  aA  ausgezogen,  der  InhegriET  dieser  Strecken  giebt 
die  eingezeichnete  Umbüllungscurve,  eine  Art  flache  Ellipse.  Daw 
die  Curve  die  Verticale  rechts  bertthre  gebt  daraus  hervor,  das« 
die  beiderseitigen  Verticallinien  durch  die  Stützpunkte  als  Ricb- 
tungslinien  von  AP  und  aA,  sich  gegenseitig  entsprechen.  In 
der  That  verhalten  sich,  wenn  A/>  durch  den  linkseitigen  Stutz- 
punkt geht,  die  unendlich  kleinen  üa  Ux  »'$>  wie  die  Abschnitte 
der  ersten  Seilpolygonseiten  und  der  Scblusslinie  aaf  der  Ver- 
ticalen des  rechtseitigen  Stutzpunktes.  Wegen  des  Parallelisraua 
der  ttussersten  Polygonaeiten  hat  man  demnach,  eiehe  Taf.  16j: 

«„  :  u«  :  Hj,  =  DM-  :  D  M-  :  Or  ^  D  M  :  DU  :  D  Y. 

Diese  trimetriachen  Coordinaten  sind  gleich  für  die  Eckpunkte 
a  und  X  Taf.  16, ,  und  verhalten  eich  zu  der  Ordinate  von  Y  wie 
die  Abstände  dieser  Punkte  von  der  Verticalen  durch  den  rechl- 
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seilen  Stutzpunkt,  diese  Verticale  ist  also  die  gesuchte  Richtangs- 
linie.  Den  BerUhruDgapunkt  der  Umhfillungscurve  auf  ihr  können 
wir  nicht  direct  ermitteln ;  approxiioatiT  dadurch,  dass  wir  die  ^  P 
den  Widerlagern  möglichst  nähern. 

Die  auf  diese  Weise  in  Richtung  und  Grösse  bestimmten  ^^ 
bilden  nicht  die  ganze  Wtderlagerreactioii ,  sondeni  man  muss  die 
verticalen  Reactionen  von  A  P  durch  die  Stutzpunkte  zu  den  auf 
beiden  Seiten  wirkenden  A  A  addiren.  Es  geschah  dies  für  die 
A  ^f  5  .  ,  und  SD  erhielt  man  die  eigentliche  ron  A  P  herrUbreode 
Widerlagerreactioa  A  A.  Man  kann  diese  auch  direct  erhalten,  in- 
dem die  trimetriscben  Coordinaten  derselben  den  Grössen  ua  u^  tTj, 
Taf.  ISjso  proportional  sind.    Die  erste  der  Gleichungen  S.  57if 

ßi  i        l 

kann  nämlich  dadurch,  dass  man  die  erste  2  gleich  2  —  2  setet, 

o  ßl 

auf  die  folgende  Form  gebracht  werden : 

-®i-=./rApL-^4 — Ai'ic^-^O-^  +  u.A^. 

Wir  bemerken,  dass : 

2  X    -r—  — ■  X«, 


ist;  das  eratere  gebt  aus  der  Entstehung  von  xa  hervor,  und  um 
die  Richtigkeit  der  zweiten  Gleichung  zu  zeigen,  wurde  die  Be- 
deutung T-  '"  "" 

Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  <f  =>  0,  substituirl  in  die- 
selbe die  Werthe  von  xa  und  »o ,  und  nimmt  man  endlich  mit  den 

zwei  folgenden  Gleichungen und dieselben  Ver- 
wandlungen vor,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

0  =  Av/?  A  P—  vvi'f, 1-  Uff  A^, 
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0  =  w.,fi'  AP 


0  — j;,// aP- 

worin  1'  ein  für  jedes  ß  uod  /  zu  beBtimmender  Factor  ist 
A-o  ^if  Xj,  und  Utf  Uj  Uy  sind  die  Perpendikel  von  den  Punkten  a  X 
und  Y  auf  die  KicbtuDgelinieo  der  verticalen  WiderlagerreactioD 
^  aP  und  die  Kraft  Aji;  die  Gleicbungeo  können  daber  als  da« 
Resultat  der  Substitution  der  Coordinaten  dieser  drei  Punkte  io 
die  Normalgleich uug  der  Kräfte ß'  AP,  AA  und  ihrer  Mittelkraft 

betrachtet  werden :  demnach  ist die  Hittelkraft  dersetben, 

V 

va"avu",f  und  vii"g  die  Perpendikel  von  den  dreiPunkten  ü  XY 
auf  dieselbe,  man  erhält  daber  die  Ricbtungslinie  der  totaleo 
WiderlagerreactioD,  indem  man  sie  mittelst  der  trimetrischen 
Coordinaten  W'a  ^'x  und  u"j,  bestimmt 

Ä^'ist  demnach  das  mit  ii"om"i«",  construirte  aA.  Ver- 
steht man  unter  AA,  ß'  aA'  die  ganze  Mormalform  dieser  Kräfte, 
so  wird  aus  der  Gleichung: 

aA  •=  —  ß-AP  ■{■  AA\ 
folgen : 

AA'  =  AA-\-ß'  AP; 
d.  b.  AA'  ist  die  totale  Widerlagerreaction  inclusive  ß"  AP,  die 
wir  zu  coDStruiren  suchten. 

Praktisch  ist  diese  Bestimmung  allein  zu  rerwenden,  man 
ermittelt  diese  Richtungen  für  zwei  zu  1  sich  ergänzenden  ß,  «e 
mOssea  sich  auf  A  P  schneiden  und  in  diesen  Schnitt  zerlegt  man 
dieses  direct  nach  den  zwei  gefundenen  Richtungen ,  ohne  vorher 
A  A  bestimmt  zu  bähen. 

Diese  viel  ktlrzere  Construction  ist  leider  nur  anwendbar 
wenn  aA  sich  frei  nach  aP  gestalten,  also  den  drei  Gleichungen 
gentigen  kann  und  ui  gar  keine  Bedingungen,  z.  B.  durch  be- 
stimmte  Punkte  zu  gehen,  geknUpft  ist.  Sobald  aA  gewissen 
Bedingungen  zu  genügen  hat,  z.B.  durch  bestimmte  Punkte  gehen 
muBH,  wie  ea  in  der  Praxis  meistens  der  Fall  ist,  so  ist  diese  Con- 
struction nicht  mehr  zu  gebrauchen  und  deshalb  muaste  zueret  die 
allgemeine  Methode  entwickelt  werden. 
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Wenn  man  in  den  Fall  kommt  den  Kräfteplan  eines  Bogens 
zeichnen  za  mflsseit ,  so  fttbrt  man  ihn  nicht  fHr  den  ganzen ,  eon- 
dern  nur  für  den  halben  Bogen  aua,  um  diese  Hälfte  in  doppelten 
Maasastab  zeichnen  zu  können.  Da  femer  die  ersten  und  letzten 
Polygoaseiteo  alle  mit  einander  parallel  laufen ,  so  wird  man  bei 
dem  Zeichnen  der  Polygone  Taf.  16j(s<  von  einem  und  demsel- 
ben Streifen  in  der  Tafelecke  links  unten,  und  bei  dem  Zeichnen 
von  Taf.  I64,  von  der  Verticalen  im  Scheitel  desBogens  auBgeben. 
Hier  schneiden  die  äusseraten  Seiten  der  letzten  zwei  Polygone 
Taf.  16(7  ''  und  Xdirect  auf  derBogenmitteab.  Die  symmetrischen 
Polygone  Taf.  16]  g  zeichneu  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  Taf,  16«  1, 
um  aber  die  UDBymmetrischen  umgeklappten  und  punktirten  Hälften 
des  Polygons  Taf.  16a  direct  in  dieser  Lage  zeichnen  zu  können, 
ist  es  nothwendig,  auch  den  obern  Theil  des  Eräftepolygons* 
Taf.  16(  mit  dem  es  gezeichnet  wurde,  also  die  Segmente  7,8,9,10 
der  Verticalen  links  ebenfalls  herunter  zu  klappen.  Dies  kann 
auf  die  folgende  Weise  geschehen.  Die  Folygonseite  23  wird 
links  bis  zur  Verticalen,  wo  sie  den  Punkt  23  auBschaeidet,  und 
rechts  bis  zur  Bogenmitte  verlängert  und  dann  die  Distanz  d  ihres 
Schnittes  unter  dem  Pol  xo  zweimal  Aber  2  3  aufgetragen,  was  mit 
der  punktirten  Strecke  angedeutet  ist,  um  den  umgeklappten 
Punkt  89  zu  erhalten.  Denn  wird  der  zu  23  symmetrische  Strahl 
89  um  :ra  umgeklappt,  ao  wird  er  nach  der  Umklappung  mit  23 
parallel  laufen  und  um  2  d  über  2  3  liegen. 

Soll  der  Bogen  in  möglichst  grossem  Maasastab  gezeichnet 
werden  and  fällt  in  Folge  dessen  KTaf.  I61  Über  das  Blatt  hinaus, 
so  können  alle  Reactionen  bei  symmetrischen  Bogen  auch  mit  dem 
Antipol  Y  der  rechtseitigen  Reaction  gezeichnet  werden.  In 
diesem  Fall  wird  das  von  rechts  aus  conatruirte  A  fi  fUr  ^  »»  0,4 
(von  linke  0,6)  genau  aymmetriach  liegen  mit  A.^  fUr  0,4,  die 
trimetrischen  Coordinaten  fUr  dieses  A  B  werden  aber  für  den  Funda- 
mentalpunkt  Y  des  Bogena  gleich  (u^ )  und  (u"^)  sein,  and  wegen  der 
Symmetrie  werden  dies  auch  die  Abstände  dieses  Fundamental- 
punktes von  der  symmetrischen  Seite  4  5  sein.  Die  Abatäude  u« 
und  «,  ändern  sich  natUrlieh  nicht.  Bei  symmetrischen  Bogen 
kann  man  also  alle  Operationen  auf  dem  halben  Blatt  ausfuhren; 
hat  man  aber  den  Punkt  Y  noch  auf  dem  Blatt,  so  erhält  man  eine 
viel  genauere  Bestimmung  der  Reaction  A  ^4,  denn  der  aaf  X  Y 
bestimmte  Punkt  liegt  weit  weg  von  denPunkten  auf  a  Y,  <sX  und 
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X  Y,  Bo  daas  er  zur  RicbtuD^beBÜininung  sehr  ntttzlicb  ist  Unler 
allen  Verhältnisaen  aber  bieten  die  VerbältnisBe: 

2  tt'tf  —  uy  +  (Ky)  und  2  u"„  —  V'y  +  (a"j,), 
eine    werthrolle    Controle    Mr    die    richtig   auegefahrte  Zeich- 
nung dar. 

I  Diese  Beziehungen  zwischen  den  verBcbiedenen  u  ergeten 
sieb  auch  durch  directe  Addition  der  treffenden  Formeln.  Da 
nämlich  wegen  der  Symmetrie : 


z'" 

t 

•    '',:,undiw- 

Ax 

ßl 

Sxx 

ist,  80 

erhält  man  wegen  x  -^  x  — 

%x„ 

u'j 

,+(«■,) 

=  /? 

3      X«          az'"     '       ßi     Xa 

+  ^V 

^•^+4 

XX 

xa 

Ax 
ffs'" 

=  ./i 

^^+^ 

i 
ßSx 

.     Ax 

ISS"'    ' 

=  2«« 

FUr(w 

",)  liest 

man; 

aus  der  Figur: 

(«"y)  = 

I" 

-^) 

X           Ax 
xa      '    a  z'" 

t 
ßl 

x-ßt) 

hinzu  addirt: 

«", 

=  S(x~flt) 
ai 

X 

Xu 

Ax 
■    az" 

giebt: 


139.   SchnitÜinie  und  Umhftllaiigsciirve  der  Kräfte. 

So  wie  wir  jetzt  die  eine  der  beiden  WidertagerreactioneD  aJ' 
ermittelt  haben,  kann  fiucb  die  andere  <:^^"  eonsbnirt  werden; 
beide  mUssen  sich  natürlich  auf  der  Richtungslinie  tou  A  P  schnei- 
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den.  Auf  Taf.  16  wurde  der  Bogen  ajmmetriseb  angeDommeB,  in 
Folge  deesen  sind  die  A^' und  A^"  ebenfalls  symmetriseb  fttr 
gleich  weit  von  den  Enden  der  Bogen  abstehende  A  P,  die  Be- 
dingung des  Schnittes  der  drei  Kräfte  in  einem  Punkt  wird  da- 
her erfttllt,  weno  die  Verbindungslinie  der  Schnitte  aller  A  j4'  mit 
den  entsprechenden  A  P  ebenfalls  symmetrisch  bezUglioh  der 
Bogenaxe  ist  Diese  Sehnittlinie  der  Kräfte  bildet  innerhalb 
des  Blattes  eine  sanft  gekrflmmte  Curre  Über  dem  Bogen ;  wird 
sie  aber  verlängert,  so  hat  sie  im  nnendlich  feraen  Punkt  der  Ver- 
ticallinie  einen  Doppelpunkt,  dessen  Asymptoten  weit  aussen  zu 
beiden  Seiten  des  Bogens  liegen,  ein  weiterer  Punkt  im  Unend- 
lichen liegt  in  den.Horizoutallinien;  wir  scblieasen  das  daraus 
dass ,  wie  wir  später  bei  analytischer  Behandlung  sehen  werden, 

die  Schnittlinie  bei  constantem  «3 in  einer  Curve    dritter 

A> 

Ordnung  mit  Doppelpunkt  im  nnendlich  fernen  Piinkt  der  Verli- 
calen  übergeht,  und  durch  endliche  Aenderung  der  Querschnitte 
wohl  die  Lage,  nicht  aber  die  Richtung  der  Asymptoten  rerftndert 
werden  kann. 

Zieht  man  die  Richtung  jedes  Aj4'  zwischen  jedem  voraus- 
gehenden und  folgenden  Av4'  aus,  siehe  Taf.  16|,  so  erhält  man 
die  Umhttllungeearre  aller  A./^'.    Schliessend  aus  der  Analogie 

Aar 
fUr  constantes  c  3  ~- —  können  wir  behaupten ,  die  Curve  habe 

ebenfalls  einen  unendlich  fernen  Doppelpunkt  in  der  Verticallinie, 
und  dann  noch  zwei  unendlich  ferne  Punkte  und  einen  weitem 
Doppelpunkt.  Bei  symmetrischen  Bogen  zerßlllt  die  Curre  in  zwei 

symmetrische  Aeste;  in  zwei  Hyperbeln  bei  constantem  «3  — - — . 

Dnrch  die  Schnitt-  und  die  UmbfilluDgBlinie  der  Kräfte  ist  die 
Widerlagerreaction  fUr  alle  AP  gegeben.  Aus  dem  Schnittpunkt 
irgend  eines  AP  mit  der  Schnittlinie  zieht  man  zwei  Tangenten  an 
die  UmhttlluDgscurre,  Bie  sind  dicRichtungslinien  der  Reactionen, 
und  die  directe  Zerlegung  von  A  P  oaeh  diesen  Richtungen  giebt 
wie  es  Taf.  16|  ausgeführt  ist,  Grösse  der  Reactionen,  ohne  dass 
es  nothwendig  wäre,  tHr  ihre  Ermittlung  auf  die  Gleichungen 
zwischen  u  «'  und  A  P  zurückzugreifen. 

Mittelst  dieser  beiden  Curren  läset  sich  auch  die  ungünstigste 
Belastung  fOr  den  elastischen  Bogen,  d.  h.  diejenige  Belastung 
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ennittelD ,  welche  das  Moment  in  Bezug  auf  gewisse  Punkte  zam 
Maximum  machen.  Die  Punkte  sind  die  Knotenpunkte  bei  ver- 
steiften Bogen ,  die  bücbsten  und  tiefsten  Punkte  des  Kemea  bei 
vollem  Bogen.  Taf.  16t  haben  wir  hei  der  Lamelle  6  einenSchuitt 
durch  die  Construction  gefQbrt  und  es  sei  C  der  Punkt,  in  Bezug 
auf  welchen  dieMomente  der  ron  der  Belastung  im  Schnitt  erzeug- 
ten Eräfte  ein  Maumum  sein  mUsseu,  damit  ein  geschnittener 
Cunstructionatheil  am  ungünstigsten  in  Angriff  genommen  sei. 
Die  durob  C  gebenden  Tangenten  an  die  Umbtlllungscurve  treffen 
die  Kräftescbnittlinie  in  E  und  F.  Ein  aP  vor  E  eraeogt  im 
Schnitt  ein  unter  C  liegendes  aA"  ,  das  demnach  negativ  um 
diesen  Punkt  dreht  Dabei  denken  wir  uns  den  Bogentheil  links 
vom  Schnitt  entfernt,  so  dasa  sowohl  die  A^'  als  auch  die  i:^A" 
nach  rechts  gegen  den  Schnitt  drücken.  Ein  aP  zwischen  E  nnd 
dem  Schnitt,  erzeugt  in  diesem  ein  AA",  das  über  C  liegt  und 
demnach  positiv  um  C  dreht  Ein  A  P  zwischen  dem  Schnitt  und 
F  erzeugt  in  demselben  ein  A^",  das  eben&IIs  Über  C  liegt  und 
positiv  um  diesen  Punkt  dreht.  Endlich  erzeugt  ein  A  P  zwischen 
F  und  dem  rechten  Widerlager  im  Schnitt  ein  AA,  das  unter  C 
liegt  und  demnach  negativ  um  diesen  Punkt  dreht  Hieraus  geht 
hervor,  dass  die  A  P  zwischen  E  und  F  negativ,  die  ausserhalb 
positiv  um  C  herumdl-eben :  die  Mittelstrecke  wird  daher  immer 
in  entgegengesetzter  Weise  als  wie  die  beiden  äussern  Strecken 
belastet  sein  mtlssen,  damit  der  geschnittene  Constructionstheil, 
dessen  Inanspruchnahme  vom  Moment  in  Bezug  auf  C  abhängt 
am  stärksten  belastet  sei. 

Ist  auf  diese  von  Herrn  Prof.  Winkler  herrührende  Weise  die  un- 
günstigste BelaBtung  bestimmt  so  hat  man  noch,  nm  die  totale  Wider- 
lagerreaction  zu  erhalten,  die  von  den  einzelnen  a  P  berrObrenden 
A^'  zusammenzusetzen.  Um  diese  Zusammensetzung  zu  erleich- 
tern, wurden  Taf.  16i  die  sämmtlichen  von  gleich  grossen  Ai>  her- 
rührenden A^'  und  £i.A"  mittelst  eines  Kräfte-  und  eines  Seilpoly- 
gons  zusammengesetzt,  die  keiner  weitern  Erläuterung  bedürf«). 
Diese  Polygone  geben  nun  unmittelbar  die  von  einer  beliebigen  An- 
zahl aufeinanderfolgenden  ti.P  herrührende Keaction.  InderPraxis 
wird  man  nie  mehr  als  wie  zwei  Gruppen  solcher  A^  oder  aA" 
zu  einer  totalen  Widerlagerraaction  zusammenzusetzen  faaben. 
Diese  totale  Beaction  zusammengesetzt  mit  den  a  P  zwischen  ihr 
und  dem  in  Frage  stehenden  Schnitt  geben  schliesslich  die  ansser- 
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halb  eines  Sohnittea  wirkende,  und  auf  die  verschiedeneD  Con- 
structiouBtbeile  zu  vertheileode  Kraft,  womit  dann  der  Zweck  des 
KiSfteplanes  erreicbt  ist. 

Runs  wollen  wir  oocb  der  ecbeerendeu  und  pressenden  Krtlfte 
und  der  Ausdebnang  durch  die  Wanne  erwähnen.  Will  man 
diese  Kräfte  und  Verhältnisse  berücksichtigen,  so  wird  es  am  ein- 
fachsten sein,  nach  Nr.  134  S.  ^67  die  parallele  Verschiebung  des 
Endquerschnittea ,  welche  sie  vemraachten,  zu  construiren  und 
durch  ein  besonderes  A  A,  das  den  tibrigen  beizufügen  ist,  wieder 
aufzuheben.  Setzt  man  statt  S  wiederdessen  ursprBoglicben  Werth 
e  ab  e,iü  wird  man  die  folgenden  Ausdrucke  zu  constmireD  haben : 

»ab  e  —  =  u„  A  v^  =  0, 
b  k 


Auf  zwei  Parallelea  durch  die  Antipole  X  und  Y  mOgen  die 

^  Ha 
Längen  A  und  —  — —  aufgetragen  werden.  Der  Schnitt  ibrer  Ver- 
bindungslinie mit  der  Linie  X  Y  gieht  einen  Punkt  von  A  A,  der, 
wegen  u„  <=  U,  mit  9  verbunden  die  Ricbtungslinie  dieser  Kraft 
giebt,  auf  der  dann  »^  und  Ug  direct  abgegriffen  werden  kann.  In- 
dem man  nun  nach  Fig.  22  S.  18  zwei  Winkel  mit  den  Sinus- 

verbältniasen  —  und  oder  —  und  —  aufträgt,  kann  man 

e  ab  zweimal  reduciren  und  auf  diese  Weise  A  A  erhalten,    a  u^ 
and  <r  u,  werden  im  Winkel,  den  /  mit  m  bildet,  construirt. 

Bei  dieeeaReductionenmuss  natürlich  darauf  geachtet  werden, 
daas  die  A  und  k  um  so  viele  Male  vei^Sssert  werden,  als  wie 
a  ab  nach  Nr.  135  S.  568  verkleinert  worden  ist. 

140.  Bogen  mit  Widerlagerreactionen  dnreh  feste  Punkte. 

In  den  vorigen  Nummern  hatten  wir  vorausgeaetzt,  dass  die 
A  A  beliebige  Richtungen  annehmen  können  und  dass  die  Bogen 
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hiolfiDgliche  Dimensionen  erhalten,  nm  diesen  A  A  widersteheD 
zu  können;  so  ist  es  bei  unversteiften  Bogen  mit  feetem  Auflager. 
Häufig  aber  kommt  es  vor,  dass  die  A  A  durcb  feste  gegebene 
Punkte  gehen  mfissen,  z.B.  bei  Tersteiften  Bogen  darch  den  ersten 
Knotenpunkt,  bei  Bogen  mit  beweglichem  Auflager  durch  den 
Mittelpunkt  dieses  u.  s.  w.  In  den  meisten  Fällen  der.Praxis  und 
solche  Bogen  symmetrisch  construirt;  das  A  A  muss  dann  durch 
beide  Auflager  gehen,  denn  gesetzt  den  Fall,  es  ginge  niehtdnrch  deo 
einen  oder  durch  den  andern  Stutzpunkt,  so  wUrde  es  Drehung  um 
denselben  verursachen,  während  Torausgesetzt  wird,  er  kCnoe 
einer  solchen  nicht  widerstehen.  Wir  dflrfen  also  für  solcbeBogen 
A  A  horizontal  annehmen. 

Dagegen  greift  das  A  A  häufig  nicht  in  der  tbeoreäschen 
Bogenaxe  an ;  bei  einem  versteiften  Bogen  z.  B.  liegt  die  Axe  iio 
Schwerpunkte  der  Querschnittsfiäche  des  Bogens  und  obem  hori- 
zontalen Streckbaumes,  also  mehr  oder  weniger  hoch  Ober  dem 
eigentlichen  materiellen  Bogen.  Wie  aber  auch  die  Bogeoformen 
sein  mOgeu ,  im  vorliegenden  Falle  werden  die  «„,  u.  und  u^  von 
vom  herein  gegeben  und  ftlr  alle  A  A  conetant  sein.  Durch  Varia- 
tion von  A  A  kfinnen  wir  daher  nicht  mehr  den  drei  Gleichungen 
von  Nr.  138  S.  579,  sondern  nur  einer  derselben  genttgen.  Dem 
Nr.  137  S.  577  Entwickelten  entsprechend,  machen  wir  A  =>  0, 
indem  wir  die  2.  Gleichung  befriedigen,  also  setzen : 

0  =  u',  A  P  +  u,A^. 

Da  die  u,  constant  sind,  so  gelangt  man  am  leichtesten  zu  den 
Richtungslinien  von  A  A  und  A  A",  indem  man  fUr  A  P  die  Länge 
«,  annimmt,  dann  wird  A  A  ^^  —  u'^.  Tnlgt  man  dieses  u',  vom 
festen  Stutzpunkt  des  Widerlagers  aus  auf  die  Horizontale  und  fUgt 
die  Verticale  ß"  A  P  ='  ffu^,  construirt  wie  auf  Taf.  Iti,,  hinzu,  so 
erhält  man  A  A,  welches  A  P  auf  der  Krfifteschnittlioie  schneidet 

An  die  Stelle  der  UmhUUungscurve  treten  die  beiden  Angriffs- 
punkte von  A  A,  die  Eräfteschnittlinie  und  diese  beiden  Punkte 
werden  jetzt  benutzt,  am  alle  weitem  Construetionen  wie  in  der 
vorigen  Nummer  auszuführen;  auch  das  A  A,  welches  zur  Auf- 
hebung der  durch  die  Temperaturänderungen,  dann  durch  die 
Bcheerenden  und  pressenden  Kräfte  hervorgebrachten  Formände' 
rungen  dient,  wird  genau  in  der  gleichen  Weise  ermittelt. 

Wollte  man  auch  bestimmen ,  um  wie  viel  die  Bogenenden 
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sich  gedreht  haben ,  so  wäre  die  umgekehrte  Aufgabe  zu  lösen ; 
jedes,  ans  der  obigen  Gleichung  ermittelte  A  A  wäre  in  die  beiden 
Gleichungen : 


zu  gubstitniren  und  daraus  9  und  k  zu  suchen,    k  muss  haupt- 


eine, und  -r-  der  ist,  um  den  sieb  das  andere  Widerlager  gedreht 

bat.     Nun  ist  aber  in  den  meisten  Fällen  x^  =  -^  L 
Man  erhält  daher  unmittelbar: 

e  ab    S  =  {u„  Ä  P  +  «^  A  ^)  — » 

-  ,  ab  ~ (»V  A  P  +  .^  A  ^  ^- 

Nachdem  man  —  im  Winkel  —  (Taf.  16))  constmirt  hat, 
redacirt  man  die  oberen  Momentenflächen  auf  diesen  Hebelsarm 
— ,  die  unteren  auf  den  doppelten  Hebelsarm,  und  erhält  dann 
unmittelbardiegesuchten  Winkel  in  Bogenlängen  TomRadins  eab. 

141.  Dracklinie  eines  elastischen  Bogens. 

Hat  man  die  ti.A  und  ^A"  fUr  alle  Belastungen  eines  Bogens 
summirt,  so  kann  man  sie  zu  der  totalen  Widerlagerreaction  A 
und  ^'  zusammensetzen  und  mittelst  derselben  die  Drucklinie  der 
am  Bogen  wirkenden  Kräfte  zeichnen ,  wie  es  das  Seil  -  und  das 
Kräftepolygon  (Fig.  201  und  202]  zeigen.  Die  so  fUr  einen  be- 
stimmten elastischen  Bogen  eingezeichnete  Drucklinie  steht  in 
einer  eigenthUmlichen  Beziehung  zur  Axe   desselben.     Wir   ge- 
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langen  am  leicfateeten  zu  dieseD  Beziehungen,  indem  wir  gleich- 
zeitig zeigen,  wie  mit  Umgehung  der  Summation  aller  A  A  und 
Ä  A'  das  totale  A  und  A'  ftlr  eine  beliebige,  bestimmte  Belastung 
construirt  werdeo  kann. 

Wir  yerbindea  die  an  einem  Bogen  wirkenden  Belastungen 
A  P  durch  eine  beliebige  Drucklinie,  für  die  die  Widerlager- 
reaction  so  angenommen  wurde,  dass  sie  sich  der  Axe  des  Bogens 

Flg.  SOI. 


Fig.  903. 

möglicbst  anscbliesst.  Istdanndie  in  einer Polygooseite  wirkende 
Kraft,  die  bei  einem  Schnitt  durch  ein  Bogenelemeot  A  s  ebenfalls 
geschnitten  wird  =  T,  so  ist  das  Moment  in  Bezug  auf  die  Mitte 
des  Bogenelementes  gleich  f  T,  wenn  mit  p  der  Perpendikel  Ton 
der  Mitte  A  <  auf  die  Seilpolygonseite  T  bezeichnet  wird.  Zieht 
man  nun  h  (Fig.  201)  vertical,  d.  b.  parallel  zur  Richtung  der  A  P. 
und  H  (Fig.  202)  senkrecht  darauf,  d.  b.  horizontal,  so  sind  die 
Dreiecke  p  k  und  P B  ähnlich,  weil  der  Winkel  Th  (Fig.  202) 
gleich  dem  Winkel  T  AP  (Fig.  202)  ist  nnd  beide  Dreiecke  ausser- 
dem noch  rechtwinkelig  sind. 

£s  ist  also  das  Moment  der  ausserhalb  A«  wirkenden  Kräfte 
gleich: 

Wir  eubstituiren  nun  dieses  ^  in  die  allgemeinen  Fonnelo,  in 


denen  wir  uns  noch  «  3  wie  früher  durch  Q 


...  As 
'     A^r 


gegeben  und 
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den  Bogen  durch  eine  Kräfte  in  seine  ureprUngüche  Lage  zurück- 
geführt denkeB;  dann  erbalten  wir  durch  Division  derGleichuDgen 
mit  a  H,  y^a  H  und  x^a  H: 

<i  k  X         h  Ci.  X      .      A 


— ^  istdie,  im  Allgemeinen  auf  eine  variableBa8iB<r«"',redueirte 

Momentenfläche  der  Fig.  201  innerhalb  einer  Lamelle.  Trügt  man 
alte  ao  erhaltenen,  die  Flächen  von  Lamellen  darstellenden  Linien 

als  Kräftepolygon  auf,  so  ist  die  Länge  dieses  Polygons  «'„  =  ^  —nr 
und  Ug  proportional.  Gonstruirt  man  mit  diesem  und  der  Pol- 
distanz jr,  ein  Seilpolygon,  dessen  Reiten  auf  den  Horizontalen 
durch  As  liegen,  so  schneiden  die  äussersten  Seiten  dieses  Polygons 
auf  der  Horizontalen  des  Endpunktes  ein  Segment  n'^.  =«  i  — .  -■  ■■■,„- 

aus,  das  dem  Moment  dieser  Flächen  in  Bezug  auf  diese  Linie 
und  Uz  proportional  ist. 

Ebenso  schneidet  ein  mit  der  Poldistanz  x^  construirtes  Seil- 
polygon, dessen  Ecken  auf  der  Verticalen  durch  As  liegen,  auf  der 
Verticalen  durch  den  Endpunkt  ein  Segment  m'j,  '=^  —  . ^ 

aus,  das  dem  Moment  derselben  Flächen  in  Bezug  auf  die  Verticale 
des  Endpunktes  und  Ug  proportional  ist.  Mittelst  dieser  u'„,  u', 
und  üx  kSnnen  nun  gerade  so,  wie  es  in  Nr.  138  S.  584  gezeigt 
worden  ist,  die Ricbtungsliuie  und  Grösse  von  ^bestimmt  werden, 
durch  das  die  angenommene  Widerlagerreaction  modiiicirt  wird. 
iBt  diese  Reaction  richtig  angenommen  worden,  so  werden  die  drei 
Summen   u'„  ü^  «V  ^^^  '^'^^  'bo*  -^  gleich  0. 

Sind  zudem  die  s'"  constant,  so  kann  man  auch  den  Factor 
—  -.T.  weglassen,  und  die  erste  der  Summen  wird,  weil  die  Seil- 
polygonseiten  sich  in  Verticallinien  Über  den  entsprechenden  A  sn 
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schneiden,  mathematisch  genau  gleich  dem  Inhalt  der  FlSchea 
zwischen  der  Dnicklinie  und  dem  Bogen;  die  erste  der  Gleichungen 
eagt  also ,  dass  die  Inhalte  dieser  Flächen  aber  und  nnter  dem 
Bogen  gleich  gross  sind.  In  der  Figur  wurden  die  Flächen,  inoer- 
halb  der  die  ausserhalb  wirkenden  Kräfte  positiv  um  die  Bogenaie 
drehen,  schraffirt,  die  negativen  Momentenflächen  punktirl  x  und 
y  sind  die  Coordinaten  der  Bogenelemente  in  Bezug  auf  Aien 
durch  den  Endpunkt;  verschiebt  man  daher  die  Flächenelemente 
in  den  Verticallinien  so ,  dass  ihre  Mitten  in  die  Bogenaxe  fallen, 
so  mltssen  auch  die  Momente  dieser  Flächen  gleich  0  sein. 

Da  nun  die  Flächensumme  selbst  gleich  0  ist,  ihr  Gewicht 
sich  demnach  auf  ein  unendlich  fernes  reducirt  und  die  beiden 
Axen  im  Endlichen  liegen,  so  kann  dieser  Bedingung  nur  dann  ge- 
nügt werden,  wenn  die  Schwerpunkte  der  positiven  und  negativen, 
schraffirten  und  punktirten  Flächen  zusammenfallen,  mit  eiuem 
Wort,  wenn  das  Mittelgewicht  dieser  Flächen  gleich  0  ist 

Dass  dieser  Bedingung  bei  jeder  beliebigen  Belastung  genbgt 
werden  kOnne,  geht  aus  der  eben  durcbgeHthrten  Construetion 
hervor,  kann  aber  auch  auf  die  folgende  Weise  anschaulich  ge- 
macht werden.  Wir  nehmen  eine  Widerlagerreaction  in  Richtung 
und  GrSsse  willkürlich  an  und  verbinden  mit  ihr  die  Belastungen 
A  P;  auf  dem  Wege  der  directen  Flächenverwandlung  mit  paral- 
leler Verschiebung  der  erhaltenen  Drucklinien  kann  man  leicht 
bewirken,  dass  die  Flächen  Über  und  unter  dem  Bogen  sich  aus- 
gleichen. Fallen  nun  die  Schwerpunkte  der  positiven  und  nega- 
tiven Flächen  nicht  zusammen ,  so  kann  man  von  irgend  einem 
festen  Punkte  aus  die  relative  Entfernung  der  beiden  Schwerpunkte 
auftragen;  dann  die  Widerlagerreaction  ändern.  Lässt  man  fUr 
verschiedene  Bicbtungslinien  der  Reaction  die  Grösse  derselben 
von  a  bis  co  wachsen ,  so  beschreibt  der  Endpunkt  der  relativen 
Entfernung  eine  Scbaar  von  Linien,  von  den  die  durch  den  Ur- 
sprung gehende  die  wahre  Richtung  und  Grösse  bestimmt  Es  ist 
klar,  dass  diese  Constractionen  nach  der  Regula  falsa  mit  zwei  Un- 
bekannten viel  umständlicher  als  die  vorausgegangenen  Construe- 
tiooen  sind. 

Dass  die  Flächen  zwischen  der  Drucklinie  und  dem  Bogen 
zu  beiden  Seiten  des  letzten  gleich  gross  sein  mUssen,  kann  auch 
mit  den  Worten  ausgedruckt  werden :  es  muss  sich  die  Drucklinie 
dem  Bogen  innig  anschmiegen  und  er  muss  dieselbe  bei  gewühn* 
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Hohen  Bogenformen  mindeBtens  in  drei  Punkten  schneiden, 
denn  es  ISast  sich  nicht  denken,  wie  bei  einem  gewöhnlichen  con- 
rexen  Bogen  der  Schwerpunkt  der  beiden  äussern  in  gleicher  Weise 
belasteten  Bogenenden  mit  dem  Schwerpunkt  der  Mittelstrecke 
zusammenfallen  sollten,  wenn  der  Bogen  durch  nur  zwei  Schnitt- 
punkte in  drei  Strecken  getheilt  wäre.  Das  mehr  oder  weniger 
AuseinaDdergehen  der  Curren  zwischen  diesen  Schnittpunkten 
wird  durch  die  Bedingung  derHomentengleichheit  näher  bestimmt. 
Es  ist  z.  B.  auch  klar,  dasa  wenn  die  Form  des  Bogens  als  Druck- 
linie der  Belastung  entspricht,  die  beiden  Linien  zusammenfallen 
müssen.  Denn  da  laut  Nr.  46  S.  176  alle  gemeinschaftlichen 
Punkte  der  beiden  Linien  auf  einer  Geraden  liegen  mltssen,  so 
können  sie  deren  nicht  mehr  als  zwei  gemein  haben ,  ohne  ganz 
zusammenzufallen. 

Man  ist  also  berechtigt,  in  allen  Fällen,  in  welchen  dicDruck- 
linie  ziemlich  nahe  zur  Deckung  mit  der  Bogenaxe  gebracht  werden 
kann ,  wie  z.  B.  bei  dem  mittleren  Tbeil  von  Gewölben ,  deren 
Eigengewicht  im  Verhältniss  zur  zufälligen  Belastung  sehr  gross 
ist,  eine  Dnicklinie  einzuzeichnen,  die  sich  der  Bogenaxe  mög- 
lichst nähert.  In  keinem  Falle  aber  ist  die  Drucklinie  durch  die 
äussersten  Fugenkanten  zu  fuhren. 

DenAzen  von  hölzernen  und  eisernen  Bogen  ist  die  Form  der 
Dmcklinie  zu  geben ,  welche  dem  Eigengewicht  enlspricht  (nicht 
die  Form  eines  Kreissegmentes,  wie  es  in  Frankreich  Üblich  ist), 
denn  in  diesem  Falle  wird  das  Eigengewicht  sich  gleichförmig  auf 
alleBogenschnitte  vertheilen  und  den  Bogen  gar  nicht  auf  Biegung 
in  Anspruch  nehmen.  Es  muss  dann  die  Theorie  der  Elasticität 
nur  zur  Bestimmung  der  von  der  zufälligen  Belastung  herrtlhrenden 
Inansprucb nähme  benutzt  werden. 

Herr  Prof.  Ritter  von  Riga  hat  die  Gleichheit  der  Flächen  und 
Momente  dazu  benutzt,  um  fUr  Parabelbogen  mit  gleichmässiger 
Belastung  in  äusserst  sinnreicher  Weise  die  Reactionen  zu  con- 
struiren.  Da  wir  es  vorziehen ,  in  diesem  Falle  die  Reactionen 
ein  fbr  alle  Mal  zu  rechnen,  was  in  dem  nächsten  Kapitel  ge- 
schehen wird,  so  mUssen  wir  es  ihm  selbst  aberlassen,  seine  Me- 
thoden gelegentlich  zu  veröCTentlichen, 

Die  eben  mitgetheilte  Methode  der  Construction  von  j4  fUr 
eine  bestimmte  Belastung  seheint  sehr  kurz  zu  sein ,  indem  man 
bereits  mit  zwei  Polygonen  zum  Ziele  gelangte ;  allein  in  Wirk- 
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lichkeit  ist  sie  doch  nicht  praküech,  denn  um  die  Eckpunkte 
a  X  Y  und  die  Schnitt-  und  UmhmiungBcurre  der  Kräfte  zn  er- 
halten, mUssen  die  Polygone  von  Tafel  16,  dennoch  ^eiclinet 
werden  und  fUr  jede  Betastungsart  wiederum  neue  Polygone.  Nui 
iD  speciellen  Fällen,  in  welchen  die  ungUDstigsten Belastungsarten 
von  vorn  herein  bekannt  sind  und  die  Polygone  aus  wenig  Liaiea 
bestehen,  also  bei  geraden  Balken ,  sind  die  Verwandlungen  der 
Momentenflächen  zweckmässig;  wir  werden  sie  im  letzten  5.  Ka- 
pitel anwenden. 


Viertes  Kapitel. 

Die  elastische  Parabel  bei  constantem 


14ä.  Allgemeine  Formeln  fllr  die  elastigche  Parabel  bei 
constantem  e* 

In  Mr.  136  8.  5T3  waren  wir  lu  den  /olffenden  dr«  Fandamentilteniiali 
Belangt : 

um  die  DrehuDg  uod  die  Aendemitg  der  Lage  dee  Endpanktee  eines  am  anden 
Ende  twfestigtea  Bogens  zu  bestimmen.  Wir  hatien  dann  gecelgt,  wia  gani  im 
AUgemeiaen  TQr  veränderliche  $  und  3  die  Aufgabe  graphlBch  gelSst  werdenkGoDe. 
Um  dieselben  Aufgaben  analytiacb  eu  15sen,  haben  wir  innerhalb  der  Streckea,  für 
welche  das  Moment  analytisch  ala  Functicn  von  x  oder  s  ausgedrückt  werden  liuiai 
■Catt  Ai,  ds  xa  setzen  nnddie  Z  Zeichen  durch  \  Zeichen  xu  ersetten. 

Die  Integration  ist  aber  mit  einigen  Schwierigkeiten  verbunden  und  man  hat 
sich  viel  damii  geplagt,  fSr  constante  Qaerechnltte  für  EreU-  und  fQr  Parabelbogei 
diese  Integrationen  aussafBbren.  Bei  veränderlichen  Qaerscbnitlen  und  bei  ve^ 
änderllcheD  TrSgheltamomenten  dnd  dnaig  alldn  die  graphischen  MetbodePi  die 
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wir  Id  den  TorlKen  Nummern  entwickelt  batien ,  am  Platze ,  und  das  am  bo  mehr, 
als  die  ToraoaBetxnagen,  die  jedeneit  gemacht  werden,  am  die  Aenderongen  ana- 

lyüwih  auuadrücken,  bo  wenig  antreffen ,  daBB  die  grapblscbe  Methode  sicher  ge- 
nauere Eesnltate  Heren.  Die  analytiscbe  Uethode  halten  wir  nor  dann  für  pas- 
send, wenn  die  obigen  Integrale  auf  einfache  Formen  znrBcligefQhrt  werden  kilnnen. 

Wir  nehmen  also  EUniehBt  an,  die  Belastung  durch  das  Eigengewicht  sei  eine 
gleiohlQmiige,  dann  moss  die  Bogenaie  laut  Nr.  141  8.  S97  eine  parabolische  sein, 
um  diiB  Eigengewicht  nicht  berüclisiehllgen  lu  müssen.  Die  nacb  Umständen 
BtredienwelseBelastoDg,  mit  der  wir  ea  im  folgenden  allein  lu  tliun  haben  werden, 
wird  ebenfalls  innerhalb  Jeder  Strecke  glelchrSrroig  anReaommen.  Am  meiaten 
aber  trfigt  inr  Vereinfachung  dieAnnahme  bei,  dass  vom  Scheitel  gegen  das  Wider- 
lager hin  das  Tr^heitsmoment  eines  Querschnittes  im  Verhiltniss  der  Länge  elaea 
Bogenelementes  in  seiner  Projection  aunehme.  Alle  BogenqoerBchnitte  nehmen 
vom  Scheitel  gegen  das  Widerlager  hin  in,  und  iwar  in  viel  grSsaerem  Verhältniss, 
als  in  dem  von  ds  lu  dx;  die  unter  dieser  Vorn nssetinng  berechneten  Bogen  werden 
daher  den  wirklichen  näher  gtehen ,  als  wie  die  conslanten  Querschnitte,  die  der 
Becboung  gew5hnlioh  lu  Grunde  gelegt  werden. 

Nimmt  der  Bogen  im  et>en  aDgedeuCeteo  Verbältnlss  an,  so  ist: 

eine  Conslanle.  Mnltipllcirt  man  die  drei  Fundamentalgleichungen  mit  dieser 
Gleichung,  so  werden  sie; 


worin  die  (  sich  über  die  Strecken  erstreeken.  Innerhalb  deren  das  Qeseti  des  Be- 
lastnngsmomentes  sich  nicht  ändert  und  das  X  Zeichen  das  Aggregat  aller  dieser 
Integrale  Eusammenfasat. 

Die  Gleichung  des  Parabelbogens  sei : 


Die  Coordlnaten  des  festen  Endpunktes  des  Bogens  seien  +  l,f;  die  des  beweg- 
lichen 3h,  j,  =-  —  i,  yf;  wir  setien  y  f  und  nicht/,  well  häufig  die  Aie  des 
Bogens,  die  parabelförmig  angenommen  wird,  nicht  mit  dem  Endpunkte,  in  welchem 
der  Bogen  anfsltzt,  sugammen^lt. 

Es  ergeben  eich  dann  ziinücbst  die  Uimensionen  der  Giasticilätsellipae  und 
die  Coordinaten  des  Fandamentaldreieck»  wie  folgt  i 

Die  Coordinaten  des  RcbwerpunkCes : 


die  X  Aie  Att  Ceotralelllpae : 
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EJemente  der  EUBtieltätstheorie. 


J)  Aie: 

Die  Oleicbnng  du  ElasticitÄtaellipee  ist  alM  Im  vorliefcenden  Falle : 
a  4S  ■' 


C.'STTSü  Ifl      "^     {,S98U  /)» 


Der  Parabelordloate  y  —  -  /entspricht  ebenfalls  die  Abadsse  z< -=  —  P, 

demDueli  liegen  die  Endpuakte  der  x  Axe  anf  dem  ParabeltK^a.     Die  beUea 
übTigea  Scboitte  baben  die  Coordinateo : 

f--?---^ -(«.>"')■■ 

Die  Ordlnaten  der  Scheitel  der  kleinen  Axe  sind ; 

-^-  —  —  ±  ,89814  —  ,0361»  i   ,63U7. 

/  3 

Von  den  Fnndamentalpanktea  ist  derHittelpankt  der  Ellipse  bereit«  bekuit 
Die  Absdsae  des  Aotlpoles  der  Ordinate  doreh  den  Endpunkt  —  /  Ist: 

Und  die  Ordinate  des  Antipolea  der  Parabeisefane : 

Den  Antipol  der  Linie  y^yf  brauobt  man  nie.  Ueberhaupt  haben  wir  dlH« 
DimeDsionen  nur  ausgerechnet  nnd  in  Fig.  SOS  Ensaniniengeatellt ,  am  vie  oüt  de* 
graphisch  eonstmirten  m  vergleichen.  Der  Vergleich  lelgt,  daes  dieAbwcIcbiuign 
■lemlieb  bedeutend  sind,  was  auf  die  BenBtcang  der  graphUehen  Methoden  hisreitt 

Wie  in  Nr.  iS8  vorgehend ,  bailimmen  wir  laniicbst  die  von  der  bd  ji '  *i^ 
kenden  Vertlcallast  APherrfihrenden  WiderlagerreacUon  A  J.  DaaHomeDtäcMC 
KrSfte  ist  im  Sinne  von  Nr.  43  S.  111  die  Summe  derNormalgleiehnngen  derEnft- 

Die  Normalgleicbang  der  Belastung  A  P  incluaive  ihrw  vertlcalen  Wider 
lagerreaction  bei  —  l  Ist  laut  Nr.  86  S.  340  von  und  nach  fi  l  gleich ; 

T  (■-')  0  +  ^)  "^ '".- 4-0 +")(■- ^) " '■ 

Die  Zeichen  sind  denen  in  der  cltirCen  Nummer  entgegengeaetit,  weil  ^ 
X  und  ß  lin  entgegengesetiter  Beihenfolge  angenommen  worden. 
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ua.  Allgemeine  FonnelD  fOr  die  elutlBOhe  Parabel  bei  constantein  <5.    601 
IMe  Nonsalglelchung  der  Kraft  A  A  ist  gleich : 

-^  (f  ^  +  ?  y  +  1)  A  .rf, 
worin  f  am]  i;  die  Doah  nnbekaimteii  CoordJaaten  der  BichlaiigsliDie  von  A  A  ami 
9  itn  SonulttctoT  ^  f   P  +  ir*  beseicbnet.   Wir  erbalUndemDach  dieSnmroe 
der  GleiehDngea  der  Toa  A  P  vor  und  oaeb  ß  b  er  vorgerufen  eo  KrSfte : 

¥-Afl--i-Ci-^)(l  +  y)/AP+  y(fi  +  9»  +  l)A-<, 

J'-A«--*-'"  ■'■'^('~  f)'^^"*"  -5(f*+^y  +  ')A-i. 

Flg.  303. 


Die  SnlMtitation  dieser  Werthe  Id  die  allgamelneQ  Formeln  giebt : 


+  -jT-A -4  !(£*  +  , y+  l)dx. 


D.0I1IZ.O  »Google 


Elemente  der  ElMtlailätatheoria. 


P 
+1 

+  a  +  «J(i-i-)(4^-r)i.]4-/<A;' 
ß 

l  +. 

-ei-o-  [d  _  «f  (i  +  ^)',i.+  (1  +  « f  (i  -  ^)j>]-f''4'' 
-1  f 

+  -j-(A/ll(fi  +  ,j+  i)(n--5-)di| 
oder  iiMb  AaBfOhrang  der  aogedeutetAD  IntersHoDeD : 

_  e  Ä  -  (I  _  ^)  (6  j.  -  I  _  jP)  ~/P  A  F 


143.    Mit  A  P  belasteter  Parabelbogen  bei  festem 
Auflager. 

Wie  frSher  wollen  wir  luerst  annehmen,  der  Bogen  sitie  bo  breit  und  fest  ul 
dum  Widerlager,  daiu  dieses  im  Stande  Ut,  einem  l>elleb<gen  AÄ  zu  widenteheD: 
dieaes  A  A  lat  daher  gar  keiner  BedinEong  unternorfen  nod  ist  im  Stande,  die  drfi 
Gleichungen  von  J,  A  nod  k  gleich  0  au  loachen.  Der  Punkt,  der  seiue  Lage  nirlit 
ändern  and  bei  dem  ein  Schnitt  durch  den  Bogen  aich  nicht  drehen  soll,  iflder 
lotste  Punkt  der  Aie,  deseen  Coordioalen  I  und  /  sind;  mnn  bat  daher  ia  dea 
letiten  Oleichungen  ^  ■-  1  au  seueu.     Setzt  man  dann  noch  <f,  h  uud  t'-oanä 

iucht  die  onbekaonten  QrÖsaen  — r-  A  A,  — ^  A  A  und  — —  AA,  soBodelmU: 
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143,    Hit  A  P  belaBteter  Parabelbogsn  bei  fMlem  Auflager. 


-^/A  ^-15(1-  PY  ■  Fa"  '  ^  ^' 

Die  AddilioD  dieser  drei  GleiehUDgen  giebt  die  Kormairorra  der  gesucbtea 
Widerlagerresclioi],  die  nun  vollständig  beatimmt  ist: 

[—8/1-^  +  15(1-^.)-?-  -IS  +  5(^1(1    -^»).  A(AP. 

lit  eioe  Gleicbnng  auf  die  Normaironn  gebraobt,  m  ist  Daiil)  Nr.  4S  S.  ITI 
diu  SeitenkraTI  parallel  so  +  x  gleich  dem  posiüren  CoeMtdenten  ?od  i/,  gleieh 

--  (\—fPy  -TT  AP,  die  Seitenkran  parallel  «u  +  a  gleich  dem  negativen  Coeffl- 
deateevoDz,  gleich  —  jV  (1  ~  p*)  A  Pi  tiud  du  Moment  in  Beiug  anf  den  Ur- 
sprung istgleieb  dem  coiutanten  Tbeil  —  ---  (13  —  5^)  (1  —  ^)i  AP. 

Die  TOD  ihren  Factoten  befreite  Gleichung  der  Bichtoogslinle  der  Kraft  lisat 


sich  aaf  die  folgende  Form  briogeD : 


Diese  Gleichung  ersten  Grades  enthSlt  die  Constante  ß  im  iweltea  Grade, 
demnach  ambüllt  die  Bicbtnngsllnle  von  A  A  bei  verechiedenem  ß  eine  Curve 
iwelter  Ordnung.  Hach  den  Begeln  der  analy tisehen  Geometrie  ist  die  Gleichung 
dieser  Cnrre  die  Diseriminsole  der  Oleichnng  ersten  Grades  in  Beiug  auf  ^,  also: 

S  —  5  A  —  3  X)  (iS  ~   15    -4-)  +  16  -5-  —  0, 
d.  h.  dleGIelcbongderBlllpM: 

«1  .     (y -'/./)■      , 

Diese  Ellipse  wurde  ebenfalls  in  die  Flg.  !03  geieiehnet;  ans  der  Gleichung 
geht  hervor,  dass  die  Cnrve  die  beiden  Verticalen  durch  die  Widerlager  und  die 

iwei  BorizontallinieD  y  — /  nnd  ^ /berührt.  D«y  ~r /  die  Or- 
dinate des  Punktes  a  ist,  so  tterlbrt  diese  Ellipse  die  Elasticititselllpse  in  diesem 
Pnnkte. 

Substitnirl  man  die  oben  getandene  Normalgleicbung  von  A  A  In  die 
Oleichnngen  von  A  Ü  und  A  fß  der  vorigen  Nummer,  so  erhält  man  die  totalen 
WideriageneacHoneD  in  ihrer  Normatform,  nämHohi 
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Elemente  der  BlBaticititgtheorle. 


Al-[     B(a  +  ^-^+i6(l+(»)'-^  + 8-5(1 +  ^)«]{l-^-^iiI-, 

A8-[-8C2-,J)-^+l5(l-«'-^  +  8  — 5(1— «"JO+^'-^tAP. 

Der  GlelcbDpg  A  H  sowobl,  als  auch  A  Q  gonfigea  di«  Coordinalei: 

x^  ßl,     und     j  — —/. 


die  GleichnDc  der  Krinewhnittltoie,  daer  HorizDDtalHiile  im  —  des  Pfeilea  abtt 
dem  Scheitel  des  Bogens. 

Die  Gleicbnog  von  ti  iässt  sich  wie  folgt  schreiben; 

0-5(3-^  — l)Cl  +(»)'  +  4-^.  S(l  +  (»)+  8(^1  +  -^), 

Auch  diese  Gleiebnog  entUUt  die  CoDstaate  1  +  ß.     Ülidet  man  &i  U»- 

crimlnante  derselben  InBeiag- auf  (1  +  ^)t  so  erbSlt  man  dieUmbüliDOgMarvedn 
geraden  Linie  l>ei  variablem  (1  +  ?)■     9  umbüllt  die  Corre : 

._>„i_„(.+^)-.f-3(.+i)(-4-+jL-.y.=..  I 

Sie  ist  olTen bar- eine  Hyperbel. 

Die  Verticale  x  ~  —  2  ist  eine  Asymptote ;   die  audere  gebt  durch  irk    | 

Hittelpankt  *  —  —  l,  y  •=  —  /;   durch   die  Axenabechnitte  i  =•  —  -r" '  •■' 

IS  S  I 

S  —  —  /;  und  durch  den  Endpunkt  x  —  I,  »~— -/der  Tangente  u !-/""■ 

5  3  3  j 

weiche  im  Punkt  z  =-  0  berShrt  wird.  I 

In  gleicher  Weise  erb&lt  man  die  Gleichung  von  8:  . 

0  -  5  (8  -^  -  1)  (1  -  i9)*  -  *  ^  .  8  (1  -^)  +  8  (l  -  -p). 

8  umhüllt  die  Hjperbel: 


S"— S(a 


3  5  -' 

Die  Terücale  z  •=  { ist  eine  Asymptote ;  die  andere  geht 
durch  den  Mittelpunkt  z  *■  I,  y  ^  ~T^  J< 
durch  die  AxeuabBobniite  z  •-  — ~  j,  y  >•  ~r~/> 
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1 43.   Htl  A  P  belasteter  PnrabelboKen  bei  featem  Anflatrer.  605 

darch  dea  Endpnnkt  z  ^  —  I,  y  ^ /  der  den  drei  Carvcit  (^tneinachaft- 

licben  Tangente  0  —  y — /,  welche  im  Pankte  x  berQhrt  wird. 

Alle  dieM  Tannralen  wurden  In  die  Fig.  B03  eingeceldioet.  Die  BerühniDgf 
pnnkte  -^     —■■  l  fallen  jedoch  über  die  Figur  hinaDB. 

Die  drei  Cnrven  S,  S",  ff'  oaenllren  eich  gegenseitig  im  Pnnlcte  z  ■«  0,  y  >— 
-— '/,  denn  eie  hOnnen  anf  die  folgende  Form  gebracht  werden : 

8  S-   +  S  -  &  Ts  -^  -   l)  f        8   -^  +   15  ^  -   sj, 

1  —  0  die  drei 

Pnnkte-^  —  0  («rOhrt  and  die  drti  Sehnen: 

±8-j-+15^-5  =  o,      -^-0 

darch  deneelbeo  Pnnkt  gelten ,  bo  fallen  in  diesen  Punkt  lant  Salnum  Fiedler, 
S.  287,  3mal  3  Pankte  der  SCnrren  zDiammen.  Je  zwei  der  Cnrven  kOnnen  daher 
nnrmehr  Je  einen  gemeinachaftllchen  Pnnkt  haben.  Diese  drei  Pnnkte  liegen  anf 
den  drei  eben  angeschriebenen  Sehnen  nnd  ihre  Coordinaten  sind : 


JL  , 


-  =  0,   y  - 


Der  Znsammeabang  der  Rlebtnngen  der  drei  Kräfte  A  A,  A  X,  A  %  ISsst 
sieh  nnn  knre  sTmmetrisch  wie  folgt  ansdrGcken  : 

Das  Dreieck  dieser  drei  Richtnngen  Ut  dem  Dreieck 
y  ^ ^/,x  — ±2  mit  Dnendi  Ich  fernem  Eckpunkt  einbeschrie- 
ben und  omhQllt  die  drei  Kegelschnitte  S  S"  S".  Die  drei  Seiten 
des  amschrlebenen  Dreiecks  bernbren  Je  einen  der  Kegelschnitte 
nnd  die  drei  KegelBChnitte  berDhren  sich  in  einem  and  dem- 
seitten  dreifachen  Pnnkte.  Demnach  bestimmen  anch  die  drei 
Riebtangslinien  der  Kräfte  projectivlsche  Geblide  anf  den 
Dreieckseilen,  denen  sie  einbescbrieben  sind,  nnd  anf  den 
Cnrven,  denen  sie  nmbeachrieben  sind. 

Es  bietet  einiges  Interesse  dar ,  die  S^tenkräfte  von  A  P  nicht  bloa  anf  An- 
griffspunkte der  Schnittlinie  iwischen  den  beiden  Widerlagern  in  beschränken, 
sondern  sie  anch  nocb  für  ausserhalb  liegende  Angiiffspankte  cn  besUmmen,  denn 
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606 


Elemente  der  Elutidtitstheone. 


wir  waren  Ja  in  St.  139  8.  589  im  Stande,  einiite  ErgebDlsse  Ober  den  Verlattf  der 
UmhQllnngscurre  cd  rerellKemelnerD. 

In  Fig.  304  haben  wir  es  versncht,  äaa  Entepreehen.  der  verscbiedeneo  Kdt- 
tDogea  der  A  P,  A  A.  AS,  A  $ ,  AS,  A  %  m  Eeigea.  Die  KriRescbnitUinie 
wird  dnrch  die  vi^r  AB^mptoten  der  TorkomoiendeD  Hyperbeln,  von  deneo  nret 
immer  mit  den  verticalen  Widerlagerreactionen  insamnienralien ,  durcb  ihr«  Be- 
rSbrnngspanlite  und  den  nnendlich  fernen  Fnokt  in  7  Strechen  getheilt,  welcbe  in 
der  Fignr  aaf  vier  renchledene  Weisen ,  nnd  iwar  armmetriacb  gelegene  Strecke« 
in  gleicher  Weise  ansgeiogea  worden  Bind.     Diesen  Strecken  entsprecbeB  \»  der 


Flg.  304. 


i 

-1                   fl 

/ 

/ 
/ 

/  T 

.-*-zz'' 

/ 

^w 

WX'S '-if'"^^^ 

^>-ZZ 

_-^^ 

-~-^= 

\ 

: 

Ellipae  ebenCalls  aymmetrlBChe ,  auf  den  Hyperbeln  und  den  verticalen  AayniptDtra 
aber  nn symmetrische,  undawar  Immerelnerlajigen Strecke anf  der  einen,  ünekors« 
anf  der  ttndern. 

Da  alle  OebUde  proJeetiTisch  alnd,  ao  folgen  die  veraahiedenen  Stref^CB 
auch  in  gleicher  Ordnung  aufeinander,  nnd  indem  A  P  die  KrSftescbaittlinie  vm 
—  oo  tn  +  m  beschreibt,  beacbreiben die BerührangBpnnkteJederderübrlgoiKrSft« 
JelbreUmhailDngscnrre.  HinBiohtltcbderKcbtnngdreheDaieh  hierbei  die  A^litcts 
in  gleiehem  Sinne,  weil  aie  eine  Eltipae  nmhailen.     FOr  die  Bypertteln  abersiDd 
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1*4.   Hltp  gleichn^mtg  b«Iuteter  P&nb«Ibosen  bei  fegtem  Annager.     g07 

di«  Aflymptoten  Weadetingenten,  waa  den  Drahaagssinn  betrifft,  und  w&s  die  F^gnr 
durch  die  Kichtungen  der  Kräfte  vor  uod  hinter  den  Asymptoten  der  Bjperbel  A9 
■dgt.  Db  in  der  Figar  &ber«ll  dfts  Olcicbgeirlcbt  von  A  A  und  A  9,  dann  von 
A  B  DDd  A  S  mit  der  Wideriagerreactioii  dargestellt  wnrde ,  so  »tlmnil  die  Bich- 
tongtllDle  dieser  Krirte  einmal  mit  dem  Slnoe  der  Curvea  Gbereia ,  einmal  nicht. 
A  B  and  A  a  stimmen  fibereln,  A  ^  nnd  A  9  nicht. 

Für  die  Strecke  yt  >—  0  bis  +  co  dreht  sich  A9  immer  im  gleichen  positiven 
Sinne ;  A  S  nar  bis  mm  rechtseitlgen  Widerlager  jS  ^^  I ,  wo  es  vertical  wird ; 
dann  drehi  es  sich  in  entgegengesetttein ,  aegativem  Sinne,  bis  es  die  andere 
Asymptote  ß  ^  S  eireicbt,  wobei  es  fBr  jf  ^  3  horiaoiital  wurde  nnd  mit  der 
Erärt«schnittlinie  EUsammenflel.  Von  ^  ^  3  bis  ^  v>  co  dreht  es  sich  wieder  im 
positiven  Sinne,  am  mit  ^  ^  ao  wieder  boriiODtal  an  werden,  nillt  al>er  Jetzt  nicht 
mehr  mit  der  KilfteschDitUiDie,  sooderD  mit  der  gemein echaft liehen  Oscnlations- 
(«ogenle  der  drei  Carven  Ensammea.  Auf  der  Strecke  ^  ~>  0  bis  —  oo  flodet 
Vertatuchnng  von  3  nnd  19  statt. 


144.  Mit  p  gleichförmig  belasteter  Farabelbogen  bei 

festem  Auflager. 

Um  die  totalen  Widerlagerreactionen  H  nnd  %  für  gleichförmig  vertheilte 
Belastungen  in  ermitteln,  aetien  wir  in  den  Formeln  der  vorigen  Nummer: 

dP  —  pd.lß'-lp  .dß 

und  snmmiren,  d.  h.  integrlren  die  Olelebongen  In  Bemg  anf  ß,  Setit  man  dabei 
in  A9  oder  Jetzt  c2  .  9  statt  1  —  ^,  ß' ,  so  sieht  man  sofort,  dass  die  integrirte 
Qleichnng  den  Factor  ß'^  erhSIt  and  dass  demnach  die  Gleichoog  nnr  ß'  nnd  anch 
^imaweitrn  Grade  enthilt,  wenn  1  —  ^^0  oder  ^  ^  1  als  obere  Greose  des  Inte- 
grals angenommen  wird.  Wir  erbalten  daher  einfacbere  Formen,  wenn  wir  bei  9 
alt  obere  Grenze  des  Integrals  +  t ,  d.  h.  eine  von  9  abstehende  Belastung 
annehmen.  Genau  dieselben  Scblfisae  führen  daza,  auch  fflr  9  eine  abstehende 
Belastung  oder  als  untere  Grenze  des  Integrals  ~  I  anzunehmen.  Für  Jede  nicht 
bis  znm  gegenüberliegenden  Widerlager  reichende  Kelastung  erhält  man  dann  die 
treffenden  WiderlagerreactioDeu  einfacb  durch  Snbtraction  der  für  die  Endpunkte 
der  Belastung  bestimmten  9  nnd  V. 

Wir  fShren  die  Integrationen  ans  und  erhatten : 

«-  [a  (3  +  ^)  -'  +  18  +  9ß  +  9ß'-)-^  -  (.3  +  ß)ß:i(_i~ßy  .  -~fip, 
«1-   (—2(3  +  ß)  -Y+  (.9-9ß+3ß*)-jr  +  (3-«^»]  (\  +  ß)'  .  -^^P- 

ß         -,      ß  l  J  2 
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608  EleToentederElMticKStatbeorie. 

Die  GleldiQiiff  der  BichtangBllDle  der  Kraft  H  IKaat  dcb  aaf  die  Fom 
bring;«! : 

(ä  -^ -  1) (3  +  «■  +  !  (-7 l-y-  +  ^)('  +  f>  +  t-j-' 

Sie  nmhDlIt  also  die  Cnrve : 

IHe  BerGhroDgEptiDkte  auf  den  Tan^eDtcn  -^— »Onnd-^  = «»ii 

—T-  ^ wä  —r-  ■=  0.     Da  die  beiden  Tangenten  parallel  iBnfen .  so  ■! 


der  Hittelptinkt  der  Carre. 

IHe  Oleiehnng  kann  daher  aof  die  Asymptotenfonn : 

oder 

[T-f-(f-'Kr)(^-^)].^-o. 


gebracht  werdei). 

Punkte  dieser  AsymptoteD  rind:  anf  der  Tangente  y  =  0,  — r-  — r- 

±  — — yT—  —  1,5  ^  0,8168;   Bof  der  Tanftente  -^  —  ~ .— r  = 

±-r-  '^G  —  ±  0,8165;  anf  der  Eodlangeote  det  Parabelbogeos  3  -7-  +    V 

+  i  -«!  -^ ,  ±  -\-Y^-  ~  1  ±  0,408a,  ^  -  I  :f -pV^ 


/ 


D.gitizecbyG00glc 


144.     Hit  p  gleichförmig  belasteter  ParsbelbogeQ  bei  fentem  AuSager.   QQ^ 


auf  der  Ordinateoaxe  -j-  •"  o 


ant  der  VorHcslen  - 


|y^  =  "ii±'>''' 


DioM  Werthe  gelten  aneh  Kr  IB ,  wedn  inao  statt  +  z ,  —  z  setzt.  Die 
Hyperbeln  wardea  ia  Fig.  105  ^ngeseicboet;  da  bei  Totalbelastnog  die  BlchtDagen 
von  %  aoä  16  mit  den  Tangenten  an  die  Parabel  lasammeDrallen ,  so  mfluen  anch 
die  Hjperbeln  diese  Tangentea  bei  +  l  berühren,  in  der  Tbat  gibt  die  Substitation 
von  ^  >=-  —  I  in  9  nnd  die  von  ^  =  +  I  in  V,  die  Gleichungen  der  Parabel- 


Di  e  UmhQilaDgscurTe 


wie  ?on  H  i«t  eine  Cnrve  &ter  Ciasse,  wir  hal- 
ten nns  mit  der  Analyse  derselben  nicht  anf,  sondern  bcgnfigen  uns  damit,  welter 
Dnleo  In  einer  kleinen  Tafet  das  Mittel  in  geben,  jenes  lileine  StQckchen  derselben 
zD  oonttrniren,  dessen  man  bedarr. 


Die  UmhüliungBcnrrea  ?on  31  und  6  genSgen  nicht  um  diese  RicbtangsliDieo 
vollständig  einzelcbnen  zu  können ,  wir  müssen  noch  einen  Funkt  Jeder  Richtungs- 
IlDie  kennen ,  und  reebnen  die  Schnittlinie  der  KrSfte  aas ;  nämlioh  den  Punkt,  in 

+1 
welchem  %  die  vsrticale  Scbwerllnie  der  von  ß  bis  1  reichenden  gleich fSrni] gen 
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BlemeDte  der  Elaatlcltätatheorie. 


I 


+1 


LflBl,  also  die  Verticale  ;  x  = (ß  +  l>  and  znitleich  8      Bchneldet.    Mid  «- 

^  ß 

hält  offenbar  die  Gleichung  der  Schniltlinie ,  wenn  man  aus  dieeer  Glelctiim;  <ai 
aoB  9  d<e  Constaate  ß  ellminlrt,   d.  h.  io  9  für  ^  den  Werth  3  z  —  I  Mbstitoin. 


indem  wir  statt --    und     -    schleeUweg  x  and  y  setzen. 


7 


Das  Heanltat  dieser  ^abatitatioa  ist : 


wem  man  den  Immer  positiTon  Nenaer  dieser  Gleichung  in  K  beaeichnel.    Dir 
DifferenUalqaotlenten  ergeben  eich  oun  bieram  wie  folgt: 


itf>  - 


rfjE' 


-  2  (Sx'  +  B*  +   1)  —  61 3 


=  —72(1»  +  31'  +i)  = 


6x(flx  +  i  +  -^5)  (21  +  3-/0,. 


Ana  diesen  Oleichnngen  geht  hervor,  dasa  («iehe  Fig.  20S;  dieCnneuu 
einem  einzigen  Aat  besteht,  weil  auf  Jeder  Ordiaate  nnr  ein  einiiiier  aber  rürjejai 
reellen  Wertfa  von  x  reeller  Punkt  liegt.  Im  Unendlichen  berSbrt  die  Cnrre  dk 
Absdaaenaie,  welche  demnach  der  Curve  einzige  reelle  Asymptote  ist.  Ausscrdra 
hat  die  Corve  drei  reelle  Inflexlonapankte  die  in  einer  geraden  Linie  liegeo,  n' 
zwischen  Je  zweien  derselben  einmal  ein  Haiimnm  einmal  ein  Minlroam,  b«  deo 
folgenden  Coordlnaten ; 


IHe  iBfleiions- 


~(3±^5)     +4-<±Ks~S'    (- 1,6  ±  0,7a  |,'i| 


('±1/t)      wO^'Y'- 


Widerlagerpnnkte  - 


Diese  Zahlen  haben  wir  gegeben  um  den  Verlauf  der  C'arve  zn  zeigen,  dni 
die  Corve  aelbat  braucht  man  natGrlicher  Weise  nur  zwiscben  x  ^^^  0  und  +  I. 
Diese  ErSneschnittlinie  steht  in   elgeuthflmlicher  Beziehnng   zur  Hyperbel. 


welche   die  Kräfte  %     nmhflUt.     Die  Gleichung  i 

ß 
Form  gebracht  werden : 


r  Hyperbel  kann  *nf  üf 
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144.     Hitp  gleichfarmig  bfllut«ter  Panbelbogea  bei  reatem  Auflaf^r.  gXl 
(15  y  +  18  a:  +   11)»  =  64  (G  I'  +  9  I  +  4), 

nenn,  wie  weiter  oben,  statt  -■     ,  y  and  statt    -  -  ,   x   gesetzt   wird.      Subatitiilrt 

man  in  diese  Oleichnnt;  die  oben  genindene  Ordinate  y  der  KrürteicbiitttliDle,  nnd 
bringt  die  Gleichnne  anf  o  90  erhält  man  ein  vollständigeH  Quadrat ;   nämlich 


Dies  bedeatet,  daaa  diese  beiden  Corven  in  ihren  drei  Kf^melnschartlichen 
Punkten  sich  nicht  schneiden  sondern  nur  berühren  können. 
Die  drei  Doppelwnrzeln  der  Oleichung  sind-: 

x  =  —  ,28194;       —  ,8S903  ±      ,38486   y"—  3 

Der  reellen  Wurzel  entspricht  die  reelle  Ordinate  des  Doppelpunktes  mit 
seioeT  Tangente: 

y  =  —  1,13775;      ^ 2,27S50. 

Znr  Bestimmung  der  Widerlagerreactionen  bedarf  man  übrigens  aar  kiirxer 
Strecken  dieser  Cnrvan ,  nnd  wir  haben  die  besondern  Pnnkte  derselben  nnr  sur 
bessern  CharakteriBimng  ausgerechnet.  Will  man  sie  wirklich  gebrauchen,  um  die 
Widerlagerrcactionen  direct  rür  verschiedene  Belastungen  zu  construiren,  und  nicht 
erst  so  wie  wir  es  am  Schlass  dieser  Nummer  zeigen  werden,  die  Gleichungen 
vämmtlicher  ausserhalb  eines  Schnittes  wirkender  Kräfte  summiren  und  dann  die 
Hittelkraft  auftragen,    so  ist  es  am  bequemsten,  mittelst  der   folgenden   kleinen 

+1  4-1 

Tabelle,   20  lasaiamen gehörige  9  nnd  0  aufzulrngen;  sie  genügen  um  mit  mehr 

ß  ß 

als  hinläaglicher  Oenanigkeit  für  die<<e  3u  Werthe  von  ß,  die  Schnittlinie  nnd  die 
UmhQlluiigBiinie  zu  zeichnen  nnd  hierauf  für  alle  möglichen  ß  die  H  und  6  Inter- 
pol I  Iren  ZQ  kOnnen. 

Die  Tafel  giebt,  von  ;i  =   -  I  bis  +  1,  die  Ordinate  dea  .Schnittpunktes  von 

9    mit  X  ^^  —  1,  die  Coordinaten  des  Kräfleschnittpunktes  und  die  Ordinate  von 

ß 


«   mit  I  =  +  1 
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ElMnente  der  ElaaUcititBUieorie. 


+1 

+1 

+t 

1    +' 

-  p 

%     ffir 

KrSfte- 

e     fflr 

+   P 

«      för 

Krifte-         »      för 

? 

Sobaltaiule. 

^ 

? 

Bohnittlliil«.    {   ^ 

X— —  1 

*-  +  ! 

X— — l 

.1—+  1 

y  — 

x  = 

!)  = 

?■= 

,- 

X  - 

y=  1  y- 

0,0 

1,0000 

0,00 

1.0000 

1,0000 

0,0 

0,7500 

0,60 

0,3750 

1,1250 

0,9 

0,99U 

0,05 

0,9018 

1,0005 

0,1 

0.7290 

0 

65 

0,3471 

1,331-2 

0,8 

0,9706 

0,10 

0,8088 

1,0033 

0,ä 

0,7097 

0 

e 

0,3226 

1.4356 

0,7 

0,9432 

0,16 

0,7256 

1,0100 

0.3 

0.6919 

0 

66 

0,3008 

1,5722 

0,6 

0,9180 

0,20 

0,6622 

1,0217 

0,4 

0,6766 

0 

70 

0,2815 

1,7572 

0,6 

0.8823 

0,26 

0,63S2 

1.0392 

0,5 

0,6604 

0 

75 

0,2643 

2,019(1 

0.4 

0,8525 

0,30 

9,6328 

1,0632 

0.6 

0,6466 

0 

80 

0,2186 

2,4144 

0,3 

0.8311 

0.36 

0,4847 

1,0947 

0,7 

0,6337 

0 

86 

0,2346 

3,0763 

0,2 

0,7976 

0,40 

0,4430 

1,1350 

0.8 

0,6220 

0 

90 

0,2220 

4.4061 

0,1 

0,7728 

0.46 

0,4067 

1,1869 

0,9 

0,611 

0 

96 

0,2105 

8,4 16i 

0.0 

0,7600 

0,60 

0,3750 

1,1250 

0,0 

0,600 

1 

00 

0,2000 

* 

ZeHegl  niaa  in  dem  Punkte  der  Krä  (teBcbni  tili  nie ,  der  über  der  Uitte  einer 
mit^  belBiteten  anstehenden  Streoke)iegt,  die  Belsstong  nach  der  Rfchtuagder  Ewei 
UmhQllQDgscnrTen ,  bo  erh&lt  man  die  entapreoh enden  iwei  WiderlagerreacÜoneD. 

Aiu  den  DIfferenien  ivreier  Bolcher  Seaclionen,  d.  h.  ans  der  ZosamtneB- 
eetzUDK  der  Beaatlonen  iweier  anstehenden  Strecken ,  von  denen  die  eine,  nämlitb 
die  der  kDrzem  Strecke  in  entgegen geeetitem  Sinne  zn  nehmen  iit,  icBnoea  di« 
BeaoUonen  irgend  einer  beliebigen  nichtanstebeiidenStreckeennitteltwerden.  Set(( 
inao  ■ehlle««lich  noch  eine  eo  bettiminte  HeacUon  mit  der  Tertlcal«n  Last  nnaffl- 
men  die  iwlichen  ihr  and  zwischen  irgend  einem  bestimmten  Querschnitt  liegt, 
so  er^t  man  die  ausserhalb  dieses  Qaerscbalttes  wirkende  Kraft.  Diese  hat  sich 
also  AUS  der  Ztuammeneetzang  ron  drei  Kräften  ergeben. 

Qraphlsob  Ist  es  weniger  einfach ,  rechneilsch  dagegen  einfacher,  die  anieer- 
halb  eines  Qaerachnlttes  p  wirkenden  Kräfte  für  eine  von  ß'  bis  jf'  reiobende  Be- 
lastung dadaroh  in  ermitteln,    dass   man   von   deo,   der  Totalbelastnng  fOr  den 

+1         P' 
Querschnitt  ß  entaprech enden  Bogenpreisnngea  S,  die  11  nnd  S  absieht.    Diese  Ue- 

f  f  -T 

thode  Hegt  dem  nnten  rolgenden  gerechneten  Bcispiei  eb  Grande. 

Der  den  letzten  Entwickelnngen  zn  Ornnde  liegende  Standpunkt,  wird 
also  bei  dem  Zeichnen  von  Kräfteplänen  selten  eingenommen  ^  da  die  inletit 
coostmirten  9  nnd  %l  ans  der  Integrution  der  AP~p  ^  Aj)  faervoigegangensiad. 
Befolgt  dass  sie  nlohtB  anderes  als  wie  dleMitlelkr&rte  der  elnteinen  in  diesen  AP 
gehörigen  A^  und  AB  sind.  Da  nun  die  beiden  Hyperbeln,  welche  die  A;4  nnd 
A  B  umhüllen  ohnedies  conatruirt  werden  müssen,  nm  die  angünstigsten  Bellstnogs- 
arteo  an  bestimmen,  ao  gelangt  man  viel  einfacher  zu  den  9  und  S,  indem  man  dir 
von  den  einselnen  A  P  berrflhrenden  A  A  und  A  B  direct  znsammensetit,  so  wie  pb 
In  Nr.  IS9  8.  590  geaelgt  worden  ist.  Es  Ist  dies  ancb  das  an  der  Schule  hier 
^IgemdD  geübte  Verfahren. 

Will  man  aber  etwas  grössere  Genaaigkelt  eriielen,  so  kann  man  iGc  Olri- 
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in.     Hitp  Kleichfilrnilg  beluteter  PuabelbaKen  bei  fwtem  AuflaKer.  gl3 

fhaDgen  der  9  und  S,  welche  die  anuerb»lb  eines  Sobnittea  wirkenden  Kräfte  bil- 
ilen,  sdOiren  nnd  EOhliesslicb  ^e  ganie  Uittelkraft  «iftragen. 

Dieses  Verfabren  wollen  wir  noch  etwas  ansfObrUeher  behandeln.  Mittelst 
tier  UmbBllnng«curve  und  Schnittlinie  der  Krille  sei  die  angüostigste  Belaatong 
für  einen  Knotenponkt  gefonden  worden ;  sie  reicAe  von  fi'  bis  ^',  Dod  ee  sd  die 
ijumme  der  ausserhalb  des  Schnittes  ß,  der  vorerst  iwlschen  ß'  und  ß"  voranage- 
aelil  wird,  wirkenden  Kräfte  sa  beatimmen. 

Die  Belastung  zwischen  ß'  nnd  ß  eneugt  Im  Schnitt  ß,  als  Kraft  ansserbalb 
des  Schnittes,  die  WiderlagerreactlDn : 

Ebenso  eraeOKt  die  Belastung  iwlscbeu  ß  und  ß"  als  Kraft  die  Widerlager- 
reaction; 

f     f     r 

Di«  totale  Bar  den  Scbnilt  Mirkende  EraR  X  Ist  demiwcli  gleich : 
ß 

Eatet: 

laut  dem  eben  Oesagten  nichts  anderes  als  wie  die  von  der  totaleo  Belastung  ber- 
rChrende  Kraft  adt  den  Schnitt  ß,  nnd  umhSlIt  die  Curve 


also  die  gegebene  Parabel,  wie  es  sdn  muss.    Es  redncirt  sich  also  %  auf: 

ß      ß       -1    ^' 

Trifft  der  Schnitt  auf  eine  nnfaelastete  Stiw&e ,  so  mfissen  lant  Kr.  136  die 
beiderseitigen  Belastungen  bis  lu  dem  Widerlager  reichen  und  man  bat  offenbar: 

f     +1 
r  -  B  +  «  . 

!        -1       f 

Die  beiden  X  erginien  eich  .  zu  Si  wie  es  sein  soll.    Um  die  Bereohnnng  der 

3(undSznerIeichtern,  haben  wir  die  auf  Seite  614  und  si  5  mitgetbeilteTabeUe  be- 
rechnet, welche  alle  vorkommenden  Coeracientenv(in^glebt,iiimlii!h  (Forts.  H.  616); 
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Elemente  der  ElaHticitätutheoTie. 

Bogenzahlen 


für 

feste 

A 

ufla 

ger. 

ß 

flfl 

«-U              h              ^-P 

Tn 

H 

^ 

1*' 

6 

^ 

-4 

6              8 

±^ 

8 

0 

d 

^ 
>» 

•, 

1, 

Ol 

6,1612. 

5,8412.    8,1500. 

7,8500 

0,0308 

0292 

Dl 

02 

6,3248. 

5,6848. 

8,2999 

7,7001. 

0,0632 

0568 

02 

03 

6,4908. 

5,5308. 

8,4497 

7,5503. 

0,0974. 

0830. 

03 

04 

6,6592. 

^*^ 

11M 

5,3792. 

8,5994. 

iwl 

7,4006 

0,1332. 

BTI 

isi 

1076 

04l 

05 

6,8300. 

5,2300. 

8,7488. 

7,2512 

0,1707 

1807 

05; 

06 

7,0032. 

u« 

5,0832. 

8,8978 

7,1022. 

0,2101. 

»! 

1525 

06 

07 

f,1788. 

mi 

IUI 

9,0466. 

1!^ 

6,9534 

0,2513. 

*[ 

1729 

07 

08 

7,3567 

4!7967 

9,1949. 

6,8051 

0,2943. 

1919 

08 

oy 

7,5371. 

lUT 

IST- 

4,6571. 

9,3427 

uia 

6,6573. 

0,3392. 

MS 

JM 

2096 

09 

10 

7,7198 

4,5198 

9,4900 

6,5100. 

0,3860. 

«S 

2260 

10 

11 

7,9049 

4,3849 

9,6367 

6,3633. 

0,4348. 

2412 

11 

12 

8,0924. 

4,2524 

9,7828. 

6,2172 

0,4855 

"! 

2551 

12 

IS 

8,2822 

4,1222 

9,9281 

6,0719. 

0,5383 

2679 

13 

14 

8,4744 

im! 

I2M 

3,9944 

10,0727 

lUS 

5,9273. 

0,5932 

stI 

106 

2796 

14 

15 

8,6690. 

3,8690. 

10,2165. 

5,7835 

0,6502. 

w 

2902 

15 

16 

8,8659. 

3,7459. 

10,3594 

5,6406 

0,7093. 

2997 

16 

17 

9,0651 

3,6251 

10,5013. 

^4987 

0,7705 

3081 

17 

18 

9,2667 

3,5067 

10,6422 

5,3578, 

0,8340 

3156 

18 

19 

9,4706. 

IMl 

IISI 

3,3906. 

10,7822 

I3M 

5,2178 

0,8997 

«« 

se 

3221 

19 

20 

9,6768 

3,2768 

10,9210. 

5,0790 

0,9677. 

3277 

20 

21 

9,8853 

3,1653 

11,0586 

4,9414. 

1,0380. 

3324 

21 

22 

10.0961 

3,0561 

11,1951 

IM* 

4,8049 

1,1106. 

3362. 

22 

23 

10,3092 

2,9492 

11,3303. 

4,6697 

1,1856. 

3392. 

23 

24 

10,5246. 

117« 

lOM 

2,8446. 

11,4641 

1)86 

4,5359 

1,2629 

TM 

lü 

3413 

24 

25 

10,7422. 

2,7422. 

11,5967. 

1«! 

4,4033 

1,3428. 

^ 

3428 

25 

26 

10,9621. 

2,6421. 

11,7278 

4,2722. 

1,4251. 

3435 

26 

27 

11,1842. 

2,5442. 

11,8575. 

4,1425 

1,5099. 

3435. 

27 

28 

11,4085 

2,4485 

11,9856 

1*8J 

4,0144. 

1,5972. 

3428. 

28 

29 

11,6351. 

IHÄ- 

81! 

2,3551. 

12,1123. 

3,8877 

1.6871. 

M! 

-1» 

3415 

29 

30 

11,8638 

2.2638 

12,2373. 

3,7627 

1,7796. 

«1 

3396 

30 

31 

12,0947 

2,1747 

12,3607. 

3,6393 

I,fi747. 

3371. 

31 

32 

12,3278 

2,0878 

12,4824. 

3,5176 

1,9725. 

Z 

3341 

3-2 

33 

12,5631. 

2,0031. 

12,6021. 

3,3976 

2,0729 

3305 

33 

34 

12,8005. 

SS3b 

M- 

1,9205. 

12,7206. 

11«4 

3,2794 

2,1761. 

lOS! 

-« 

3265 

34 

35 

13,0400. 

1,8400 

12,8370 

3,1630 

2,2820. 

3220 

35 

36 

13,2816 

>« 

1,7616 

12,9516. 

8,0484 

2,3007. 

3171 

36 

37 

18,5253 

1,6853 

13,0643. 

liw 

2,9357 

2,5022. 

3118 

37 

38 

13,7711. 

1,6111. 

13,1751. 

2,8249 

2,6165 

3061 

38 

39 

U.0189 

r«B 

Wl 

1,5389 

13,2839. 

2,7161 

2,7337. 

liOl 

:S 

:t001 

39 

40 

14,2688 

1,4688 

13.3907 

2,6093, 

2;8538. 

-65 

2938 

40 

41 

14,6207. 

1,4007. 

13,4955 

2,5045, 

2,9767 

28T1 

41 

42 

14,7746. 

1,3346, 

13,5983 

2,4017, 

3,1027. 

lau 

2803 

42 

4a 

15,0304 

1,2704 

13,6990 

'E 

2,3010. 

3,2315 

2731 

43 

44 

15,2882 

i"i 

6M 

1,2082 

13,7976 

2,2024, 

3,8634 

-JS 

2658 

44 

45 

15.5480. 

_ 

1,1480. 

13,8941 

2,1059. 

3,4983. 

2583 

45 

46 

15,8097. 

1,0897. 

13.9884 

2,0116. 

2506 

46 

47 

16,0732 

1,0332 

14,0806. 

1,9194 

3^772 

2428 

47 

48 

16,3386 

B»J 

0,9786 

14,1705 

1,8295. 

3,9213. 

I" 

2349 

48 

49 

16,6059 

0,9259 

14,2583. 

1,7417 

4,0684 

.6« 

2268 

49 

50 

16,8750 

^ 

^ 

0,8750 

14,3438. 

^ 

1,6562 

4,2188. 

3 

818« 

50 

HItp  BleichrSroiig  belSBteter  Parabelbogen  bei  festem  Anflager.  gl5 

Bogenzahlen 

far  feata   Auflager. 


ß 

0, 

«P 

"-f 

h     1   ^-> 

C(, 

c, 

ß 

^ 

-a 

±4 

ji 

^ 

t. 

0. 

50 

16,8750 

0,8750 

14,3438. 

1.65Ö2 

4.2188. 

2188 

50 

51 

17,1459, 

0,8259. 

14,4270. 

Ki 

1,5730 

■4,3722 

UM 

-8J 

2106 

51 

52 

17,4186. 

0,7786 

14,5080, 

»10 

1,4920 

4,5288 

2024 

52 

53 

17,6930. 

!7M 

u,» 

0,7330 

14,5867. 

1,4133    4,6886 

1942 

53 

54 

17,9691 

17«  1 

US 

0,6891 

14,6631 

IV 

1.3369. 

4,8517. 

ilsi 

-» 

1861 

54 

55 

18,2470. 

0,6470 

14,7372 

1,2628. 

5,0179 

1779 

55 

56 

18,5265 

0.6065 

14,8091. 

1.1909 

5.1874 

1698 

56 

57 

18,8077. 

0,5677 

14,8786 

1,1214 

5,3602. 

1618- 

57 

58 

19,0905. 

0,5305 

14,9458 

1,0542 

5,5362 

1538 

58 

59 

19,3749. 

KU 

ies9 

S41 

0,4949 

15,0107. 

SM 

0,9893    5,7156. 

1816 

zJJ 

1460. 

59 

60 

19,6608 

0,4608 

15,0733. 

0,9267    5,8982 

1382 

60 

61 

19,9483. 

0,4283. 

15,1336. 

0,8664 

6,0842 

1306 

61 

62 

30,2373. 

ngso 

sio 

0,3973. 

15,1916. 

0,8084 

6,2736. 

1232. 

62 

63 

30,5277 

£96 

0,8677 

15,2473. 

0,7527 

6,4662 

1158 

63 

64 

30,*197. 

2>M 

M7 

0,3397. 

15,3007. 

(11 

0,6993 

6,6623. 

1»M 

-'( 

1087. 

64 

65 

21,1130. 

0.3130. 

15,3518 

0,6482. 

6,8617 

1017 

65 

66 

21,4077 

368 

0,2877 

15,4007 

0,5993. 

7,0645 

0949 

67 

21,7088. 

twi 

ue 

0,2638. 

15,4474 

0,5526. 

7,2708. 

0884. 

67 

68 

22,0012. 

»97« 

■M 

0,2412. 

15,4919. 

0,5081 

7,4804. 

0820. 

69 

22,2999. 

»81 

101 

0.2199, 

15,5341 

Ml 

0,4659. 

7,6935. 

IIU 

~6t 

0759. 

69, 

70 

22^998 

0,1998 

15,5742 

380 

0,4258. 

7,9099 

im 

0699 

70 

71 

32,9010. 

0,1810 

15,6122. 

0,3878 

8,1298 

0642 

71 

72 

23,2033 

3013 

0,1633 

15.6480. 

0,8520 

8,3532. 

0588. 

72 

73 

23,5068 

UM 

iw 

0;1468 

15,6818. 

»7 

0,3182 

8,5800. 

läSST 

:i 

0536. 

73 

74 

23,8115. 

M*7 

i« 

0,1315. 

15,7135. 

0,2865 

8,8102 

0486 

74 

75 

24,1172. 

0,1172 

15,7432. 

0,2568 

9,0439 

0439 

75 

76 

24,4240. 

80«S 

0,1040 

15,7709. 

0,2291 

9,2811 

0395 

76 

77 

24,7317 

0,0917 

15,7967 

0,2033. 

9,5217 

0353 

77 

78 

25,0405. 

0,0805 

15,8206 

0,1794, 

9,7658. 

0314. 

78 

79 

25,3502. 

lOOT 
Sil» 

ID8 

0,0702 

15,8427 

30» 

0,1573. 

10,0133 

aio 

^sl 

0277 

79 

80 

25,6608 

0,0608 

15,8630 

0,1370, 

10,2643 

0243 

80 

81 

25,9723. 

0,0523. 

15;8816 

0,1184. 

10,5188. 

0212 

81 

l82 

26,2846. 

0,0446 

15,8985 

Im 

0,1015. 

10,7767. 

» 

-" 

0183. 

183 

26,5976 

0,0376 

15,9138 

0,0862. 

11,0380 

0156 

83 

84 

26,9115. 

S1J9 

M 

0.0315. 

15,9276. 

I» 

0,0724 

11,3028 

»es* 

-w 

0132 

84 

85 

27,2260. 

0,0260, 

15.9399. 

0,0601 

11,5710 

0110 

85 

86 

27,5412. 

81  SS 

0,0212. 

15,9507 

0,0493. 

11,8427 

0091 

86 

87 

27,8570 

aiM 

0,0170 

15,9602 

0,0398. 

12,1178. 

0074. 

87 

28,1734 

0.0134 

15,9685. 

0,0315 

12,3963 

i^K 

0059 

89 

28,4904. 

M 

0,0104. 

15,9755 

60 

0.0245. 

12,6782 

Im 

-11 

0046 

89 

90 

28.8078 

0,0078 

15,9815. 

0,0185 

12,9635 

0035 

90 

91 

29,1257 

0,0057 

15,9864. 

0,0136 

13,2522. 

0026, 

91 

92 

29,4440 

0,0040 

15,9904. 

0,0096 

13,5442 

0018 

92 

29,7627. 

iiai 

0,0027 

15,9935. 

0,0065 

13,8397. 

0013. 

93 

94 

30,0817 

*7 

0,0017 

15,9959. 

11 

0,0041 

14,1384. 

IMl 

^ 

0008. 

94 

95 

30,4010. 

0.0010. 

15,9976. 

0,0024 

14,4405. 

0005. 

95 

96 

30,7205 

0,0005 

15,9988. 

0.0012 

14,7458 

0002 

96 

97 

31,0402 

0,0002 

15.9995. 

0,0005 

15,0545 

0001 

97 

98 

313601. 

0,0001. 

15,9998 

0,0002, 

15.3664 

0000 

98 

99 

31,6800 

aiM 

0,0000 

16,0000. 

0,0000 

15,6816 

0000 

99 

1, 

32 

MOO 

0 

0, 

16 

0 

16 

JIM 

_! 

0, 

II 
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a  —  3  (S  +  (J)  Cl  -  ;S)»,  a  —  2  (3  -  ,J)  (1  +  «', 

6  —  (8  +  9  J)  +  3  |ä')  (I  —  j»)»,       6  =  (8  —  9  ,»  +  3  (P)  (1  +/!)', 

-/>  /• 

«-/I(a  +  «(l-«>,  «_,!(»_ /))(!  +  «■. 

-I«  ;• 

Die  Snmine  der  auseeibftlb  des  Querschnittee  ß  wiTkeoden  Kr&fle  %  ergibt 

ß 
sieh  aan  für  eiiie  tob  f(  bis  p"  reichende  Balsslnng  aoa  der  Summe  der  drei  fol- 
genden Oleiebangen,  in  denen  dae  obere  Zeichen  für  poBillve,  das  untere  tOr  nega- 
tive j»  gilt; 

-I-  S  . 


%  -  - 


ß' 

—     b 


FQr  Schnitte  in  nnbelaeteten  Streciten  fällt  <£  weg  nnd  die  beiden  ontem 
ß 
Zeilen  indem  ihr  Zeichen,  <rir  schTeiben  dieaen  Ta\\  nicht  beeoDdera  an. 

Eb  irird  iireakiDäMlg  seia  die  anMarühreodea  Rechnangen  durch  ein  Beispiel 
SD  erlSntero. 

HitteUt  der  UmhQllaDgtcurve  and  SchnitUInJe  der  KrSfte  fand  man,  daaa  fhr 
die  Querachnitte  0, 1  ;  0,3;   0,a;  0,T  ood  0,9  die  UD^ünstiKstenBelaatanKen  süen: 

a)  fQr  die  obem  Fasern  des  Bogens: 
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m.    Hit  ;i  gleicblitrmig  belasteter  Parabelbogeo  bei  restem  Auflager.  617 
b)  (Sr  die  ttotora  Fagetn  des  Bagens  ■■ 


Um  die  aaf  die  treffenden  Qoenchnltte  wirkenden  Kräfte  i 
en  wir  tat  Abkfiriung 


4  +  f- 


l 


f 


und  erhalten  dann  die  von  der  Betastung  allein  herrühreDdeDKrSflefär  die  oberDFaseni 
des  QnerBChnltts  0,1  ;  denen  ftDch  noch  die  von  der  Anadehanng  durch  die  Wfinne 
verursachte  Spannung  beizufügen  iat,  wenn  sie  in  diesem  QuerecliDitt  tKrücbtiobtigt 
werden  muaa,  wir  hnben  : 


X       = 


+1 


e       =.  —  3,a 

-  «  '       —  +  3,783 

-  a  =  -—  0,493 


%  =   - 


/ 


■    / 


h  ,6*7. 


Diese  Oleichung  heiieht  eich  anf  den  im  Scheitel  des  Bogen»  liegenden  Ur- 
sprung derCoordinaten;  um  de  auf  den  Schwerpunkt  des  Querschnitts  na  beliehen, 
haben  wir  statt  der  Constanten ,  das  Resultat  der  Substitution  der  Coordlnsten 
:r  >^  j3/-.  0,1 /nod^  •■  ^/— 0,01 /in  obige  Gtriehung,  oder — ,909  .,1 
+  io,aei  .  ,01  -1'  ,641  -•  +  ,663  zu  setien;  wir  erhalten  also  die  ausserhalb 
des  QoerschnittB  wirkende,  ond  auf  seinen  Schwerpunkt  bezogene  Kraft : 


-  +  10,561  - 


-  +  ,66a. 


In  gleicher  Welse  wnrden  alle  Gbrigen  X  berechnet  und  folgen  hier : 
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a)  Ffir  die  ebem  Fasern  Ist; 

e  -  « ■'"-  f  -  (- 


i  -«  -  » 
i  -  e  -  » 
i-  e 
i  -  s  +  » 


0. 


=    (—    2S,4 


b)  F5r  die  untern  Fasern  ist: 

3,060  ~ 


—     8,083  -r-  +     9,897  - 


-  E3,005  -  -  +     8, 


I  -^   +  1,04S   ) 

<f +  '■'")— 

JL+o,      '\J_,^, 

.^   +  l.08.)-'-l-,. 


f   33 


fp. 


Sie  telBen ,  dut  die  verticalen  nnd  boriiontalen  Sdtenkririe  immer  pontir 
rind,  dag^en  drehen,  wie  e»  aaob  in  der  Thtit  setn  musa,  bei  ungGutigiter  Be- 
laetuDg  der  obern  Fasern  die  Momente  positiT,  und  bei  uniiQiBtigBter  Belaetnng  der 
untern  Fasern  negativ,  um  den  Schwerpunkt  des  QuerSchnitta. 

Das  so  berechnete  X  wird  scbliesslieh  direct  in  den  Qaerschnitt ,  nicht  in  die 
Ansicht  des  Bogena,  die  Ja  in  der  Kegel  in  viel  kleinerm  Uaassstab  geseichnel  ist, 
elDgetratten,  und  nach  Nr.  105  S.  118  die  ^  für  die  äassersten  Fasern  beBtimmt 


145.  Graphisches  Auftragen  berechneter  Kräfte. 

Da  bie  jetzt  noch  nicht  gezeigt  worden  ist  wie  Kräfte,  deren 
Gleichungen  gegeben  sind,  eingetragen  werden,  so  soll  das  hier 
allgemein  gezeigt  werden.  Eb  sei  zu  construireD ,  die  Linie  der 
homogenen  Gleichung: 
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HS.  GraphidcheB  Aatttagen  berechneter  Kräfte.  619 

»^  +  4^  +  0-0. 

Um  die  Linie  aufzutragen ,  construiren  wir  ihre  Axenachnitte 

,  und -,  zu  diesem  Behufe  tragen  wir /"und  /auf  einer 

Axe,  —  c  auf  der  andern  so  auf,  dasg  die  Dreiecke  et  und  cfm 
den  negativen  Axenwiukel  treffen  wenn  c  positiv,  und  in  den  posi- 
tiven wenn  c  negativ  ist,  im  Uebrigen  aber  ist  das  Auftragen  ganz 
gleichgültig.  In  Fig.  206  wurde  /und  /,  auf  der  x  Axe  —  c  auf 
der y  Axe  aufgetragen;  a  und  b  werden  mit  ihren  Zeichen  allein 
mit  VertauBchung  der  Axen,  d.  h.  a  auf  der  y,  l  auf  der  x  Axe  auf- 


getragen. Parallelen  durch  —  c  zu  al  und  durch  /'zu  —  cb  schnei- 
den  die  gesuchten  Abschnitte  aus,  wie  Fig.  206  es  zeigt.  Wird 
das  so  eben  Gesagte  bezüglich  der  Zeichen  berücksichtigt,  so  sind 
gar  keine  andern  Parallellinien  möglich,  und  daher  ein  Irrtbum 
unmöglich;  wenn  noch  beachtet  wird,  daas  cl  und  cf&U  Malti- 
plicationsfactoren  nach  Nr.  2  S.  8  nie  die  Richtung  von  Parallelen 
bestimmen  können. 

Bei  dieser ConstructioD  haben  wir  vorausgesetzt,  es  seien  abc 
Linien,  da  aber  die  Gleichung  in  Bezug  auf  diese  Grössen  homo- 
gen ist,  so  können  sie  auch  irgend  eine  andere  Bedeutung  haben, 
z.  B.  Kräfte  sein,  wie  wir  das  sogleich  zeigen  werden,  wären  es 
Verhältnisszahlen  aßyso  könnten  diese  in  irgend  einem  Maassstab 
aufgetragen  werden;  es  kommt  also  nur  auf  ihre  Verhältnisse  an. 
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Sollte  der  Linie  nach  Nr.  43  H.  172  ein  Sinn  beigelegt  wer- 
den, so  mÜBBte  es  der  auf  der  Linie  mit  einem  Pfeil  bezeichnete 
sein,  weil  die  Linie  so  den  drei  Zeichen  tob  -{-a,  -\-h,  +c  ent- 
sprechend positiv  nm  die  drei  Ecken  des  Fundamentaldreieclts 
00,  cc  0,  0  00  ,  herumdreht. 

Es  sei  die  mit  »',  dem  Sinus  des  Axcnwinkels  dividirte  Nor- 
nialgleichnng  einer  Kraft  gegeben : 

Nacli  Nr.  43  S.  171  bedeutet  dies,  dass: 

fl  =  +  y^x^  +  ra  4-  2  jr  KV 

die  Kraft,  .V  und  )'  die  Seitenkräfte  und  Q  q  &>',  das  Moment  der 
Kraft  in  Bezug  auf  den  Ursprung  sei. 

Conetruirt  man  Fig.  207  gerade  so  als  wie  weiteroben  in  Fig.Z06, 
so  sind  g  und  Q  so  aufzutragen,  dass  das  Momentendreieck  qQio 
den  negativen  Axenwinkel  trifft,  X  als  Coefficient  von  y  ist  auf  die 
jTÄxe  und  —  1'  als  Coefficient  von  x  auf  die  y  Axe,  und  zwar  vod 
0  nach  oben  aufzutragen.  Die  Parallelen  geben  die  Axenabschnitte 
und  damit  die  Lage  von  R,  die  Grösse  und  Richtung  von  B  aber 
ist  gleich  der  der  punktirten  Verbindungslinie  der  Endpunkte  der 
gebrauchten  ^und  ¥.  Um  sich  davon  zu  überzeugen,  hat  man 
nun  von  0  aus  den  Linieozug  X  Y  aufzutragen. 

Die  vorstehenden  Constructionen  haben  wir  noch  der  in  der 
vorigen  Nummer  gegebenen  Kraft: 


»^-  +  *^  +  cHö'';'. 


~r ''     f  "^ " ;  "32  * 

anzupassen.  Man  könnte  mit  den  gegebenen  Verbältnisszahleo 
abe  zuerst  ganz  wie  in  Fig.  206  die  Linie  zeichnen,  hierauf 
a  .  -^  als  Seitenkraft  —  V.  conetruiren  oder  rechnen,  wodurch 

dann  auch  R  gegeben  ist.  Es  dürfte  jedoch  zweckmässig  sein, 
zuerst : 

^-..^;„,   B^i.-LJL,,    c-c.J^,p, 

und  dann  gerade  so  wie  in  Fig.  307  zu  construiren.  y^BC  wer- 
den mittelst  Sinusverhältnisse  construirt,  welche  letztem  wohl  am 
passendsten  so  wie  Fig.  208  es  zeigt,  disponirt  werden.  Von  der 
runden  Länge  »='10  oder  20Gtm,  z.B.  als  Mittelpunkt  beschreibt 


D.gitizecbyG00glc 
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mao  einen  Kreis  mit  dem  berechneten  Halbmesser  „    /;>,<iieT&n- 

gcnte  von  0  an  ihn  hat  das  gewünschte  SinusTerhältniss  -  -^-  Ip ; 

wird  auf  derselben  tod  0  aus  a  mit  BerflcksichtiguDg  des  Zeichens 
aufgetragen ,  ao  ist  der  Abstand  des  Endpunktes  von  a  von  der 

Abscissenaxe  gleich  ^=  ^  Ip,  und  eine  Parallele  zu  .v  durch 
diesen  Endpunkt  schneidet  auf  y  den  Punkt  ^  aus. 

Von  n  ziehen  wir  eine  Parallele  zur  Verbindungslinie  von  / 
und  f,  welche  auf  dem  Blatt  immer  vorhanden  ist,  aber  in  der 
Figur  weggelassen  wurde,  beschreiben  von  dort  aus  einen  Kreis 


Ip,  und  die  Tangente  von  0  an  ihn 
-  p  bezüglich  der  Urdinateuaxe. 


f 


mit  dem  gleichen  lladius  - 

hat  das  Sinusverhältniss  -, 
Wird  daher  von  O  aus  b  mit  Berücksichtigung  des  Zeichens  auf- 
getragen,  so  liegt  b  in  der  Ordinate  von  B  =  -  -  --r^  p.  Die 
Verbindungslinie  von  ^  und  B  ist  gleich  R;  auf  der  ersten  Linie 

Rg.   SOB. 


kann  man  bei  c  die  I^änge  C  =  -■     p/  abgreifen  von  0  auf  — y 
auftragen,  und  nun  die  Figur  nach  207  vollenden. 
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146.    Mit  A  P  belasteter  Parabelbogen  bei  Reactioneo 
dorch  feste  Punkte. 

QiDE  dem  entsprecheDil  wm  im  Eingans  von  Kr,  140  S.  &9£  gesagt  wordn 
ist,  wird  in  diesem  Fall  A^  io  den  Horlionlalen  y  ^  ff  aogfnommen,  wo  y 
<  I  ist. 

In  Folge  dieser  BeBchränliiing  Icsnn  man  nur  der  mittelBten  der  drei  Bnpt- 
gleichangen  —  SA,  Nr.  149  S.  602  geoBgeo.     Da  die  NortnalKleichung  tod^J^ 

(y  -  rf)  £^A  ^  0. 
ist,  80  bat  man  io  dieselbe  in  sabstitiiireD ; 

±--..    -!-_,,    4--.-,/, 

DDd  man  erbSlt : 

-ei-(l  -;P)(6y-  1  -^}    L./lt^p_ 

(3j,._a^+  --*-)      l-f^A. 
Settt  man  in  dieser  Oleichung  i 

B  — 3y>  —  SJ-  +  — , 
das  leicht  gerechnet  aber  auch  in  df  r  Form  o/»  =■  3  (yf —  /)'  +  —  -  p 

=  [1,733051  (y/—  -^/)]*  +  (0,518398/)"  leicht  constrolrt  nerdeo  kaoB,  w 
erhält  man,  wenn  k  —  0  gesetzt  wird : 

Die  Substltatlon  dieses  Ai4  In  die  nrsprQnglichen  Oleichnnuen  von  AX  und 
ABS.  601  giebl: 

AH-    [4(1    _^)^l     +        ^j_(|-     ^    (6,._1_^)    .     -i^y_-?^)]. 


Die  AnflSenng  dieser  beiden  Oleichangen  A  9  and  A  S  — =  0,  nach  x  uad  y 
giebt,  als  Coordinaten  ihres  Schnittpunktes.' 
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Seilt  man  die  Coordtnaten  der  RrSflnohalttliiiie  gleich  x'  nod  y',  to  erhilt 
D  die  Gleiefannft  derselben  wegen  ßl  —  x 


(..— -)o 


/' 


eiae  Cnrre  3.  Ordnung  mit  anrndlicbremeiDDoppelpaDht  am  Ende  der  OnlinateoBxe, 
und  dann  nocfa  einen  Punkt  in  Jeder  Ordinate,  x  ^  ^:  t/'s  y"^  i  (,  and  y'  —  yf 
(dnd   die   3  Asymptoten.      Sie 

faatkeinelnflelitionapiinkte:  ate  Pig-  B09. 

kann  fBr  Jede«  /  lelcbt  gerech- 
net, aljer  auch  Weht  eonstmlrt 
werden  In  der  Form : 
[(6y_l)/_p]    (y/-s) 

=  4-A 
weil  —  ^  -~  ist,  wenn  mitj 

die  Ordinate □  der  Torban denen 
Parabel  beieichnet  werden. 

Man  trage  von  der  Horizon- 
talen die(fi>'—  l)/nnt*rder 
Richliiogitlinie  von  A  A  liegt, 
die  Ordinalen  y  nacb  oI>en  aar, 
Biehe  Fig.  S09  bezüglich  dietea 
Anftragena ;  dann  werden  dieae 
Punkte  um  dIeLänge  (6  y—  1)/* 
—  y  nnter  Ai4  und  alle  auf 
einer  Parabel  liegen ,  die  der 
Kegebuen  Hjmmetrfecb  Ist. 
Auf  Aj4  wird  von  Jeder  Ordi- 
nate aoa  das  eben  conetrairte 
oder  berecliDete  /  "jAo  dop- 
pelt aoFgetragen,  deesen  End- 
pDQkt  mit  dem  Trülier  con- 
strulrlen  Punkt  Terbonden, 
Dnd  auf  der  Terbindangs- 
linie  ein  Perpendikel  errichtet 
(aiehe  die  Figur),  der  auf  der 
Ordinate  die  Länge  yf+  (—  y'} 
nuBschneidet,  dieser  Scbnlttpnnht  ist  daher  ein  Punkt  der  gesuchten  Scljnittlinie. 

Dnreh  diese  Krifteachnittlinie  alnd  Jetzt  die  beiden  Seilenkräfte  Aa  und 
A6  Ton  APvoltetSndig  beatimmt,  well  die  Umiiailnngacnrve  einer  jeden  dieser 
KrSfte  alcb  auf  einen  Punkt  rednclrt,  indem  ele  durch  die  zwei  Punkte  ±  /,  yf 

Hittelat  dieser  Scbnittlinia  kann  nun  nach  Nr.  139  8.  S90  die  angünatigate 
Belastungeart  für  jeden  Knotenpunkt,  oder  für  Jede  üusaerste  Grenie  eines  Central- 
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keraes  ennittelt,  nnd  sogar  ucb  deo  Hetboden  von  NaDiroer  139  die  APdired 
lerlegt  and  ihre  BeitenkrSfte  A 8  und  A8  inr  totalen  WiderlagerreactloD  lusu- 
meogeeetit  werden.  Hier  an  der  Sebule  geecbiebt  dieses  in  der  Kegel,  weil  die 
Rechnungen  oompllcirter  als  wie  die  in  Nr.  144  sind;  immerhiD  wollen  wir  in  der 
Dächaten  Nummer  die  InlegratioDen  fSr  gleichförmig  vertheilte  Belaetungea  nocfa 
durchfahren. 


147.   Mit  P  gleichförmig  belasteter  Parabelbogen,  bei 
Reactionen  durch  feste  Punkt«. 

Wie  in  Nr.  144  setzen  wir  AP'=  Ip  dß,  und  iotegriren  die  in  der  Torigeii 
Nammer  erhaltenen  Gleichnngen  für  die  WiderlagerreacHonen.  Ana  den  gleidwi 
QrQnden  aU  wie  Trüher,  Ist  bei  diesen  Integrationen  für  %  als  obere  Grenze  4~  '< 
und  für  SS  als  natere  Grenze  —  1  aninnebmen;  alao  wie  dort  die  Reaelioiiea  Hr 
abstehende  Belastungen  zu  bestinimen. 

Die  IntegraüoDen  geben  die  folgenden  Resnltale: 

a  J  I  1  +  ..'^  _  [3y  - 1  -  (j.  - 1)  {I  -  ß) 


-  -^  (♦  +  ^)  (1  -  ,*)']  ^iy  -  y\\  (1  -  ?)'  ^ 


pp. 


? 


-  «  (1+  ^)'l  ^  (r  -  -J- )   (i  +  «'  -|-  Pp. 


«  =  «  +  «  =  [—  ajs- 

ß      -^  ß 


--^  Cay-M)]-'   t'p- 


Da  %  nnd  tt  darch  die  beiden  festen  Punkte  fy  gehen ,  so  brancht  man  ihre 
C         ß 
UmhOlInngscurve  nicht  zu  iMBtimnien ,  und  beide  sind  dnrcb  ihre  Scbnitttinie,  die 
auf  der  Hille  der  gleichförmig  vertheiltcn  Belaatnng  liegl,  gegeben.     Den  Scbeitt- 

pnnkt  der  in  p  bis  I  gehörenden  Seiteiikräfte  erhält  man  daher,  indem  man  in  t 

ß 

■  y-  ^  -^  {.ß  ■\-  I)  eetzt,  and  die  Qleichnng  der  Schnittlinie,  Indem  man  nicUer 
p=%  -    —  I  salEi.    Mao  gelangt  daher  ancli  direct  zn  diesen ,   indem  nwn 

+'  X 

in«   ,  jä  — a  -..  —  isetat. 
a  * 
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Wird  QBcli  der  SabatltatioD  y  bestimait,  ao  erb&lt  man : 

fy  —  y  ist,  siehe  TorigeNDromer,  nichts  anderes  ala  die  ErliObong  der  Scbaitüinie 
Aber  dem  Bogeoaaflsger;  ele  kOnnte  cooBtrnirt  werden,  allein  es  ist  einfacher, 
sie  für  Jedes  y  m  recbneii  und  autcntragea. 

PQr  jede  absiebende  Belastung  erhfilt  man  dann  die  Widerlagerreaction  ein- 
fach dadurch,  dasa  man  die  Belastung  pi\m  Punkte  der  Sebuittilnie  üi>er  der  Mitte 
der  Belastung  naoli  der  Richtung  der  beiden  Auflager  lerlegt. 

Hittelst  Tier  solcherZcrlegungen,  und  dann  durchgrsphischeZasanimeDtetznng 
der  erfaalteDen  8eitenkr£fte  von  %  ,  das  so  insarnrnengesetit  Ist,  wie  es  io  Nr.  144 

ß 
8.  613  augegeben  ist,  kfionen  graphisch  alle  X  insanmieiigesetit  werden. 
ß 
Uebrigens  kann  man  sie  auch  rechnen. 

Da  Jedermann  Tafeln  von  Quadrat-  und  Cnbikaablen  besitat,  so  wurdeo  hit 
Erleichtemug  der  Bechnnng  nnr  die  Werthe: 

^-  4  c*  +  ''>  C'  -  **>*  ""^  '^  — h  (*  —  ft  f  +  ßY, 

^ß         10  ^       10 

berechnet  usd  auf  Seite  6!G  tabellarisch  Easammeiigestellt. 
Weiter  berechnet  man  dann : 

t> 

=  ~  t(*i'  -  ')  (i  -  /»)'  -  Cy  -  I)  ('-«'-  d\, 
fi      it  —p 

_(|_^)i_yi- 


-(y-iXi  +Ä>- 


Die  Summe  der  ansBerhalb  eines  QnerschnitteB  ß  wirkenden  Kräfte  für  eine 
von  jl'  bis  ß"  reichende  Belastung  ergibt  sich  aus  der  Summe  der  folgenden  drei 
Oleichnogeu  i 

6     —  \-4fi     ^    +  -{2j'-0,4)-|  +Bfl+,J»— ^-(8y-0,4)]j 

-^r-.T       -vj-v  ■  \^'- 

Das  Auftragen  der  Kraft  geschieht  nnn  genau  wie  es  in  Nr.  145  geadgt 
«forden  ist.     (Fortsetaung  Seite  627.) 
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Bogenzahlen 

far  beweglidhe  Auflager. 


ß  ä, 

-'- 

P 

^ 

Tl 

P 

H 

rq 

a 

-A 

"~ 

A 

il 

A 

'A 

t,  M 

0,4 

35 

1,2123 

0.0777 

70  2.7562 

0.00S8 

Ol  0,4162 

0,3862. 

86 

1,2453. 
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0,0731 

71  2.8131 

0.0033 

03  0,4308 

IM 

lU 

0,8708. 

37 

1,2788. 
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0,0688 

72  2,8707 
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1« 
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38 

1.3129. 

0,0647 
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Ut 
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40 
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0,0570 

75 

3,0481 

0.0019 

06  0,4974 

m 

IM 

0,3170. 

41 

1.4190. 

0,0634 

76 

3.1088 

0.0016 

07  Ü.515I 

0,3046. 

42 

1,4656. 

0,0500 

77 

3,1703 
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in 
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43 
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MS 
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50 
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H 
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85 
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3,6898 

" 
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«s 

0,2071 

51 

1,8144 
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86 
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m 
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52 
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0.0240 

87 

8,8275 
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IM 

sa 
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53 

1.9015. 
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88 
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0,0001 
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«4 
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lU 

M 
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56 

2.0373 

0,0171 

91 
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T« 
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57 
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0,0156 

92 

1,1856 
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SÄ 
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ns 
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63 
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0,0087 

98 
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«0 

0,1090 

64 

2,4306 

m 

0,007a 

99 
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7« 
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0.1032 

65 

2.4830 
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*' 

- 

81  1,0867 
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66 
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0,0062 

32  L.1172 

»M     U 

0,0924. 

67 
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0,0055 
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68 
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69 

2,7001. 
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70 
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»l 

1 
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_ 

^B 

«= 

^ 

=» 

ZamZet^nen  dei KräfteplBDOe  geuSgea  ia  der  Begel  S,  höchitens  SDeiiiul- 
ttellen.  Will  mu  aber  bei  Kenaneni  OperatioDen  alle  vier  Stellen  beoütm .  v> 
Dtoen  BDcb  die  iten  Diffbrenten  nocta  berflckslcbtigt  werdeo. 

Es  Beseblebt  dlei  mittelst  der  Fonnel : 

'•»  +  ''  —  <'»  +  ''•*<»»  — -a-'<l-'')'^a„  +  ■■■ 
Die  mit  Pankten  veraeheDen  Zablen  sind  grösser,  die  oboe  Pnnbte  klelaer 
all  die  genauen  Zablinwertbe. 

Diese  Bemerkangen  gelten  aach  rQr  die  anf  8.  614  aad  6IS  initgetbdtteD 
Bogeuiabien. 
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148.   Der  gerade  elastlBChe  Balken  im  AllgemeineD.  ^27 

B«i  Behandlung  dieaes  Bogena,  bei  dem  die  WiderlageTTeactionen  dnrcb  reste 
Punkte  gebeu  mOaseii,  glaubten  wir  uns  etwa«  kSrcer  fawen  cu  dürfen,  weil  wir 
aus  Trüber  eohon  iDgegebNien  Gründen ,  die  Asnabme  einer  Parabel  ala  Aie  eines 
vereteirifU  BogeoB,  nicht  mehr  fQr  imnier  snläsaig  eracbten ,  und  d)e  graphische n 
Methoden  *on  Nr.  140  bler  aninwendeii  sind. 


Fünftes  Kapitel. 
Der  gerade  elastische  Balken. 

148.  Der  gerade  elastische  Balken  im  Ällgemeinea. 

Bei  geradeo  Balken  dient  uns  die  Theorie  der  Elaaticität  dazu, 
die  Widerlagerreactionen  und  damit  die  äussern  Krtlfte  eingemauer- 
terodercontinuirlicher  Balken  zu  bestimmeD.  Die  einfachem  Fälle 
sollen  hier  allgemein  behandelt  werden ,  mit  Ausnahme  des  con- 
tinuirlichen  Balkens,  dem  im  Dächsteo  Band  ein  besonderer  Ab- 
schnitt gewidmet  werden  wird. 

Wir  nehmeu  an,  der  Balken  liege  horizontal  und  werde  nur 
von  der  Belastung  und  von  verticalen  Widerlagerreactionen  in 
Anspruch  genommen.  In  diesem  Fall  werden  die  ^  s  =  A  .r, 
wenn  die  .r  Axc  horizontal  und  die  y  Axe  vertical  angenom- 
men wird;  unter  allen  Verhältnissen,  selbst  wenn  alle  Auflager 
Dicht  in  einer  geraden  Linie  liegen,  können  die  horizontalen  Form- 
änderungen vernachlässigt  werden,  so  dass  die  zweite  der  Funda- 
mentalformeln Nr.  136  S.  572  ausfällt,  und  nur  mehr  die  beiden 
folgenden  Übrig  bleiben : 

Man  könnte  jetzt  diese  Formeln  gerade  so  behandeln  als  wie 
früher  die  des  Bogen»  behandelt  worden  sind;  die  von  einer  Be- 
lastung A  P  und  einem  Über  den  ganzen  Bogen  sich  erstreckenden 
Reaction  Aj4  herrührenden  S  and  —  /s  ermitteln,  und  dann  nach 
FeststellungderungUnstigstenBelastuDgdie einzeln  A  A  summiren. 
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Da  jedoch  im  vorliegenden  Fall  die  Aj4  immer  durch  einen 
festen  Punkt  gehen  und  vertioal  gerichtet  eind  nnd  demnach  weder 
Umhtll)un|:3curve  noch  Schnittlinie  der  Kräfte  zu  bestimmen  ist, 
Bo  ist  es  nicht  nothwendig  Toreret  das  einzelne  A  P  zu  behandeln, 
sondern  man  kann  ron  vom  herein  die  von  einer  totalen  Belastung 
herrührenden  Formänderungen  sogleich  zusammenfassen. 

Es  ist  dies  zuerst  von  Herrn  Prof.  Mohr  geschehen,  der  das 
Element  der  Homentenfläche  $A:r  als  Kraft  auf  einer  Verticalen 
und  als  Poldistanz  s3  aufgetragen,  und  mit  diesem  Eräftepolygon 
ein  Seilpolygon  construirt  hat  Die  Seiten  dieses  Seilpolygoos 
bilden  den  Winkel  «f  miteinander  und  schneiden  auf  Verticallinien 
die  Formänderung  — A  ab,  sie  sind  daher  identisch  mit  einer  der 
Belastung  entsprechenden  elastischen  Linie.  Wird  die  Wider- 
lagerreaction  willkürlich  angenommen ,  so  wird  die  so  erhaltene 
elastische  Linie  Tielleicht  nicht  allen  gestellten  Bedingungen 
gentlgen ;  z.  B.  nicht  durch  alle  Auflager  gehen  oder  bei  der  Ein- 
maneruDg  nicht  die  gegebene  Richtung  und  Lage  haben.  Nun 
handelt  es  sich  darum  die  äussern  Kräfte  so  zu  modificiren,  dass 
die  Linie  den  Bedingungen  genüge,  ist  dies  geschehen  so  sind  die 
modificirten  Keactiouen  die  wirklicfaeu. 

Im  Wesentlichen  ist  dieses  Verfahren  identisch  mit  dem  in 
Nr.  132  dargelegten ,  nur  ist  es  von  Herrn  Prof.  Mohr  anders  aus- 
gefnhrt  worden,  und  diese  gewiss  sinnreichen  Methoden  wollen 
wir  hier  entwickeln. 

Dem  geraden  Balken  begegnen  wir  in  zwei  Formen,  entweder 
als  vollem  Balken  oder  als  hohlem  Faohwerk.  Im  ersten  Fall 
bringen  wir  nach  Nr.  115  und  116  «3  durch  Construction  auf  die 
Form: 

«3  lEa  (fi  ab)  es'", 
im  zweiten  nach  Nr.  9d  oder  112,  auf  die  Form 

Ist  der  Querschnitt  variabel ,  so  ist  im  ersten  Fall  die  Dimeu' 
sioD  z'",  im  letzten]  die  Kraft  «/'veränderlich.  Aus  den  inNr.  133 

angegebenen  Gründen  kann  man  nur  —  der  Kraft  (s  ab)  oder 

(s  F)  aoftra^n  und  erhält  in  Folge  dessen  laut  Nr.  136  so- 
wohl i  als  auch  —  A  im  r  mal  verzerrten  Maasestab.  In  des 
Formeln  wollen  wir  jedoch  dieses  n  nicht  mitschleppen.    Dies 
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vorau8g«Bcbickt ,  kijonen  die  auszufllhreiidflii  Operationen  dnrcli 
das  folgende  Schema  für  die  beiden  Fälle  ausgedruckt  werden: 

»'"  c         eao  er  k       h 

Dieses  Schema  soll  bedeuten : 

Es  werden  die  in  der  Verticalen  b'  wirkenden  Krftfto  Ä  P  auf- 
getragen, andmitteUtderPoldJstanz  e  ab  oder Adarch ein Seilpoly- 
goD  verbunden;  es  ist  das  die  ganz  allgemeine  Construction,  welche 
die  am  Balken  wirkenden  Momente  in  der  Form  $  :  ea&  oder  :  k 
gibt,  und  welche  unter  allen  Verhältnisaen  ausgeführt  werden  muss. 

Die  durch  VerticalliDien  in   Plächenelement«   des  labalts 

A  X  ■—-  =^  Ax  —r  aP  =^  Ax  — T  A  P zerlegten Moroentenflächen 

werden  auf  die  Basis  o  oder  h  reduoirt.  Damit  dieses  durch  ein- 
faches Abgreifen  der  Lamellenhohe  geschehen  kOnne,  sollen  die  A^ 
gleich  einem  Vielfachen  von  c,  oder  Unterriel^ben  von  k  ange- 
nommen werden. 

Die  Resultate  dieser  Verwandlung  werden  auf  einer  Verti- 
calen Ton  neuem  als  ErSftepolygon  aufgetragen  und  mit  den,  even- 
tuell rariabeln  Foldistanzen  s'"  oder  <  F  die  vorerst  provisorische 
elastische  Linie  couBtruirt. 

Wie  diese  Operationen  ausgeführt,  und  wie  den  provisorischen 
elastischen  Linien  die  definitiven  substituirt  werden  können,  wol- 
len wir  in  der  nächsten  Nummer  an  einigen  Beispielen  erläutern. 

149.  Der  an  einem  Ende  eingemanerte  Balken. 

Auf  Taf.  17i  wurden  die  beliebigen  Belastungen  APin  der 
Verticalen  durch  das  Widerlager  aufgetragen ,  und  die  Poldistauz 
e  ab  vor  der  Lamelle  7  parallel  zur  Richtung  der  Einmauening 
angenommen.  Mit  den  Zeichnen  des  Seilpolygons  bei  7  begin- 
nend, erhält  man  die  ^  -.  tab  als  Segmente  zwischen  deräussersten 
Seite  von  7  und  der  treffenden  8eite,  sie  sind  die  Hohen  der  La- 
mellen, die  nur  auf  die  Basis  c  zu  verwandeln  sind.  Da  kein  be- 
soDderes  Profil  vorliegt,  so  wurde  fOr  c  die  doppelte  Lamellen- 


waodlung  auf  der  Verticalen  durch  das  freie  Ende  des  Balkens 
von  der  verlängerten  Foldistanz  e  ab  ab  aufgetragen,  so  dass 
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die  erste  PolygoDseite  mit  der  Richtung  der  Einmauernng  über- 
einstimmt. 

Für  z"'i  wurde  die  Länge  des  Balkens ,  dann  abnehmend  für 
je  zwei  Lamellen  zusammen  ein  V",  also  noch  3"'ig  z"'isUQd3"'fT 
angenommen,  wie  es  in  Taf.  17|  angedeutet  ist. 

Hit  diesem  Kräftepolygon  wurde  die  ausgezogene  elastische 
Linie  als  Polygon  gezeichnet.  Da  die  erste  Polygonseite  mit  der 
Richtung  der  Einmauerung  tlbereinstimmt ,  und  weiter  keine  Be- 
dingung zu  erfüllen  ist,  weil  das  nicht  eingemauerte  Ende  belie- 
big frei  hinaus  stehen  kann,  so  ist  diese  Linie  die  elaadsche  Linie 
ttelbst,  verzerrt  im  Maassstab  von  1  :  n.  In  diesem  verzerrten 
Maassstab  kann  der  Winkel  <f,  um  den  sieb  das  Balkenende  gedreht 
hat,  sowohl  am  Kräftepolygon  als  auch  an  der  elastischen  Lioie 
abgelesen  werden,  da  wo  es  Taf.  17,  angedeutet  ist 

Ist  die  Belastung  des  eingemauerten  Balkens  eine  gleicbfür- 
w 
mige,  80  wird  die  Momenteneurve  der — ^  eine  Parabel  sein; 

ist  dann  noch  der  Querschnitt  des  Balkens  conatant,  also  alle  ?'" 
gleich  gross,  so  ist  die  elastische  Linie  nichts  anderes  als  eia  Seil- 
polygon,  das  zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  Parabel- 

dreiecks  diente,  da  aber  dieser  laut  Fig.  162  S.SS2  in  —  derBal- 

kenläoge  von  der  Wandfläche  ab  liegt,  so  sind  alle  Formen  und 
Dimensionen  bekannt,  und  wir  kßnnen  die  Biegungsresultate  direct 
aus  der  Figur  herauslesen. 

Das  Moment  der  gleichf&rmigen  Balkenbelastung  in  Besag 

auf  die  Wandfläche  ist  gleich  ~a-pt^,  wenn  man  mitj»  die  gleichför- 
mige Belastung  pro  Längeneinheit  und  mit  l  die  Länge  des  Balkens 
bezeichnet;  die  grösste  Parabelordinate  bei  der  Wand  demaach: 

ir~ — TT,  in  der  Zeichnung  ist  diese  Ordinate  natOrlich  nmsl 
2  («  ab) 

grVsser.  Die  Parahelfläohe  ist  gleich  -^ — rr-;     die    Länge    des 

KräfEepolygons  nach derReduction  auf  die  Basis  c  gleich-  ^  ,. -; 
und  demnach  der  Winkel  d  gleich : 

, ..     pi'    ,  _pp 

6{iab)cs"'        ö«3' 
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Da  die  Parabelfläche  am  HebeUarm   -  -  /  wirkt,  so  ist  die 

äusserste  Ordinate  des  Balkeaendee  oder  die  Senkung  denselben 
in  Folge  der  Belastung: 

*         8«3  ' 
Schneller  gelangt  man  zu  demselben  Resultat  durch  die  la- 
tegratiooen : 

.2^  6^' 


Pi* 


Das  negative  Zeichen  von  k  rührt  daher,  dass  die  Momente 
nach  unsern  Annahmen  negativ  drehen,  wtirde  das  bei  den  Zeichen 
der  MomenteDflächen  berücksichtigt,  so  wUrde  k  positiv  werden. 


150.  Auf  zwei  Stützen  frei  aufliegender  nnd  über- 
hängender Balken. 

Der  aberhängende  Balken  Taf.  17,  sei  mit  gleichrnKssig  ver- 
tbeilten  Gewichten,  deren  Summe  gleich  pl  ist,  und  ausserdem  noch 
darcb  das  Gewicht  P  an  seinem  Endpunkt  belastet;  mit  diesen 
Belastungen  und  der  Poldistanz  e  ab  wurde  das  Seilpolygon  ge- 
zeichnet, es  ist  eine  in  gleichem  Sinn  gekrtlmmte  parabelartige 
Curve,  welche  an  ihrem  Ende  wegen  der  dort  concentrirten  Be- 
lastung P  eine  Ecke  mit  der  letzten  Polygonseite  bildet.  Die 
Schluselinie  des  Polygons  verbindet  den  Schnitt  dieser  letzten  Po- 
lygonseite mit  der  Verticaien  durch  das  rechtseitige  Widerlager, 
mit  dem  Schnitt  der  Parabel  mit  der  Verticaien  des  linkseitigen. 
Die  Homentenfläcbe  wird  gebildet:  durch  die  Seilcurve,  die  letzte 
Polygonseite  und  die  Scblueslinie,  und  besteht  aus  einer  positiven 
scbrafSrten,  und  einer  negativen  punktirten  Momentenfläche.  Inner- 
halb  der  erstem  muas  der  Balken  nach  unten,  innerhalb  der  letztem 
nach  oben  gekrllmmt  sein ;  die  beiden  in  entgegengesetztem  Sinn 
gekrümmten  BalkenstUcke  sind  durch  den  Inflektionapunkt  von 
einander  getrennt,  der  demnach  auf  der  Verticaien  durch  den 
Sobnitt  der  Seilcurve  mit  der  Schlusslinie  liegt. 
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Um  die  elastische  Linie  dieses  Balkens  zu  zeichnen ,  wurde 
deren  Homentenfläche  der  Ueberaichtlicbkeit  wegen  in  nur  3  Par- 
tialäächen  getheilt,  nftmlich  in  die  grosse  positive  Fläche  1  und  in 
zwei  negative  2  and  3 ,  welche  durch  die  Verticale  des  Auflagen> 
getrennt  werden.  An  dieser  Stelle  muss  eine  Trennung  statt- 
findeo,  weil  die  Polygonseite  zwischen  diesen  heiden  Seiten  durch 
das  Auflager  geftthrt  werden  soll. 

Die  Momentenäächen  wurden  auf  die  Basis  c  reducirt,  niil 
Berücksichtigung  des  Sinnes  auf  einer  Verticaleo  rechts  die  A  $ :  {  oA 
aufgetragen  und  mit  der  in  beliebiger  Hichtung  angenommenen 
Poldistanz  s'",  eine  erste  (Taf.  ITj)  punktirte  elastische  Linie  vom 
linksseitigen  Widerlager  ausgehend  gezeichnet.  Sie  geht  nicht 
durch  das  rechtsseitige  Widerlager.  Denken  wir  uns  die  richtige 
elastische  Linie  eben£illB  eingezeichnet,  so  werden  die  beideo 
Linien  ofTeobar  die  Verticale  durch  das  linksseitige  Widerlager 
entsprechend  gemein  haben,  denn  zwei  entsprechende  Seiten  der 
beiden  Polygone  schneiden  diese  Verticale  in  einer  Entfernung 
vom  Auflager,  welche  dem  Moment  der  Flächen  zwischen  diesem 
Auflager  und  den  beiden  Polygonseiten  gleich  ist  Da  nun 
diese  Momente  von  der  Richtung  der  Distanz  s"'  unabhängig 
sind,  so  sind  sie  fttr  beide  Polygone  gleich  gross.  Die  ent- 
sprechenden Polygonseiten  kßnnen  aber  nur  dann  vom  Auflager 
ab  gleiche  Strecken  ausschneiden,  wenn  sie  dieses  in  demselben 
Punkte  schneiden.  Da  das  eben  Gesagte  von  je  zwei  entsprechen- 
den Polygonseiten  gilt,  so  haben  die  zwei  Polygone  die  Ver- 
tieallinie  des  linksseitigen  Auflagers  entsprechend  gemein. 

Aus  dem  eben  Gesagten  folgt  auch  noch,  dass  beide  Polygone, 
Überhaupt  alle  Polygone,  welche  mit  der  gleichen  Poldistani  s'" 
construirt  sind,  congruente  Strecken  auf  allen  Verticallinien  aus- 
schneiden; dies  kann  aber  nurdann  stattfinden,  wenn  jezwei  ent- 
sprechende Punkte  derselben  Verticallinie  gleich  weit  von  ein- 
ander abstehen. 

Verlängern  wir  demnach  die  Folygonseite  2  3  des  panktirtea 
Polygons,  die  dnrch  das  reobtsseitige  Auflager  hätte  gehen  sollen, 
bis  zur  Verticalen  j4,  so  wird  der  Schnitt  auch  ein  Punkt  der  Seite  £3 
des  richtigen  Polygons  sein.  Die  Verbindung  dieses  Schnitt- 
punktes mit  dem  rechtsseitigen  Auflager  ist  daher  die  Polygonseite 
2  3  der  richtigen  elastischen  Linie ,  welche  im  Auflager  von  ihr 
berUhrt  wird. 
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Eine  Parallele  zn  ihr  durch  den  Punkt  23  des  Krilflepolygons 
giebt  die  wahre  Lage  der  Poldiatanz,  mit  der  nun  die  wirkliche 
elastische  Linie  gezeichnet  werden  könnte.  Allein  ee  ist  nicht 
einmal  notbwendig,  auf  dieses  zurückzugreifen;  die  letzte  Seite 
jeuseits  3  wurde  auch  durch  den  Schnitt  der  äusssrstcD  Seite  des 
punktirteo  Polygons  mit  der  linksseitigen  Verticalen  gefflhrt;  den 
Eckpunkt  1  erhielt  man  dadurch,  dass  man  die  Segmente  s  s  ein- 
ander gleich  machte;  diese  erste  Polygonseite  ist  auch  dadurch 
bestimmt,  dass  ihr  Schnitt  mit  der  Seite  2  3  auf  der  gleichen 
Verticalen  als  wie  der  entsprechende  Schnitt  des  punktirten 
Polygons  liegt. 

Hiermit  ist  die  wirkliche  elastische  Linie  dieses  Balkens  voll- 
etündig  bestimmt. 


151.  An  einem  Ende  eingemanerter.  am  andern  frei 
anfliegender  nnd  Überhangender  Balken. 

Vergleichen  wir  den  hier  bezeichneten  Balken  (Taf.  17j)  mit 
dem  vorigen,  so  sehen  wir,  dass  ausser  den  Krftften  j4  nnd  B  noch 
ein  Moment  bei  ^  angebracht  werden  muss,  das  den  Balken  negativ 
herumdreht,  bis  das  Ende  ^  in  die  Richtung  der  Einmauerung 
trifft.  Wir  nehmen  dasselbe  zuerst  willkürlich  gleich  $'b,  unter- 
suchen seine  Wirkung  auf  den  Balken  und  ändern  es  nachher  so, 
dass  die  elaetische  Linie  den  gegebenen  Bedingungen  genügt. 
Wir  zeichnen  also  zunächst  mit  dem  Kräftepolygon  der  A  P  ganz 
nie  in  der  vorigen  Nummer  das  erste  Seilpolygon ,  tragen  dann 
(siehe  Fig.  148  S.  332)  das  auf  die  erste  Poldistanz  e  ab  (oder  k) 
redocirte  Moment,  also  f-'  le  ab  oder  :  k  auf;  die  Verbindungslinie 
dessen  untern  Endes,  mit  dem  Schnitt  der  letzten  Polygonseite 
und  der  Verticalen  B,  ist  die  Scfalusslinie. 

Gerade  so  wie  die  definitive  Schlusslinie  durch  ^  -.  e  ab  be- 
grenzt sie  mit  dem  Seilpolygon  zuerst  eine  negative,  für  ^„  punk- 
tirte  Homentenfläche  1 ,  innerhalb  deren  der  Balken  negativ  nach 
unten  gekrümmtist;  dann  eine  positive  achraffirte  2,  innerhalb  der 
der  Balken  nach  oben  gekrümmt  ist,  und  eine  untere  punktirte, 
innerhalb  der  der  Balken  wieder  nach  oben  gekrUmmt  ist  und  die 
durch  die  Verticale  B  in  zwei  Partialfifichen  3  und  4  getbeilt 
iviirde,  weil  die  durch  B  gehende  Seilpolygonseite  ein  bestim- 
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inendes  Element  ist.  DieaufeinaJiderfolgendenStrecken,  innerhalb 
deren  der  Balken  in  verscfaiedeDer  Weise  in  Anspruch  genommeu 
ist,  Bind  durch  zwei  Inöectionspunkte  von  einander  getrennt,  «e 
liegen  auf  den  Verticalen  der  NullmomeDtenpunkte,  in  welchen  in 
Seilpolygen  von  der  Schlusslinie  geschnitten  wird. 

Wtirde  man  die MomeDtenflächen  ioderBeibenfolge,  indersie 
hier  aufgezählt  worden  sind,  auftragen,  so  würde  man  eine  beliebige 
elastische  Linie  erhalten,  und  wenn  diese  nicht  darch  das  Auflager 
B  ginge ,  so  hätte  man  bei  Aenderung  von  $'  an  den  drei  ersten 
Mouientenflächen  zu  ändern ,  und  zwar  hätte  man  es  mit  Aeode- 
ruQgen  zu  tbun,  die  der  Aenderung  der  $'  nicht  mehr  proportional 
wären,  weil  sie  von  dem  ud  regelmässigen  Seilpolygon  begrenzt  sind. 
Man  kann  nun  diese  Aenderung  auf  eine  einzige  beschränken  und 
erhält  eine  der  Aenderung  von  '^'  proportionale  Aenderung,  wenn 
man  als  erste  negative  MomenteDflAcbe  das  ganze  Dreieck  annimmt, 
welebesaus  B  (Taf.  17j)  '^'  :  s  ab  projicirt,  und  ala  zweite  die  gsnze 
Parabelfläche,  welche  ^  B  zur  Sehne  bat,  d.h.  die,  die  man  erhSlt, 
wenn  man  den  positiven  und  den  negativen  MomentenflSchen  die 
Bohwach  punktirte  Fläche  unter  ^J9 beiderseits  beiftlgt.  Geht  man  so 
vor,  so  beBchränktBichdieAenderung  auf  dasDreieckmit  der  Basis 
^' :  «  o  &  allein,  der  Schwerpunkt  der  Fläche  bleibt  immer  in  der- 
selben Verticalen  und  die  Aenderung  ist  dieser  Basis  proportional. 
Die  so  vergröBserteo  Momentenflächen  1'2'3'  wurden  alsFläcben- 
polygon  aufgetragen,  um  mit  der  hier  constant  angenommenen 
Foldistanz  f  ab  von  Ot  aus  eine  erste  gestrichte  elastische  Linie 
zu  zeichnen.  Sie  geht  nicht  durch  das  gegebene  Auflager  ^; 
denken  wir  uns  die  richtige  elastische  Linie  gezeichnet,  dann 
werden  die  beiden  elastischen  Linien  die  Verticale  1'  entsprechend 
gemein  haben.  Aus  den  in  der  vorigen  Nummer  entwickelten 
Gründen  Bchneiden  die  Polygone,  welche  die  gleichen  Momenten' 
flächen  2'  3',  mit  Ausschluss  des  variabeln  1'  =  ^' :  t  ab,  mit 
einander  verbinden,  congruente  Segmente  auf  allen  Verticaltinien 
aus.  Da  nun  die  zwei  cougrnenten  Punktreiben  in  der  Verticalen 
1'  auch  noch  den  Schnitt  dieser  Verticalen  mit  der  Uicbtungslide 
der  EinmaueruDg  gemein  haben,  so  fallen  sie  ganz  zusammen. 
Man  erhält  daher  die  richtige  elastische  Linie,  wenn  man  den 
Schnitt  der  Seilpolygonseite  3'  4'  und  der  Verticalen  1'  mit  dem 
Auflager  £'  verbindet,  wodurch  auch  die  vorhergehenden  Polygon- 
seiten gegeben  sind. 
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Das  $',  welches  diesem  Poly^n  eutsprtcht,  könnte  man  noB 
dadurch  erhalten,  dassmaD  die  richtige  Lage  des  Poles  zum  Träger 
der  Momentenflächen  einzeichnet,  dann  schneidet  eine  Parallele 

zur  ersten  Polygonseite  die  richtige  Dreiecksfläche    -  1'$  :  e  ab  c, 

woraus  dann  das  richtige  ^  rückwärts  abgeleitet  werden  kann. 
Viel  einfacher  und  schneller  gelangt  man  jedoch  dadurch  direkt 
zur  verticalen  Höhe  '^  :  e  ab,  dass  man  eine  Verticallinie  zieht, 
auf  der  die  Seiten  des  ersten  elastiecben  Polygons  vor  und  nach  ^' 
die  Länge  ^f,' :  t  ab  ausschneiden,  dann  schneiden  die  entsprechen- 
den Seiten  des  richtigen  Polygons  auf  derselben  Verticalen  die 
Länge  '^  :  e  ab  aus.  Denn  da  die  Segmente,  welche  die  der  Ver- 
ticallinie 'ß' :  f  ab  sich  schoeidendeD  Seiten  auf  irgend  welchen 
Polygonseiten  ausschneiden,  im  vorliegenden  Falle  deaMomenten- 
flächen,  diese  aber  der  Basis  ^'  ;  e  ab  der  Dreiecksfläche  propor- 
tional sind,  80  mtissen  beide  Ausschnitte  ^'  und  ^  :  t  aO  gleich 
sein,  wenn  einer  es  ist. 

Dieses  Verhältniss  besteht  auch  dann  noch  fort,  wenn  die  s"' 
nicht  mehr  constant,  wie  sie  Taf.  IT^  angenommen  wurden ,  son- 
dern variabel  sind.  Das  Verfahren  ist  daher  ein  allgemeines.  Sind 
also  beide  Polygone  gezeichnet,  so  fährt  man  mitderZirkelQfi^nung 
'^'  :  €  ab  zwischen  die  beiden  Folygonseitcn ,  zieht  die  Vertical- 
linie nnd  greift  auf  ihr  direct  ^  :  c  a£  ab,  das,  auf  der  Verticalen 
v^  au^etragoD ,  die  richtigen  Homente  gieht.  Hiermit  ist  in  der 
Regel  der  Zweck  der  Coostruction  erreicht. 

Der  Ueberflicht  wegen  wurde  aber  {Taf.  ITa)  noch  die  wirk- 
liche elastische  Linie  mit  den  Momeutenflftchen  12  3  4  gezeichnet. 


153.  An  beiden  Enden  eingemauerter  Balken. 

Die  Construction  der  elastischen  Linie  des  an  beiden  Enden 
eingemauerten  Balkens  und  der  an  ihm  wirkenden  Momente  unter- 
scheidet sich  nur  wenig  von  den  in  der  vorigen  Nummer  erläuterten 
Constructioneo.  Um  die  Enden  des  frei  aufliegenden  Balkens  in 
die  Richtung  der  Einmauerung  zu  bringen,  mUssen  wir  (Taf.  l?«) 
auf  heiden  Seiten  Momente  $  bei  j^  und  %  bei  B  anbringen,  von 
denen  das  erste  im  negativen,  das  zweite  im  positiven  Sinne  herum- 
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dreht,  und  die  so  aufetitragen  Bind,  wie  es  Fig-  149  S.  332  zeigt 
Die  Momentenflächen  werden  aus  zwei  äuseera  negativen  1  und  3 
(Taf.  174)  punktirten  und  einer  dazwischen  liegenden  positivea, 
schraffirten  2  beetehen.  Aus  den  in  der  vorigen  Nummer  Bchon 
entwickelten  Gründen  ergänzen  wir  mit  der  schwach  punktirten 
Fläche  das  partielle  Parabel  segnieut  2  zum  ganzen  Segment  und 
die  beiden  negativen  Momentenflächeo  zum  IVapez;  bei  Aen- 
derungen  der  Momente'^  und  "^i  ändert  sich  nur  dieses ;  wirtheilen 
es  in  zwei  Dreiecke  1'  und  3',  welche  $'  und  $',  :  e  a&  zur  Bkib 
haben. 

Unter  den  Moment«näächen  wurde  mit  den  beiden  witlkQrlJcii 
aBgenommenen  Momenten  $'  und  $'1  eine  erste  provisorische  ela- 
stische Linie  geKeicbnet,  Sind  die  9"'  constant,  wie  es  in  der 
Figur  angenommen  wurde,  so  schneiden  die  äussersteu  Polygoo- 
seiten  der  $  und  $'  die  Polygonseiteo  zwischen  diesen  und  den 


weil  die  auszufllhrende  Construction ,  wie  schon  in  der  vorigen 
Nummer  bemerkt  wurde,  identisch  ist  mit  der  Schwerpunkts- 
bestimmung der  Momentenflächen  und  der  Schwerpunkt  des  Drei- 
ecks im  -^  setner  Höhe  liegt.     In  diesem  Falle  also  kljauea 

die  zwei  Dreiecksflächen  im  Ganzen  als  auf  der  Verticalen  -^ ' 

wirkend  angenommen  werden ;  bei  variabeln  a'"  aber  müssen  die 
beiden  in  der  Figur  punktirten  Polygone  eingezeichnet  werden. 
Nachdem  diese  erste  provisorische  elastische  Linie  gezeicboet 
ist,  werden  noch  die  beiderseitigen  Verticalen  bestimmt,  aufweichen 
die  Seiten  vor  und  nach  den  Dreiecksflächeu  die  Momente  $  und 
^'  :  ff  a  Ä  ausschneiden.  In  Folge  besonderer  Wahl  der  Basen 
geht  auf  Taf.  l?,  eine  der  Verticalen  durch  den  Stützpunkt  B. 

Unter  das  provisorische  Polygon  der  elastischen  Linie  wurde 
das  definitive  gezeichnet.  Die  erste  Seilpolygonseite  ist  die  Rich- 
tung der  Einmauerung  ^C,  der  Punkt  C  liegt  in  der  Verticalen 
des  Schnittpunktes  der  beiden  äussereten  Seiten  der  Dreiecksfläcbe 

^'  :  ff  o  6,  im  —  /,  wenn  die  s"'  constant  sind ;  ebenso  ist  B  D  die 

letzte  Polygonseite,  und  von  D  gilt,  was  eben  von  C  gesagt  wurde. 
Bei  dem  Auftragen  dieser  Richtungen  A  C  und  B  D  ist  zu  be- 
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achten,  dtas  in  Folge  der  n  maligen  Verzerrung  der  Höhen  auch 
die  Tangenten  der  Winkel,  welche  sie  mit  der  Horizontalen  bilden, 
und  die  Ordinatendifferenzen  der  Punkte  ^  und  B  ebenfalls  n  mal 
grösser  als  in  Wirklichkeit  aufzutragen  sind.  Ferner  wissen  wir, 
dass  wenn  die  Belastung,  d.  h.  die  Momentenääche  nicht  geändert 
wird,  die  äusserstenSeitenderselbenauf  jeder  Vertikallinie  ein  be- 
stimmtes Segment  ausschneiden ,  das  sich  nicht  Ändert,  wenn  das 
Polygon  dadurch  verschoben  mrd,  dassderPolin  einer  Verticallinie 
auf  und  abgeacboben  wird.  Tragen  wir  daher  von  C  und  D  abwärts 
die  Segmente  s  und  s'  auf,  welche  die  Seiten  ausserhalb  der  Fläche 
2'  auf  der  Verticalen  durch  C  uod  D  ausschneiden,  so  mllssen  die 
entsprechenden  Seiten  des  definitiven  Polygons  auch  durch  die 
Endpunkte  dieser  Segmente  geben  und  können  daher  eingezeichnet 
werden,  wag  zu  g^eschefaen  hat. 

Die  durch  C  und  D  gehenden  äussersten Seiten  der  Dreiecks- 
äächen  schneiden  auf  der  Verticalen  von  '^'  :  e  ab  das  definitive 
Moment  ^  :  e  ah  aus.  Es  wurde  bei  den  Momentenflächen  in  deu 
Verticalen  durcb^undJ?  aufgetragen  und  dadurch  alle  am  Balken 
wirkenden  Momente  deflnitiv  bestimmt.  Mit  den  so  bestimmten 
Moraentenflächen  12  3  wurde  schliesslich  die  definitive  elastische 
Linie  ganz  unten  am  Blatt  gezeichnet. 

In  der  ersten  provisorischen  elastiscbenLiniehatdas  Zeichnen 
der  Polygone  für  die  beiden  Dreiecksflächen  keinen  anderen  Zweck, 
als  den:  die  Lage  der  Verticallinien  zu  bestimmen,  auf  denen  die 
Segmente  s  aufzutragen  sind  und  auf  denen  die  ^  :  s  ab  abgegriffen 
werden  können.  Wenn  die  &"'  variabel  sind,  soistdiesesZeicbnen 
unvermeidlich;  sind  sieaber  constant,  so  liegen  C  und  D,  wie  wir 

schon  gesehen  haben,  in  dem  -^-  der  Spannweite,  und  durch  pas- 
sende Wahl  der  Basen  kann  man  bewirken,  dass  die  äussersten 
Polygonseiten  der  Dreiecke  auf  den  Verticalen  A  und  B  die  defi- 
nitiven Momente  ausschneiden.  Macht  man  nämlich  die  letzte 
Poldistanz  von  der  Verticalen  der  aufgetragenen  MomentenfläcbeD 

gleich  -  -  /,  so  werden  die  äussersten  in  C  und  />  sich  kreuzenden 

Seiten  der  Dreiecksflächen  auf  der  Verticalen  durch  ^  und  C  die 
gleichen  langen  ausschneiden,  als  wie  die  parallelen  Polstrablen 
auf  der  Verticalen  der  Momentenflächen.     Hat  man  dann  vorher 
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zur  Verwandlung  der  Momentenfläcbeo  die  Basis  -t~  l  gewählt,  &o 
wird  die  aufgetragene  MomeDtenflftche  gleich  dem  Moment 
'i^-.s  ab  sein,  weil  der  Inhalt  der  Dreiecksfläche  gleich  ~l^:t  ah 
ist.   Also : 

Wählt  man  die  Länge  —  /  zur  Verwandluags- 

basis  der  Momentenflächen  uod  —  /  zur  Poldistam 

fflr  das  Zeichnen  der  elastischen  Linie,  so  schnei- 
den die  äussern  Seiten  der  Momentendreiecke  die 
Momente  bei  den  Stutzpunkten  selbst  aufderVer- 
ticalen  derselben  aus. 

Bei  constantem  Balkenquerschnitt  hat  man  sich ,  wenn  diese 
Basen  angenommen  werden,  um  die  zu  bestimmenden  Momenteo- 
Säcben  der  Stutzpunkte  bei  demZeichnender  ersten provisoriscben 
elastischen  Linie  gar  nicht  zu  kümmern:  man  beschränkt  sich  auf 
die  des  vollen,  dem  nicht  eingemauerten  Balken  entsprechenden 
Polygons;  und  wenn  dieSegmente  s  s'  ermittelt  sind,  Irägtmausie 
bei  C  und  D  auf,  verbindet  ihre  Endpunkte  kreuzweise,  und  die 
so  erhaltenen  Linien  schneiden  auf  den  Verticalen  die  Momente 
der  Stutzpunkte  aus. 

Die  hier  beschriebenen  Construetionen  gelten  für  jede  belie- 
bige Belastung,  sie  können  bei  gleichförmiger  Belastung  noch 
weiter  vereinfacht  werden.  Bei  solcher  ist  das  erste  Seilpolygon 
der  Kräfte  eine  Parabel.  Es  sei  ihr  Pfeil,  den  man  durch  Cou- 
slructioQ  erhalten  hat,  gleich  f.    Dann  ist  die  Momenten-  oder  die 


dieser  die  Parabelfläche  darstellenden  Linie  in  Bezug  auf  .^^  oder  f, 

1  14        1 

reducirtauf  die  Poldistanz  ~  /,  ist  gleich  —  /  --^f'--^  l  =  if- 

Ist  also  die  Momentenfläcbe  eine  volle  Parabel,  so  bescfaiSnfct 
sich  die  provisorische  elastische  Linie  auf  die  zwei  sich  kreuzen- 
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den,  stark  ausgezogenen  Linien,  welche  auf  den  Verticalen  A  und 
B  die  L&nge  2  /'ausacboeiden. 


allein  dieses  Verhältniss  ist  selten  anwendbar,  weil  bei  continuir- 
licben  Balken,  wo  diese  Methoden  vorzugsweise  verwendet  werden, 

die  Verticalen  der  festen  Punkte  meistens  nicht  im  —  der  Spann- 
weite liegen. 

Will  man  /"  durch  die  Belastung  selbst  ausdrucken,  sohatman, 
wenn  die  erste  Poldistanz,  mit  derdasSeilpolygon  der  Belastungen 
gezeichnet  wurde  mit  H,  und  die  Belastung  pro  LäDgeueiuheit  mit 
p  bezeichnet  wird: 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  auf  beiden  Seiten  mit  den 

weiter  verwendeten  Basen  -„-  /  ■  -3-  '  ^  -^  /*,  so  siebt  man, 

dass  die  Länge  2  /'des  Ausschnittes  der  Sussersten  Polygonseiten 
der  Belastung  auf  den  Verticalen  A  und  B  das  hßhere  Moment : 

-^  //  /»  .  2  /■  =  -\^  V^  darstellt. 

In  der  Praxis  kommen  in  der  Kegel  nur  an-  oder  abstebende 
Belastungen,  d.h.  solche  vor,  dienur  aus  zwei  verschieden  belaste- 
teo  Strecken  besteben.  Will  man  sich  nun  auf  die  Annahme  eines 
constaaten  Querschnittes  und  gleichförmiger  Belastungen  be- 
schränken, so  ist  es  zweckmässig,  ein  ftlr  allemal  diese  böhereu 
Momente  in  Bezug  auf  die  Verticallinien  A,  B  zu  berechnen ,  um 
darnach  die  Segmente,  welche  die  beiden  äussersten  Seiten  der 
provisorischen  elastischen  Linie  dort  ausschneiden,  directfUr  solche 
Belastungen  auftragen  zu  kOnnen. 

Die  Belastung  p  pro  Flächeneinheit  erstrecke  sieb  (siehe 
Fig.  210)  auf  die  von  A  ab  gemessene  Strecke  ß  l  und  wird  dem- 
nach gleich  ß pl  sein. 

Stellt  nun  diese  Figur  das  mit  irgend  einer  Poldistanz  con- 
struirte  Seilpolygon  der  Belastung  dar,  so  haben  wir  das  Moment 
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der  Homentenfläcbe ,  die  innerhalb  ß  l  darch  eine  Parabel  nnd 
innerhalb  der  Ubri^n  Balkenstreclie  durch  eine  Tangente  u 
dieee  begrenzt  ist,  in  Bezug  auf  die  Verticalen  A  und  B  ausiu- 
drächen. 

Wir  erhalten : 

die  Reaction  dea  Sttttzpunktea  B  gleich  -p  ß  •  ß  tp  ="g"  ß*  ■  'P< 
das  Belastungsmonient  bei  ß  I  gleich  (1  —  ß)l .  —  (J*  //» 

Wird  dieses—  ß*  i\  —  ß)  Pp  m  irgend  einem  Maaristabe 
aU  Ordinate  des  SeilpolygoDS  aufgetragen  und  der  Endpunkt  niit 
Fig.  sio. 


B  verbunden ,  so  ist  diese  Verbindungslinie  eine  Seite  des  Seil- 
polygons und  berflfart  in  k  (Fig.  210)  die  Parabel. 
Auf  der  Verticalen  A  schneidet  diese  Verbindungslinie 

aus:  die  Länge  A  A'  gleich — ß*  .  Pf, 

der  Pfeil  der  Parabel ,  welche  das  Segment  der  Ver- 
ticalen -p  ß  l  zwischen  der  Sehne  AK  und  A' K 
halbirt,  ist  gleich — ß* .  pp. 
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Hieraus  ergiebt  sich  der  Inhalt  des  ParabelBegments 

gleich  F,  — -|- ^ /. -^ /?»/» P  gleich    'h^''^'^' 

der  Inhalt  der  Dreieckeääche  F^  gleich        -7-  ß*  0-  —  ß)  •  f*  p, 

Die  Momente  dieser  Flächen  in  Bezug  auf  A  sind  gleich : 
FUrdieParahelflächeW,  —  ^-  ,  ßLFt=  ir  ß*  •  l*  p, 
„    't  Dreiecksflache J/"«-=  g(l+/?)//^s—  ^^  ß»  (1  —  ß*) .  f  p, 

das  ganze  Moment  inBesug  auf  .^  — Jfo—  9!  ß'  ^^  —  ß*^  •  ^*  P> 
das  ganze  Moment  in  Bezug  auf  B  =•  Mt 

=  IF-M.^ 1^  ßt  (2  -  ß)»  .  l*  p. 

Fdr  ^  ■=  1  geben  M,  and  Mt,  wie  es  sein  soll,  ^  /*  p. 

Die  äusseren  Seiten  des  Polygons  einer  elastischeD  Linie 
schneiden  also  bei  einer  bis  ß  l  reichenden  Fartialbelastung  auf 
der  Verticalen  des  anstehenden  Stützpunktes  ß*  {i  —  ß*)  und  auf 

der  des  abstehenden  ß*  (2  —  ß)^  der  Länge  2  /"  =  gj-   p  I*    aus, 

welche  die  derTotalbelastung  entsprechenden  Seiten  ausschneiden 
wurden. 

Da  die  Coefficienten  /?»  (2  —  ^)  und  ß*  i^  —  /?)>  sehr  viel 


10 


gebtaucht  werden ,  so  haben  wir  sie  hier  für  die  Werthe  ß  — 
berechnet  und  in  derfolgenden  kleinen  Tabelle  zusammengestellt: 
Verhältnisszahlen  der  Segmente,  welche  die 
äussersten  Seilpolygonseiten  einer  bis  ß  reichen- 
den an-  oder  abstehenden  Belastung  auf  den  Ver- 
ticalen der  Stutzpunkte  ausschneiden. 
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ß 

aDBteheD 

Hlwtehen 

;  ' 

■DBteben 

alMtehn 

jj»  CS  -  ^) 

^  (a  -  ß)* 

fl*  (3  -  fi>) 

(»•CS-«' 

0,1 

0,0199 

0,0381 

1  oe 

0,5904 

0,10S6 

0,3 

0,078* 

0,1  a96 

0,7 

0,139» 

0,8361 

0,3 

0,ITI9 

0,S601 

0,8704 

0,9316 

0,4 

0,9944 

0,4096 

0,9639 

0,9801 

0,5 

0,437S 

0,3<15 

1,0000 

LMM 

Eb  seieo  z.  B.  als  KräftepUD  eines  Balkene  oder  einea  Fach- 
werkeB  die  Parabelo  des  Eigengewicbtes  uod  der  TotalbelastaDg 
gezeichnet  worden  und  es  sollen  nun  weiter,  die  änsaereten  Poly- 
goneeiten  der  Belastung  aufgetragen  werden.  Die  erste  Seite^'^ 
Taf.  17|  wird  willkürlich  angenommen,  dann  A'  A'"  «-  B'  B'"  und 
j4'  A"  "■  B'  &'  gleich  den  doppelten  Parabelpfeilen  der  totalen 
Belastung  uod  des  Eigengewichtes  gemacht.  Wird  nun  die  Diffe- 
renz A"  A'"  —  B"  B'"  oder  das  der  zufälligen  Belastung  ent- 
sprechende Segment  den  obigen  Zahlen  entsprechend  eingetbeilt 
nnd  die  erhaltenen  Punkte  mit  einander  verbunden,  so  erhält  man 
die  äussersten  Seiten  der  treffenden  anstehenden  and  abstehenden 
Belastungen. 

Taf.  17i  wurden  die  Polygonseiten  ftlr  anstehende  und  ab- 
stehende Belastang  bis  0,3  der  Spannweite,  eingezeichnet;  also 
beiderseits  die  Segmente  0,1719  und  0,2t>01  von  A"  A'"  oder 
B''B"'yo'a.A"  und  5"  aus,  aufgetragen  und  mit  einander  verbunden. 
Han  irrt  hinsichtlich  der  an-  und  abstehenden  Belastung  nicht, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  die  Folygonseilen  auf  der  YerticitleD 
der  anstehenden  Stütze  das  kleinere  Segment  ausschoeiden.  Wo 
das  Segment  abzumessen  ist,  wurde  durch  einen  stärker  atu- 
gezogenen  Strich  angedeutet  Da  die  Polygonseiten  für  gleich 
lange,  von  beidenSeiten  aus  belastete  Strecken  auf  den  Verticalen  der 
Stutzpunkte  gleiche  Segmente,  nämlich:  (0,2601—0,1719).,^'^"' 
—  (0,2601  —  0,1719)  B"  B'"  ausschneiden,  so  laufen  sie  parallel, 
und  zwar  stehen  die  beiden  Parallelen  gleich  weit  vom  Schnitt 
der  äussersten  Seiten  A'  B",  A"  B"  und  A"'  B'"  ab. 

Sowohl  aus  der  Natur  der  Sache,  weil  die  anstehende  Be- 
lastung von  ß  und  die  abstehende  Belastung  von  1  —  ft  sieb  inr 
Totalbelastung  ergänzen,  als  auch  aus  den  Formeln,  indem: 

ß'  (2  -  ^)  +  (1  -  ßy  (1  +  (9)»  - 1 
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iBt,  geht  hervor,  dass  auch  die  complementftreD  Belastung«!!  roo 
(l  —  /!)  gleich  lange  Segmente  auf  den  Verticalen  der  Stutzpunkte 
aasecbneiden,  es  schneiden  »ch  daher  die  Seiten  complemenärer 
Belastungen  aai  der  Hittellinie  der  Oefinung.  Ueberhaupt  werden 
die  Langen  j4"  A'"  und  B"  B'"  durch  die  Verhältnisazahlen  ia 
vier  symmetrische  Punktreihen  getfaeilt 

wir  haben  eben  die  AaadrBeke  fdr  die  Homente  der  MomenteaflSchen  in 
Besus  aaf  die  Stütcponkte  ans  den  conatrairteB  Figuren  heransgeleMn ,  will  miui 
dieselben  reohnen,  so  hat  man  nach  den  letstender  dreiGIddiongen  Vit.  143  H.  999 
SD  sammlren,  d.  h.  an  integrirea. 

Wir  beaümaen  aan&efaat  die  Anablegnng  —  it,  die  von  doer  Elnieltut  A  P 
herrBbrt.     Hau  hat  nach  Kr.  86  8.  340 ; 

¥^  — z(i  — j»)IAPi  ?'    —  (I  — xjjJlAi'. 

Dies  glebt  fBr  die  Auibiegang  nach  oben : 

ßl  l 

—  et  — jjspidx—  (1  —  ^)  (APji'rf*  +  p  l  AP\  H  ~  X)  X  d  X 

ßl 

— l-i^-ß'ißi'^p- 

Setat  man  hidlese  Glelohnag  wieftüher  AP— '^li/l,  so  erbtlt  nan  fBr 
die  anstehende  Belaatnng  i 


p 

-sk---ppUß- 


nad  fBr  die  abstehende : 


-^^P^iß- 


Die  erste  dteaer  beiden  Olelobongen  ist  gani  IdenUsch  mit  der  eben  geftin- 
denen,  and  die  iweite  geht,  wie  es  sein  mnsa,  in  dieselbe  Qber,  wenn  man  ataK  ß 
l  —  ß  setst. 

Zur  Vereinfacbung  der  Gonetruction  haben  wir  oben  statt  der 
anzunehmenden  Basen  und  Foldi&tanzen  a  ab,  c,  x'"  oder  h,h,»F 

schlechtweg  H,  -^  l,  —^  l  gesetzt  Will  man  nun  die  Formande- 
rungen wirklich  berechnen  oder  mit  Fonneln,  wie  den  zuletzt  auf- 
gestellten z,  B.,  TCi^leichen,  so  hat  man  e^  =  e  ab  c  s'"  mm  e  Fk* 

durch  -^  tf  /*  zu  diTidiren,  um  den  Maassstab  der  Verzerrung  zu 

41* 
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erhalten.     Die  elastischen  Linien  ron  Taf.  17  geben  also   alle 
Ordinaten  n  mal  yergrOssert  an,  wobei : 

6e3  6(t  ab)        ex'"  6  ■  eF        A» 

"^     H  P    ~  H         '       l»      "         H         '/»' 

ist. 

Alte  Drehungen  der  Seilpoljgonseiteu  oder  der  Strahlen  der 
Eräftepolygone  schneiden  auf  allen  Verticallinien  it  mal  grössere 
Segmente  aus  als  in  Wirklichkeit.  Es  ist  dieses  n  dasselbe  n,  Ton 
dem  schon  in  Nr.  135  S.  563  die  Bede  gewesen  ist. 
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